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� �!�$�
�/ ��� A ������� 9�!

 �
� �#
����� �����/ �	
	 diam(A) �= 0	

�



4���" ��� ���� 5���D�% f : X → Y / ����
���� B �D
����
� A � B ⊆ dom f 	 4�
� �!����/
��� ����
���� A,B ��� �����
 ��%#��
 � f �
 �
����� �� B	 H9��# ����
���� A �������
!"��
f �9�#����� �
�
# f(A)/ �9��# B �������
!"�� f �
�
# f(B)	 ;���
���� f(A) ���
�����% � f(B)	
r�� �� ���
� ���#��" � �
!����
  �$�
6����� ρH(f(A), f(B))/  �� ��!����/ ��� f �!���� �!%
���!�#� � ������
 $!�9�!"��
 �������� f �� �����������
��F ����
����F ��� �
�#�
����s

� �9�
� �!���
/ $!�9�!"��
 �������� �
 �
�����F 5���D��/ ����
 ��� ��������� ,� 6�D�/
�������� �����������  � ��%� � �	 	/ �� ���$�� #����%� �� ��#�
��� ����
���/ �� ������F ���
�����������2��%	 4�� ��#�
��� ����
���� �� #�
�"  �����
� �
��2 F�����
�������  ���%�
�-
����� I��$� ����
���� �  ����������
	 �!% ��%#��$� ����
���� ����� F�����
�������� �����
������" 
$� ����
��	 )�!� ��#�
�� ���F ����
��� ��!"�� ��!���2��%/ �� $!�9�!"��
 ��������
�
 �
�����F 5���D�� �� I��F ����
����F ����
 ��$�� ��!"�� ��!����"�%/ ���
 
�!�/ �� ���
�/
���� ����
���� ���
�����% � ���$��	

� ��%#� � ��6
�#!��
����/ � �
!����
 ρH(f(A), f(B)) �� 9��
� �����"  � �������
!"���  �-
$�
6����� σ(A,B)/ � ������� B �D
����
� A �#��
	 85����!���
� I�� � ���
  ����!�:

4���" A,B 7 ��� �����
 � ��%#��
 ����
����/ A ⊆ B/ 5���D�% f � �
�
!
�� �
�
 �
����� �� B/ � ������
 $!�9�!"��
 �� B �!� A �������� f ��� �
�#�
����	 (�-
$�� ��  �!�$�
�/ ��� ��!�� #���
��
� �������
!"���  �$�
6����� σ(A,B) �����
�-
����2� ��!�
 #���
��% �9��!2����  �$�
6����� ρH(f(A), f(B))/  �� I��� �9��!2���%
 �$�
6����" ρH(A,B) ���
� 9��" ���!" �$���� �
!���	

���

Y���  ����!� �� ��� ������
� ��� �
���  ���D� / ������� �� �����������
��% � ��!���%F
�
� �
�
!
������	 i���/ ��� �# I��$�  ����!� ����� ����� ���!2�
��%/ �� �� ���
�����
��%
�� �9��� �!����	

52  �*��-�0 �������/0���� ��-7������

4���" ���� 5���D�% f : R
n → R

m � 9��� x ∈ IR
n	 4�
� �!����/ ��� f � �
�
!
�� � �
 �
�����

�� �
������� ����
���
/ ���
����
� x	 H9!���" #���
��� f �� x �9�#����� �
�
# f(x)	 X���
��

���
���!"��$� ���6��
��% f �� x �� �9�#����� �
�
# f(x)	 (���� �9��#��/ �� ��

�

f(x) ⊆ f(x).

'�� ���
�
��
� �������"/ � ������� f(x) �D
����
� f(x) �#��
	
4���" x1, x2, . . . , xn 7 �
�
���
���
  
�
�
���
 � x = (x1, x2, . . . , xn)	 C���D�2 p �� � R

n → R
s

�� 9��
� ��#����" ��	��	� $�
��
��/ 
�!� p ���
� 9��" #����� n-�
����� 5����� p(x) � ���

����$� �# �����
���:

1. p(x) = (x, xλ � xμ) (s = n+ 1),
2. p(x) = (x�=λ, xλ � xμ) (s = n),
3. p(x) = (x�={λ,μ}, xλ � xμ) (s = n− 1),
4. p(x) = (x, g(xν)) (s = n+ 1),
5. p(x) = (x�=ν , g(xν)) (s = n),

$�
 � ∈ Ω = {+,−, ∗, /}/ g ∈ Φ = {I, sin, cos, exp, . . . }/ 1 ≤ λ, μ, ν ≤ n � λ �= μ	 X� ��� x�=λ, x�={λ,μ}
� x�=ν �9�#����2� ����
� x � ��9��6
����� �����
����
��� ��� ��
����� xλ/ xλ � xμ/ xν 	 ;�
9��
� $������" �  ������ 5���D�� �� � �/ 3/ 	 	 	 / � #���������� �� ��$�/ ����� �#  ���
�
���F
��6
 �!���
� ��

� �
���	

4���" 5���D�% f : R
n → R

m #����� �����
��
�

f(x1, x2, . . . , xn) = A(x1, x2, . . . , xn),

$�
 x1, x2, . . . , xn 7 �
�
���
���
  
�
�
���
 � A 
��" �
������% n-�
����% 5����/  ������2��%
#���
��% � R

m	 H9!���" � �
�
!
��% 5���D�� f ����� ����
���� �� ������F #���
��� ����
��
 
�
�
���F (x1, x2, . . . , xn) �������
!"�� 5���� A	 )�!� � #� ��� A  ���������2� ��!"�� � 
��D��
�# Ω � I!
�
������
 5���D�� �# Φ/ �� f �����  �
�������" � ���
 ��� �#�D��  �����F 5���D��
f1, f2, . . . , fk �!% �
������$� k ∈ N:

f = fk ◦ · · · ◦ f2 ◦ f1. �3�

(���
  �
�����!
��
/ ���9�
 $����%/ �
 
������
���	 8 ���$�� �������/ !29�� �
�
��%�
��%  ��-
$����
 �����!
��% f ����� ����#����� �� �������" �
������
  �
�����!
��
 f ���� �3�	

�.



��
��� �	 4���" 5���D�% f / � �
�
!
���% � ����
���
��� �����% . �� R/ #����� �����
��
�

f(x) = x− x.

(�$�� f = f2 ◦ f1/ $�


f1(x) = (x, x),
f2(x, y) = x− y.

��
��� 3	 *���������

f(x, y, z) =
1

xy
3

+
2

xz.

4�
� �!����/ ���  ��!
�����
!"����" �� �!�
��% � 
��D��  �� �����!
��� f �����
�����
� ���-
�������� ���
���� 1, 2, 3	 Y���  ��!
�����
!"����� �����
�����
� �
��� �#�D�% f ��  �����

f = f3 ◦ f2 ◦ f1/ $�


f1(x, y, z) = (x, z, xy),
f2(x, y, z) = (z, xy),
f3(x, y) = x+ y.

�����%  �����% 5���D�% p ��

� ��� �!2�
��F ��������	 ��- 
���F/ 
��
���
���
 ���
���!"-
��
 ���6��
��
 p �� !29�� 9���
 z ⊆ dom p ��
$�� ��
� 
�
���%�� ���
���!"��2 �D
��� �!%
�9!���� #���
��� p �� z	 �!%  �����F 5���D�� �� �� K � � I�� �D
��� 9��
� � ���� �
 
�
 � �	��

	�	 ��-�����F/ �!% �����!
��% ���
���!"��$� ���6��
��% p ���������� �� �!���" ���� ���
�-
��!"��2 � 
��D�2/ �����
�����2��2 �
������� � 
��D�� �# Ω �!� �����!��" ���� ���
���!"��

���6��
��
 I!
�
������� 5���D�� �# Φ	

4�
� �!����/ ��� �� �����!%
� 
��
���
���
 ���
���!"��
 ���6��
��
 �!% 5���D�� f ��
9���
 x ⊆ dom f � f = fk ◦ · · · ◦ f2 ◦ f1 7 �����
�����2��% I���  ��D
���
 �
��� �#�D�% f ��
 �����
	 H9�#����� x(0) = x	 +!$������ �����!
��% f(x) �����
�����
�  ��!
�����
!"����" �# k
9�����: x(1) = f1(x(0))/ x(2) = f2(x(1))/ 	 	 	 / x(i) = fi(x(i−1))/ 	 	 	 / x(k) = fk(x(k−1))	 4��!
���� 9���
x(k) ��� ���
� � f(x)	

�!% !29�$� i = 1, 2, . . . , k �#  ������� fi �!
��
�/ ��� ���
���!"��� �
���� x(i) %�!%
��% ���!��-
6
� ���
���!"��� �D
���� �!% fi(x(i−1))	 Y�� �#����
�/ ��� 
�!�  �$�
6����" ρH(fi(x(i−1)),x(i))
�
 ����� ��!2/ �� ��� %�!%
��% �
���������� � �!���
 ���
���!"��F �D
���	 4�
� �!����/ �!%
 ���
��/ ��� fi ��

� �� �/ t�u 
��" � 
��D�% t+u �!� t−u/ � λ, μ 
��" ���
�� ��� ��
�� �
�����
��$��
����/ � �������� �� �!�%
��% � 
��D�%	 ,
$��  ���#��"/ ���

ρH(fi(x(i−1)),x(i)) =
wid(x(i−1)

λ ) + wid(x(i−1)
μ )√

3
.

�!% fi �� � 3  �$�
6����" 9��
� �����:

ρH(fi(x(i−1)),x(i)) =
wid(x(i−1)

μ )√
2

.

�!% � 
��D�� t∗u/t/J � �!% I!
�
������F 5���D�� ��� 1�  �$�
6����" 9��
� #����
�" �
 ��!"��

�� 6���� ���
���!�� x
(i−1)
λ ,x

(i−1)
μ � x

(i−1)
ν / �� � �� �F ��� �!��
��% �� �
�
���
���� ���	

4���" l,m ∈ {1, 2, . . . , k} � l ≤ m	 H9�#�����

f[l,m]
def
= fm ◦ · · · ◦ fl+1 ◦ fl

7 ��� �#�D�% 5���D�� � fl  � fm ��!2���
!"��	 ������� i �� 0 �� k − 1 �� ������� ����
����
Di = fk(fk−1(. . . (fi+1(x(i))) . . . )) = f[i+1,k](x(i))	 4�!���� Dk = x(k)	 (���� �9��#��/ �� ��

�
Dk = f(x) � D0 = f(x)	

4�
� �!����/ ��� �� ��F�����% �� 6�$
 i > 0	 4�  �����
��2/ x(i) ⊇ f[1,i](x)/  �I���� Di ⊇
f(x)	 )�!� 
������
���� ��5����D�
�/ ������� �� ��� �!�$�
� � ����
���
 f[1,i](x)/ %�!%
��%
���
���!"��% �D
��� x(i)/ ��Di 9��
� ����
�  � ��!2�
��2 $���"2 �!% !29�F �D
���/ ������
 ��
�  ���D� 
 ���
�  �!����" �!% f(x)	 4
�
F�� �� 6�$� i−1 � 6�$� i �� �������
��% ���6��
��
�
I��� ����
� $����	 ��� �������%��% Di−1 � Dis

��



;� ��

� Di−1 = f[i,k](x(i−1)) = f[i+1,k](fi(x(i−1)))	 )�!� $!�9�!"��� ���!�# 5���D�� f[i+1,k]

�� x(i) #������
�/ �� � ������6
��� Di−1 � Di �� ���
� �����" ��!"��  � ������6
��2 ���-
�
��� x(i) � fi(x(i−1))	 �����
!"�� ������� 5���D�� f[i+1,k] �� ���
�  �
� �!�$��" ��!"��/ ���

��� � �
�
!
�� � �
 �
����� �� x(i)	 (���� �9��#��/ �� ��F�����% � ��!���%F  ����!� ��� � $!��-
��� F�����
�������� ������%��% ρH(Di−1, Di) �!% ��� 9��
� �
!����� σ(fi(x(i−1)),x(i))	 &# �������
�
����� o������5� �!
��
� ����
/ ��� ρH(f(x), f(x)) ≤

∑k
j=1 ρH(Dj , Dj−1)	 H��2�� �� �������

�!
��2�

 #��!2�
��
:

4�$�
6����" ρH(f(x), f(x)) �� �%��2 #������ ��  �$�
6����
� σ(fi(x(i−1)),x(i)) ����-
��
 �� �� ����
� �� ������ 6�$
 i �� 1 �� k	

(�� ��� x(i) = fi(x(i−1))/ �� I�� #��!2�
��
 ����� #� ����" � ���$�� ���
:

4�$�
6����" ρH(f(x), f(x)) �� �%��2 #������ �� ��$�/ �����!"�� ����� � ����!
 ��-
�����
!"���  �$�
6����� σ �� �D
����
� �9!���� #���
��� ������  ������ 5���D��
f1, f2, . . . , fk � �
��� �#�D�� f 	

�K�

� #��!2�
��
 ��#�
!� ���
���/ ��� ��  ������
/  �� �����!
��� ���
���!"��� � 
��D�� �!�
���
���!"��$� ���6��
��% I!
�
������� 5���D��/ �� �9���� �
 #��
�/ ����$� �� �  �����2
5���D�2 �� �
�!"�� �D
����
�	 )�!� �  ��$����
 �
� �
��!
���/ �� ��  
�
F��� ��
$�� ���-
�� ��
���5�D������" � �D
���"  �$�
6����"/ ������2 �� ������ � ���$���� �
#�!"���/ �����!%%
�����2 � 
��D�2	 8 ���$�� �������/ � �����F  �����$�� ���
���!"��$� �D
������% I�� ��5����-
D�% %�!%
��%  ������ ��������D�
� 5���� �6�9��/ 9
# ��#�������� ���-��  ��!�%�" �� �������"
�
#�!"����2�
� �D
���	

62 
��-+������

� ���$�6�$���F �!$������F �����!
��% 5���D�� � 9�!"6�� ���!��  
�
�
���F ��9!2��
��%
#�����
!"��% $��9���" �D
���/ ������
 ��
� 
��
���
���
 ���
���!"��
 ���6��
��
	 4����F����
��� ��#���
��� t�#���u �6�9��	 '
#�����
!"��
 ��
!��
��
 6����� �F����F ���
���!��  ����
��
$��  ������� � ���
���
����� ��
!��
��2  �$�
6����� ���$���� ���
���!"��� �D
���	 ;����
!� I��$� �#9
���"s ;���� !�  ������" �������" ��
6�
� �D
���/ �
  
�
F��% � �!�����
�����
���9!
��2 ��F����� �9!����/ ������
 � �
������F �!���%F !�9� �
��#�����/ !�9� ��
�" �����
���
 �  �����
 ������� ��#�
������ #����� �!� �!������� �!$������ �����!
��% 5���D��s

H��
� �� I��� �� ��� !
��� � #��!2�
��� �K�	 �!��� ���
���!"��F �D
��� ��!�
� 9��" ���6�-
�
� ����� �9��#��/ ���9� ������#������"  �$�
6�����/ ������
 �� �� ����
�  �� �D
�������
�9!���
� #���
���  �����F 5���D��	 ;���
���� �# I��$� �!���� ����� ��
�" F�����" � ��
�"
��#�������" ������" �D
��� �# I��$� �!���� �!% �9!���
� #���
���  �����F 5���D�� �� I��F
����
����F	 (���% #����� �������� �
6�
��%  
�
F���� �� ���
���!"��� ���5�
���� � ���$��
���5�
�����/ �� �!"#�2��� �!� �
 �� �!"#�2��� � ���
� �
�!�#�D�� ���
���!"��
 � 
��D��/
����� ��� �9�9�
���% ���
���!"��% ���5�
���� o���
�� j3k/ ���!���/ �55����% ���5�
���� j�k
� ���$�
	 � ��
�
 �#!��
���F ��6
 �
#�!"����� �����  
�
F�� ���
� 9��" ����
���!
� 9�!

 D
-
!
�� ���!
���/ � ���!�#��  
�� 
���� � ����!
  ���6
��% �������� ��
6��F �D
��� �!% �9!���
�
#���
��� 5���D��	
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i−1 ∈ αpes
i−1 7 ���
�����
 ��� ��
��� � ���
  
���� �$�����
!%	

*�#�
�����" α 7 
����D� ����� ��� ��
��� �� 
����D� �9m
��  �������	 8��
�����
 ��� �-
�
��� � ��#������� ���
/  ���� ��6
� � �$�����
!" ��  �
�����
� D��!
/ ��������:

αvoz
i−1 =

Apεp + Wsgα
sg
i−1k + Wsv

1 α
sv
1

Wsg + Wsv
1

, �3�

$�
 αsv
1 ∈ αsv

1 � αsv
2 ∈ αsv

2 - ���
�����
 ��� ��
��� � ��
�
� ���
/  �����
��� �  ��D
�� � �$����-
�
!" ����� ���
�  ������"�% �# ��
6�
$� ��������� � 9��" #�$�%#�
���� ��� ��
�����f k ≤ 1 -
��I55�D�
��/ �������2��� ��#!��
��
 ��� ��
���	

4�������� αvoz
i−1 � Wvoz �# 5����!� �3� � ���/  ��!
 �
�!����F  �
�9��#������/  �!���� !�-

�
���
 �����
��
 ���D
����D�� ��� ��
��� � �
���
� D��!
 �� ���D
����D�� ��  �
�����
�

αsg
i = a0 + a1α

sg
i−1, �K�

$�
 a0/ a1 7 ���������/ � �
�
!%
��
  ����
����� �F
��	
&�F��% �# 9�!������F ������6
���

Wpes = Wsv
1 + Wsv

2 − Wpot = Wsv
1 + Wsv

2 − Wtehn(1 − εvoz),

� �
#�!"���
 �%��  �
�9��#������  �!���� �D
�����
 �����
��
 �!% ���D
����D��

αtehn
i =

Apεpεvoz + μαsv
1 I+

1 Wsv
1 α

sv
1 (1 − μεvoz) + Wsv

2 (αsv
2 − μαsv

1 )
I1(1 + μ)

+ (1 − Wsv
1 εvoz + Wsv

2

I1
)αtehn

i−1 �1�

4���������%  � 5����!
 �1�  ��!
�����
!"����" ���
���!"��F �
!���� αtehn
i /  �
�����!%
��% ��#-

������ � �
�
!��" ��
�% ����!� \� ������
��%  �
�
!"��� ���D
����D�� αtehn
lim 	

��
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���� ����
���� 5����!� ��������!��" � I�� 
���
���!"���� �������/
 ���
�
����� � j3k/ $�
 9�!� ����������  ���#��
!� ��9��� � ����� 5!���D������ ��������� ��
�9������� ���
	

+��!�# 5����! �K� � �1�  ���#���
�/ ��� � ������ \ ���
�����
 ��� ��
��� � �!��
 �$�����
!%
� �9�
� �
F��!�$��
���� ���
 �����$�
�  �
�
!"��� �
!����� i → n/ αsv

i → αsv
lim � αtehn

i → αtehn
lim 	

Y�� �
!����� #������ �� �
!����� ��I55�D�
���� a0 � a1	
*
#�!"���� ���!
���F ����
���  ���#���2�/ ���  ���
�
��
 �
����� ���
���!"��$� ���!�#�

�!% #���� �9�$��
��%  �!
#��F ���� �
��F  �#��!%2�  �!����"  ��
�!
��
 $����D�  �� 6���-
��� ��� �#��
 �#�
�
��% ��F����F �����F	

�� �������	��

!+ C�
A��
 E�0�� T+B��SU�
� ��C� m
�	��	�
�	��
	 
	���� � ��� ��	�

 ���	���� 
�����	
��+
e h+R [	���� !a6&+

%+ �+��/ E��� h��	�
�����
	 
 ����	� �� u�h ��	
 ��� ��	�
�+ e h+R [	���� !a7&+

4+ T+B��SU�
� ��C�� 	����/ E�0� h��	
��
�	��
	 
	���� � ��� ��	�

 ���	���� 
�����	
��+ e
h+R [	���� !a76+

#+ C�
A��
 E�0�� )�I�� 	�V� ,
��	
��� ����
� � ��� ��	�

 ���	���� 
�����	
��+ e h+R [	����
!a67+

Y+ )�I�� 	�V� m������� �	����� 
�	��
� ���-	���� ��� ��	�
�R 3�	���	 �����
	+ e v���	�
���� R
k��.�� 3lllj� %&&4+

'+ 	�*���� 0���� @�U�
�/ ��T� Z��


��-
� � �����
�� �	���	�	�w�����
+ e h�����.,�)
�R k��+
huk " t	��
��� !a7a+

6+ )��HL��/ @�0�� ����� ��O�� ��F�S�/ V�W� h	���� 
��	������� � ����
��+ e [����
�
���R
[����� !a7'+
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��� I55
��������� &4 �9�
$�  !��� �9����  ��������% � �����
������ � �
�������
{?<|} j�k	 4�� I��� ���9�!

 ������� ����
��%�� ����
��
���� I55
��������� %�!%2��% ��-
���� ���������������� ��F�� �r��� � ���������������
 #������ ��X�	 Y�� ����
��� #���2�

������
���
 ���!�/ F�����
��#�2�

 I55
��������"  ��
��� �� ��
� ��#�
���� D��!
 �� ����!�
������
!"���� �� ������ �# I�� !����D��	

*���
� !29�$� ����
��% ������� ��  �
�9��#������ 5��������F  ������ �� $���#���
  !�����-
����%	 8  �#�D�� ���
����� ���9�!

 ������ ����
��
� %�!%
��% r��/ ������� ����������
��%
 � 5����!
:

r�� =

(
T∑

t=1

D(t)
(1 + d)t

−
T∑

t=1

Z(t)
(1 + d)t

)
· (1 − k) , ���

$�
 D(t) 0 �
����% �������f Z(t) 0 �
����
 ���F��� � ���
��� ��
�
�� tf d 0 ����� ��������-
������%f T 0 �!��
!"����" ����
���$�  
�����/ �9���� �����% ��#�
����� D��!�  ��
��� ��!%
��� �����6��9��F  ��
����/ �� ���
�  ��
���� +Y8/ #���
��
 T ���
�  �
��6��" �. !
��f k 0
��!�$� ��  ��9�!"	

������� �� �!���
!"���� �D
����� I55
��������� � ������������  ��
��� %�!%2��% ����
��� �
�����  ��
��� �T���/ �	
	 ���
� $���/  �� ������� r��z./ � �����
��%% ����� ��F�������
 ��
��� ��'��/ �	
	 ����
  �
�
!"��
 #���
��
 ��������/  �� ������� r��z.	

8����
��%/ ��� �
� ��6
 #���
��
 �'� � 9�!"6
 ��#��D� �
��� 

 #���
��
� � #�������
������� �������� d/ �
� ��������

 ������  ��
��	

�������%/ ��� ���
���� ����
�  �!����" ��F�� ��  ��
��� ��!"��  �� t > T��/ ��
�����/ ���
���� ��� �
����� ��!�
� 9��" #�����
!"�� �
�"6
 �!��
!"����� ��#�
���$� D��!�	

*���
� ����
��
� I55
��������� �9���� �
�
��% �  ����"2 ����F 6����� �#�
����F � �
��-
5�D��������F  ��
���  ��$����/ ��� +!"�-���
��/ (YH-&��
��/ xg_~ZBc-T�aZgc � �%�� ���$�F	

� ���
���
 ��F����F �����F  �� I��� ����� �2� #���
��%  ��$��#���
��F  ����
���� ��
6-
�
� ��
�� �����5�/ D
�� ��  �����D�2/ ��!�$�/ ����� �������� � ��	�/ � ����
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�
���
  ���#��
!� �(Y4�  ��
���/ ��!2��%/ ��������" � ����� ������
!"���� �9m
���/ 
�
$����

#������ �� 
$� I�� !����D�2 � ��	

,29�� &4 � �!��
!"��� ��#�
���� D��!�� ��%#�� � �
�������"2 (Y4  ��
��� � �
� �
�
!
�-
����"2  ����
���� ��
6�
I�������
���$� �����
��%/ ���  ������
� ����� �!% ���
�����	 4��
���!�#
 I55
��������� � ������������  ��
��� � ��!���%F �
�������� � �
� �
�
!
������/ ���
 ����!�/ �� �!"#�2��% ���!�# ��������
!"����� � �D
������ ���!�# j�k	

+��!�# ��������
!"����� %�!%
��% ���9�!

  � �!%���� �  ������  ��F���� � �D
��
 ���-
�
��
� I55
��������� � ��!���%F �
�������� � �
� �
�
!
������	 )$� ���" ������� � ���/ ���
�����������
��% �!�%��
 ��9�����$�  ����
���  ��
��� xj �� �D
��� ��9�����$� ����
��% y  ��
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������ ���!�# ��w]c-<�-Qd][��\�� %�!%
��% $!����� �
�����/ ������� �
���
���
��% {?<|}
�!% �D
��� I�������
���F ������ &4 � ��!���%F �
� �
�
!
������  ����
���� ��
6�
� I������-
�
���� ��
��	 4�� �D
����
�  �����
��% 5�����������% ���9���D�% ��#�����F #���
��� (Y4
 ��
��� �  ����
���� ��
6�
� ��
�� �D
� �� �
5�"/ ����5�� �� I!
����I�
�$�2/ � �	 	�	 4�
� �!�-
$�
��%/ ��� ���!� ��#!����F �D
����
� ���
��� � ������� �# ��F I�� 
�����  ��
�  �� �����
��%
� �
�
!
���% �
��%�����" pi ������ �
��%�����
� ����� ��	 � �D
������ ���!�#
 	��
������
!�
���������	� �!%  ��
���  � ����
��2 yi �����
��% �����D�%/  �� ������� 
$� #���
��
 �
�"6

#������$� ���
������  ���$� C ��!% ������#���
��$� ����
��% 7 9�!"6
 #������$�  ���$� C�	 &#
��
�����F ���9���
���  � ����
��2 r�� ����D��
!"��� �
#�!"��� ��

� �
���/ 
�!� r�� ≤ 0/
�	
	  ���$ C = 0	

�!% ��9�����$� ����
��% y ���� R ����D��
!"��$� �
#�!"����  ��
��� �����!%
��%  � 5����-
!
:

R = Σ p−i , �3�

$�
 p−j �#����
� �
��%�����" �!% �D
����
� � ����D��
!"��� �
#�!"�����	
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� �����F  �
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� �
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�
# $����D� ��#�����F #���
���/ �	
	 � 5���
 ���
���!�� jxikzjx

min
i f xmax

i k	
4�� I���  ���#���/ ��� �!% 6�����$� �!���� &4 I�
�$
���� �� �����
 ���
���!"��-#������F
��F����F �����F ����� ���������" ��9������ ����
��� I55
��������� y � 5���
 ���
���!�
jykzjyminfymaxk/ ������� #���
� $����D� ��#�����F #���
��� ��9�����$� ����
��%  �� �#�
�
���
��F����F �����F ������ #������F $����D j3/ Kk	 �!% ��F���
��% $����D ���
���!"��F ����
��
�
5������2��% ��� I����
��!"��F �D
����% 7  
���������
���� � � ��������
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����� 7 ���!��6�� � I�������
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4�� ������ &4 �!% ��9�����$� ����
��% I55
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��% ��#�������" 0 ≤ R ≤ 1
 �!��
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!"��$� �
#�!"���� j1k	 4��%��
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Ry<C =

⎧⎨⎩ 0  �� y 
��	 > C
(C − y 
��	)/( y� ���	 − y 
��	)  �� y 
��	 ≤ C ≤ y� ���	
1  �� y� ���	 ≤ C

�K�

�!% ������#���
��$� ����
��% 5����!� ���!�$����/ ��  �� I��� Ry>C z ./ 
�!� y 
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Ry>C z�/ 
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���
 ��� �
�
!
��
 �!������� �
-
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f(x) ∈ [(1 − α)ϕ̃(x) + r(x), (1 + α)ϕ̃(x) + r(x)] = F0(x), ���
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α =
ξ

1 − ξ
, ξ ≤ β

(1 − β)2
σ(xδ

0)
ϕ(xδ

0)
,

σ(x) =
2n+ 1

(1 − β)2n
anx

n +
2n− 1

(1 − β)2n−2
an−1x

n−1 + ...+ a0, β = λμ−s,

r(x) 0 �D
��� ������� �%�� ��
�����
����  �$�
6������/ λ 0 �������!"��
 ����6
��
 
����D�
�!��6
$� ��#�%�� � ��#��D
 �
��� ����$!
���� � ������ #���
��
� �
#�!"����/ μ 0 ��������

�����
��
� ����
�� ����!
��%/ s 0 ���!� �����!��  ��%��� ��$��
���/ xδ

0 0 �������!"��
 #���
��

��$��
��� � 9�#����  ���
����
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� ��%����� ��6
  ��F�� ����� 
��
���
���� �9��#��  ����!���" �� ��
 
���
 �%��/ �D
-
����
��
 $
��
����
����  ��$�
���
�	

O��
� ������������" �
�9���2��2 �
����D��
!"��2 5���D�2 f(x)	 4���" �!% �

 �������%
��
 
���� �%� �!% x ≥ 0 �� �����
 ��#!��
��%

f(x) =
+∞∑
k=1

akx
k, ak ≥ 0, ϕ(x) = f(x) =

n∑
k=1

akx
k. �3�

(�
9�����
 ak ≥ 0 ��%#��� � �
�9F�������"2 �9
� 
�
��% ������������  � ��!2�
��2	 (�$��
�
�����
����  �$�
6����"2 9��
� ������� �%��

rn+1 = f(x) − ϕ(x) =
+∞∑

k=n+1

akx
k. �K�

����
 ��$�/ 9��
�  �
� �!�$��"/ ��� �%� �F�����% � O4 xδ = [0, xδ]/ �  �����
�  �� I���  ��#����
��!��9
��:

sup
k≥n+1

ak+1xδ

ak
= γ0 < 1. �1�

4���" ����


γ0 = inf
k≥n+1

ak+1xδ

ak
. ���

(�$�� �
� 9�!

 γ0 < 1	
H�
�����/ ���

rn+1 = an+1x
n+1

(
1 +

an+2

an+1
x+

an+3

an+1
x2 + ...

)
. �
�

�������%/ ��� �����������
� $
��
����
���2  ��$�
���2/  ��!
��

 �����
��
 �����  
�
 �-
���" � �!
��2�
� ���
:

rn+1 = an+1x
n+1

(
1 +

an+2

an+1
x+

(
an+2

an+1

)2

x2 + ...

)
. �p�

(�� ��� ak+1/ak ≥ γ0/xδ  �� k ≥ n+ 1/ ��

rn+1 ≥ an+1x
n+1

(
1 + γ0

x

xδ
+

(
γ0

x

xδ

)2

+ ...

)
, ���

�!�

rn+1 ≥ rn+1 =
an+1x

n+1

1 − γ0
x
xδ

. ���

+��!�$���� �!% �
�F�
� �D
���/ �	�	 ak+1/ak ≤ γ0/xδ/  �� k ≥ n+ 1

rn+1 ≤ rn+1 =
an+1x

n+1

1 − γ0 x
xδ

. ��.�

3p



(���� �9��#��/  �!���
��% ��!2�
��


f(x) ∈ [f1(x), f2(x)], fl(x) = ϕ(x) +
an+1x

n+1

1 − γl
x

xδ

,

γ1 = γ0/xδ, γ2 = γ0/xδ,

����

�	
	
γ1 = infk≥n+1 ak+1/ak, γ2 = supk≥n+1 ak+1/ak.

62 &(���� ����-���/0��� ��/�*��� ���.����*�-��� +����7��-��

4�
�9��#�
� �F
�� o���
�� �# j�k:

ϕ(x) =
an+1x

n

1 − γx
+ anx

n + ... = ((...((
an+1

1 − γx
x+ an)x+ an−1)x+ ...+ a1)x. ��3�

*��������� �!����/ ��$�� ��I55�D�
��� ak #����� �����	 (�$�� �����
��
 �!% ϕ̃(x) �
�
# Θ
9��
� ��$!%�
�" �!
��2��� �9��#��:

ϕ̃(x) =
an+1x

n+1θ2n+3

(1 − γxθ′n+1)θ
′′
n+1

+ anx
nθ2n+1 + ..., ��K�

$�
 ��
 
�" θ  ���#���
�/ ���!"�� ���#!����F� θ ��F�����% � ������ �
��
 �����
��% � ���
���

������
!
�/ � � ���
�!���

θ− =
1

1 + β
≤ θ ≤ 1

1 − β
= θ+. ��1�

(�� ���/ ����
 ��$�/ ��
 ��I55�D�
��� ak/ ��$��
�� x �  ����
�� γ �
����D��
!"��/  ���
�
#���
���
!" �  
���� �!�$�
���  �!����
!
�/ �D
��� ���5�
���
����  �$�
6����� #� �6
��%
���

Δ− + (β−
n anx

n + ...+ β−
1 a1x)∗ ≤ ϕ̃(x) − ϕ(x) ≤ Δ+ + (β+

n anx
n + ...+ β+

1 a1x)∗, ����

$�


Δ∓ =
an+1x

n+1θ2n+3
∓

(1 − γxθ∓)θ±
− an+1x

n+1

1 − γx
= an+1x

n+1δ∓,

δ∓ =
θ2n+3
∓

(1 − γxθ∓)θ±
− 1

1 − γx
.

��
�

��!

 �
�9F����� �D
���" �!�$�
��
  ����� � !
��� ����
� �!% ����	 X�����  ����� ���������-
�
� �D
��� �!% δ∓/ �/ ��!

/ �!% Δ∓/ I�����!
���� I����
��#�D�� �� ���
#�
 [−β, β] �!
��2�
�
5���D��:

ψ(ν) =

1
(1 + ν)2n+3

(1 − γx

1 + ν
)

1
1 − ν

=
1 − ν

(1 + ν − γx)(1 + ν)2n+2
. ��p�

(	�	
1

1 − γx
= ψ(0), �� δ± = ψ(±β) − ψ(0). 4� 5����!
 ���
���F  �����
���

δ+ = βψ′(β1), δ− = −βψ′(β2),

β1 ∈ [0, β], β2 ∈ [−β, 0].
����

4�I����
|δ∓| ≤ β sup

[−β,β]

|ψ′(ν)|. ����

��!

/

ψ′(ν) =
(2n+ 3) − (2n+ 1)ν + 1−ν2

1+ν−γx

(1 + ν + γx)(1 + ν)2n+3
. �3.�

3�



�9�����
  ����� �����  � ν ��
�����	 4�I���� ��������� �����  �!����"/  �������� ν = −β:

|ψ′(ν)| ≤
2n+ 3 + (2n+ 1)β + 1

1−β−γx

(1 − β − γx)(1 − β)2n+3
= σ1(x), �3��

�	
	 |δ∓| ≤ βσ1(x)	 (�$��
|Δ±| ≤ βσ1(x)an+1x

n+1. �33�

HD
��� �!% �!�$�
��F �∗� � ���� 9�!�  �!��
�� � j�k	
(���� �9��#��/ �# ���� �!
��
� �D
���

|ϕ̃(x) − ϕ(x)| ≤ β

(
σ1(x) +

σ(x)
(1 − β)2

)
. �3K�

H��2�� �D
��� �������
!"���  �$�
6����� 9��
� ��$!%�
�" ���

|ϕ̃(x) − ϕ(x)|
ϕ(x)

≤ β sup
0≤x≤xδ

σ1(x) + σ(x)
(1−β)2

ϕ(x)
. �31�

��!

 � ���
�!��� ��
 � ������6�
�% �j�k� �
���� �!% �����!
��% �
#�!"����2�
$� ���
�-
��!�	

�2 #�1�� 1�'����� +����,)��� G3/� ���)��/0���� /�����.��H

4����
� � ���9 ��9��� 9�#���$�  ���
����� ��  ���
�
 ������!"��$� !�$���5��	
)�!�  �������" �����!
��
 I��� 5���D��  ��  ����� ��
 
���$� �%�� ��� ���
�/ �3�v3�� �#

j
k�/ �� ��6
�#!��
���
 �������
��% 9���� � ���
�!��� �  �$�
6����" � 9�#����  ���
����

���
� 9��"  � ��� ����������	 *��������� � ���9 ��9��� 9�#���$�  ���
����� � I��� �!���
	

O!�$����% ����/ ��� lnx = p lnμ + lnm �$�
 p 0  ��%���/ � m 0 �������� ���!� � ��6�����
 �
�����!
����/ � ����
 ��!���2 ���������� ��������/ � ���
���
 9�#���$�  ���
����� �����
�#%�" [1,

√
μ]	 4�� I��� �� ���
#�
 m ∈ [

√
μ, μ] 9��
� �� �!"#����"�% !�$���5��������
 �9������

�
!�����/ �	�	 ��
�����/ ��� lnx = (p+ 1) lnμ− lnm′, m′ = μ
m .

(�� ��� � 9�!"6�����
 ����
�
���F �����!��
!"��F ����
�  �
�������
�� � ���9� ���
!
��%
�������� ��  ��%���/ �����!%�" #���
��
 5���D�� ����� ��!"�� �� �������� ��$��
���	

4�!��
���
 �  �
������F ��#�
!�F �
#�!"���� �!%  �$�
6����� ��
������ �9��#�� ����-
5�D���2��% � ��
��� � 
D�5��� !�$���5���
���� 5���D��/ �  ��������% ����
�	 4�� I��� 9
#
�� �!"#�����% �  ��D
��
 �����!
��%  ���
�������F  
�
�
���F ���6��
���$� 5������ ���-
��  �!����" �
#�!"��� � ������� �������"2 �
#������� �� �
!����� ��$��
���/ �	�	  �$�
6����"
�����!
��% �
 #������ ��  ��%��� ���!� ����� #���
��
  ��%��� #��
���� �
  �
����� ��#�
��
 
�
�
���� � �����
������ � ���9���
��%��/  ���
�
����� � j3k�	 4�����/ �� �!"#�����
 ���6�-
�
���$� 5������ ���
�  ���
9����"�%  �� �����
 �
#�!"���� �� I����	

�� �������	��

!+ ���DS���/ ���� ]����
��$�
	 ���
��	�
�R m����	�� �	�-
�+ ������ !+ ��	�	�
	 � 
��	�������.
�����
��$��$ �� ��
��-
$ ���
��	�
�+ " ,(�R ZZ( [kk� ,(�l3� %&&4+ " 7a �+
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 ������
�����+
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 ���
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 ����	���� !!"!# ���	�� %&&Y  ���
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%��� ��	�&�#"��� $��� ��'��� 
�
� ��	���
��

.�����7����'��!��	
 6���"���������
 ��	����	���� .�����7����'��!� $���	%
�������� ���
�����������	�����
�  
���#������!�����
�

$������$�%�
�����������&����
��


����������

1 
��
�� ����� H
�������<�� ����������� ��	���
�
 �� 4�����	�	� �5��E �
�
���
 ����
���
 ���
�
	�� 
 ��2���
� ���4��	���� 1 ���
	� �
�����
� �	
  	� ���
	��� ���������� � �
������� ��� ���
����
�	
 ��2����� ����� �
�����	�
 �� ��<��	������ �
�����	�
� ��������
�
 ?�
 1
��
����A 
��������
�

	2 #��3����

��
9��
  ���9�
 j3k �#!�$�
� ������ �
���� 

�������
	��	���
���&
# �!�
���
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����%�" �� �
���EF �
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	� ��
$���
�� 7 ��!���%F/ ������� ��!��� ����!
���-
�%�" ��6����% ���5�
����/ � ��� ���!
 ��6����
 ���
����
!� $�
��

 *��-/ ��	
	 ��6����

�
���� �������F I!
�
������F 5���D���/ ���9� ���! ��#���
� �	��	�
�
	

!� 

�������
!�
����.� 7 ����
�6��  ��E� ,�	 Y�� 7  �
� �!��
��%:

0 @� ��
#� �/ ��
9�2��% �� ��6����F ���
! �;r� 5������ �  !���2�
� ������f
0 @� ��
#� 3 � �!���%F �9��!2��� �����$� �����!
��% 8Cf
0 @� ��
#� K �  
�
���
 �
����$�F �
���
���� �
��� �
�
���
����� ���!��� �� �F ��6����


���!�$� ��!�/ ��� $�������% � j3k/ �  
�
���
 F�����
�� �
����$�� ������������ �����F 8C �� �F
��6����
 ���!�$��f

0 @� ��
#� 1 � ���E������ �����
��% ;r	

@� ��
#� � � 1 �9���� �� �!�
��	 *
�" �
���� ��E� � ����������F ��!���%F �� �!�
��% 3 �
K	 +����!
� �� ���: �
�!"�� !� I�� @� ��
#�s (	
	 ����� !� ���#��" ��!���%/  �� ������F ���
�� �!�%2��%s Y��� �� ��� � ������!%
�  �
��
� �����$� ���!
������%	

�2 &��)�/����

4��%���/ ��� ��6����
 ���!�$� ỹ �
�
���
���F ���
! y  �!���2��% �# ��F �
� �!� ����
	������

��	 H�� �!2������
��% ���	 �	

'� �E� �#�9���
�� $���#����!"��% ��" �
�
���
���F #���
��� y � �
�����!"��% ��" ỹ ��6��-
��F	 '� ��%F ��������  ���#��� ��6����
 ���!�: 0, ±';r = ±Δ1, ±Δ2, ... .

O��
� ��
�" � ���� ����
��
	� 	������

� �j�k/ �	 �1��/ �	
	 #��
�� �
�
���
���$� ���!� z 9!�-
���6�� ;r z̃.

� y

�̃y

*��	 �

• • • • • • • • •0

•

•

•

•

•

•

�8CIΔ1

Δ3

Δ2

Δ−1I��8C

Δ−2

Δ−3

;���
���� ���
� z/ ����!
����%2�

 ���
�-
����: ỹ = y0 = fix, ��#��E� 	������� ��
��/��


� ��6����$� ���!� ỹ0.

������� ;r �����
�����
� ���� $���#����!"-
��� ���
#�� $��5��� $�
��

 	������

� 7 �
��-
����� !������	

i���/ ���  ��  ����!"��� ����$!
��� �9!���"
 ���%�
��%  �
�����!%
�  ���
�����/ �$����-
�
���� �!
�� �
�
����� ���
#�� �
��� ������ ỹ
� ���
���� � ��� �!
�� ��6����� ���!�� � � ��-
�� 7 �
�
����� ���!�$����$� ���
#��/ !
���
$�
� ����	

4�I���� $�
��
� ����
��
	�	 	������

� z̃ = rnd(y) �
� �� ��#��� � �
�
���
 ���
#�� �
���
���
����� ��6������ ���!���/ %�!%%�"  �I���� �������- ����%����	 '� ���	 �  �
�����!
� 
E

K.



$��5��	 '� ������
 ����  ������� �
 ���
�
� ��� 5���/ ��� ���
���
 ;r 7 �
����������%��

�����	

��� �����/ 5���D�%  ����!"��$� ����$!
��% �
 �9���
�	
X���
��% 5���D�� ����$!
��% � �����F ��#���� ��$�� 9��" ��#!������: !�9� ������� ����-

�� ��6������ ���!� Δk/ !�9� �!
��2�
�� #� ��� Δk+1	 ��9�� �����$� #���
��% �!%  �������
�������
��� �
 �9�����
�	

52 "��/�')���-�0 J�+���' �= 5 � �

@� ��
#� 3 �#����
�: z = f(x1, x2) ∈ RM =⇒ z̃ = y.
4����!"�� ��  �
� �!�$�
�/ ��� ỹ  �!���
��% �# y  ����!"��� ����$!
��
�/ �� ���
�����

� ���� �� �!�%
��%	

@� ��
#� K ���
����
�: 
�!� y′ ≤ y′′/ �� ỹ′ ≤ ỹ′′	
'� 
�!� y′ = y′′/ �� ỹ′ = ỹ′′. 4�I���� @� ��
#� K  ��������% � 5���
: 
�!�

y′ < y′′, ���

�� ỹ′ ≤ ỹ′′	 ���  ��
��  ���
� �
���
����� ���	
�����
� @� ��
#� K ��  �������$�	 �� �����  ������ �!����
:

ỹ′ > ỹ′′. �3�

*��������� ��#��
 �!���� �������
!"��$� ��� �!��
��% I��F �
���EF ���
!: y′, y′′, ỹ′, ỹ′′.
H��  �!���2��% �# ������ ���9���D�� ��� ��
��#�����
  
�
��������	 r��!� I��F  
�
���-

�����/ ��
�����/ ����� 4! = 24. r��9� �
 !����" $�!���/ �9������% � ���$
 jKk/ $�
 �� ���	 �3
 ��������� ��
 31  
�
��������	 &�F����% ���9���D�% ��� �9�#���
�� �
�
# �Q/ >/ P/ |�/  �����

� $����
���� �� ������	 � ��6
� �!���
 A = y′, B = y′′, C = ỹ′, D = ỹ′′.
*
#�!"���� ���$� jKk  
�
 �6
� � ���
 ��9	 �	

(�9!�D� �	 4
�
��������/  �!��
���
 �# (y′, y′′, ỹ′, ỹ′′)

'�	 Q > P | ����
������ '�	 Q > P | ����
������

� y′ y′′ ỹ′ ỹ′′ 4�����	 �3� �K y′ y′′ ỹ′′ ỹ′

3 y′′ y′ ỹ′ ỹ′′ 4�����	 ��� �1 y′′ y′ ỹ′′ ỹ′ 4�����	 ���

K ỹ′ y′′ y′ ỹ′′ 4�����	 �3� �� y′′ ỹ′′ y′ ỹ′ 4�����	 ���

1 y′′ ỹ′ ỹ′′ y′ 4�����	 �3� �
 y′′ ỹ′′ ỹ′ y′ 4�����	 ���

� y′ ỹ′ y′′ ỹ′′ 4�����	 �3� �p y′ ỹ′′ y′′ ỹ′


 ỹ′ y′ y′′ ỹ′′ 4�����	 �3� �� ỹ′′ y′ y′′ ỹ′

p ỹ′ y′′ y′ ỹ′′ 4�����	 �3� �� ỹ′′ y′′ y′ ỹ′ 4�����	 ���

� ỹ′ y′′ ỹ′′ y′ 4�����	 ��� 3. ỹ′′ y′′ ỹ′ y′ 4�����	 ���

� y′ ỹ′′ ỹ′ y′′ 3� y′ ỹ′ ỹ′′ y′′ 4�����	 �3�

�. ỹ′′ y′ ỹ′′ y′′ 33 ỹ′ y′ ỹ′′ y′′ 4�����	 �3�

�� ỹ′′ ỹ′ y′ y′′ 3K ỹ′ ỹ′′ y′ y′′ 4�����	 �3�

�3 ỹ′′ ỹ′ y′ y′′ 31 ỹ′ ỹ′′ y′′ y′ 4�����	 ���

��� �����/ 9�!"6�% ����"  
�
�������� �
 ����!
����%
� �
���
������ ��� !�9� �3�	
4
�
�������� �0�K/ �p/ �� 7 ����!
����%2�	 H�����/  
�
�������� �0�3 �
��#�����/ ��� ��� �

��F ỹ′′ !
��� ��!"6
 �� y′′, �
� ỹ′.
4
�
�������� �K � �p �
��#�����  �����/ ��� � ��F ỹ′′ !
��� ��!"6
 �� y′′, �
� ỹ′.
�  
�
�������
 �� y′ ��F�����% � #��
  ���%�
��% ỹ′′	 ;
��� �
�/ y′′ !
��� �
��� y′ � ỹ′′	

4�I���� ����
 ��!��� ��F����"�% � ��� �
 �9!����  ���%�
��%	 Y�� �
��#�����/ ��� ��� y′

��F�����% � #��
  ���%�
��% ỹ′′	
*
#�!"���: �� �!�
��
 �
���
���� ��� � �3� �
��#����� ��  �� ����� �!���
 �#�����$� ��� �-

!��
��% y′, y′′, ỹ′, ỹ′′. (���� �9��#��/ @� ��
#� K �
���	

K�



@� ��
#� � 7 B 
E ��E��� 5���D�% ����$!
��% ��

� �
���!"�� ���$�� ���/ �
�
!�  �
�����-
!
���� �� ���	 �	 �����
��
 ���� �� ���	 3	

*��	 � ��!���
��% �� ���	 3 ��!"�� ��!���
�:

x ∈ E =
]
−';r, −';r

2

[
∩
]
';r

2
, ';r

[
=⇒ x̃ = 0.

� y

�̃y

*��	 3

• • • • • • • • •0

•

•

•

•

•

•

�8CIΔ1

Δ3

Δ2

Δ−1I��8C

Δ−2

Δ−3

4�I���� ��
 E @� ��
#� K ������:

−'Or ≤ y′ ≤ y′′ ≤ 'Or ⇒ ỹ′ ≤ ỹ′′. (3)
(
 
�" ����  �
� �!����"/ ��� y′ � y′′ ��$��

!
���" � E/ � ����#��"/ ��� ỹ′ ≤ ỹ′′.
4���" y′ ∈ E. (�$�� ỹ′ = 0. 4���" y′′ 0 �
�
-

���
���
 ���!� 7 ��������� �!% y′. *���������
�!
��2��
 �!����	

8!���� �: y′′ /∈ E. (�$��

y′′ ≥= ';r ⇒ ỹ′′ ≥ ';r ⇒ ỹ′′ ≥ ỹ′.
8!���� 3: y′′ ∈ E. (�$�� ỹ′′ = 0	 &���/

0 = ỹ′ ≤ ỹ′′ = 0.

(
 
�"  ���" y′′ ∈ E. (�$�� ỹ′′ = 0.
8!���� �: y′ /∈ E. (�$�� y′ ≤= −';r ⇒ ỹ′ ≤ −';r ⇒ ỹ′ ≤ ỹ′′ = 0.
8!���� 3: y′ ∈ E. (�$�� ỹ′ = 0. H��2�� ����"  �!���
��% ỹ′ = 0. &���/ 0 = ỹ′ ≤ ỹ′′ = 0.
&���/ @� ��
#� � �
 �!�%
� �� �� �!�
��
 ������6
��% �K�/ �/ �!
�����
!"��/ @� ��
#� K	

62 4��*����� .)��(�� ���)�/����2 E..��� ���������-�����; ��7����; *�-�/

H�����
����������% 5���D�% ����$!
��% �#�9���
�� �� ���	 K	 4������
�����
� I��� ����-
���	

�y

�̃y

*��	 K

•• •• • • • • • • • • • • • •
Δ−2 Δ−1

Δ0z. Δ1 Δ5 Δ9 Δ13

••

•

Δ−1

Δ−2

';r = Δ1

Δ2

Δ3

Δ4

Δ5

Δ6

Δ7

Δ8

Δ9

Δ10

Δ11

Δ12

Δ13

••
••
•
•
•
•

•

•

•

•

&#�9���E� ��!"��  
���� ��������  !������� (y, ỹ) : �
!� �9���%� ���!�$���� ��� � �#�
�
��
�
#����� � ��
�"
� ��������
	

4���
����� �
��� ����% ���
����� ��
 
�%�� μk � μk+1 ��������% �����
��
� ����
�� ����-
!
��% ��#��E� 	����	�(

4
���2 ������ �� ���	 K ������!%2� ��6����
 ���!�: ';rzΔ1, Δ2, Δ3, Δ4, Δ5.

K3



�����2 ������ ������!%2� ;r: Δ5, Δ6, Δ7, Δ8, Δ9.
'����
D/ ��
�"% ������ ������!
�� ���!���: Δ9, Δ10, Δ11, Δ12, Δ13.
4�� I��� �������
 ������ ���������2�  � K ��6����F ���!�	 *�����%��
 �
��� ���
�����

��6������ ���!��� ��#�����
� ����
  ��  
�
F��
 �
�
# $����D� ������	 X����� μ = 2.
��!

/ #�������% ������ ���������
� � ��6����F ���
!	
;��6��9 ����6
� ��9���� ';r	 � �
������
!"�����/ ��� #�����
!"�� �
�"6
	
(���� �9��#��/ ����������
��% ����%/ 9�!

 I�������%/ ����
�� @� ��
#: �/ 1/ �f  ��!
��%%

 � �!�%
��% ��
9�����
�  ����!"����� ����$!
��% ��
 )	
&# ���	 K  ��%��� ������6
��% �
��� ỹ � y :

ỹ = 0 ⇐⇒ |y| < Δ1 = ';r, �1�

ỹ = Δ1 ⇐⇒ Δ1 ≤ y < (Δ1 + Δ2)/2, ���

ỹ = Δ2 ⇐⇒ (Δ1 + Δ2)/2 < y < (Δ2 + Δ3)/2, �
�

ỹ = Δ3 ⇐⇒ (Δ3 + Δ3)/2) < y < (Δ3 + Δ4)/2,
	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	

X�����/  �� n > 2 ��

� �!% �������
���!"���  �$�
6�����  ��D
��� ����$!
��%:

ỹ = Δn, ⇐⇒ Δn−1 − Δn

2
< y − ỹ <

Δn+1 − Δn

2
,

;
��� �
�/ Δ5, Δ9, Δ13, ... - $����D� �����	 4�I���� ����	 K�

Δ2 − Δ1 = Δ3 − Δ2 = Δ4 − Δ3 = Δ5 − Δ4 = Q(������ 1),

Δ6 − Δ5 = Δ7 − Δ6 = Δ8 − Δ7 = Δ9 − Δ8 = Q(������ 2),
	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	

$�
 �
�
# Q(������ i) �9�#���
�� 
����D� �!��6
$� ��#�%�� ;r �# ������ ������	

X��
���/ ��� �� �����
���F �����F ����� ��

� �
���: Δn+1 − Δn =
Q(������)

2
.

X��
��� ����
/ ��� Q(������ i+ 1) = μQ(������ i). 4�I���� � $�������F �����F ����� 9��
�:

ỹ = Δn, ⇐⇒ Q(������ i+ 1)
2

< y − ỹ <
μ

2
Q(������ i).

(�� ��� � ��� "2�
��F � �����
��
� �������� ����
��� μ = 2, �� ����� #� ����"  ����2 ����"
� ���
:Q(������ i+1), �!�  ����� ��� Q(ỹ). (�$�� ����� �1� ��

� �
��� 9�!

 6�����
 �
���
�����:

−Q(ỹ) < y − ỹ < Q(ỹ), �p�

�!�
|y − ỹ| < Q(ỹ). ���

 ������ G�1 ��-��)�����/0��� +����7��-�� +��(�--� ���)�/����H	 8 ���
�!��� ����
�# ������6
��� �1� �!� �p�	

9���*����2 &# ������6
��� �1� �����/ ��� 9�!"6
� ����"2 �!% �������
���!"���  �$�
6��-
��� �
��� 9�!

 ��!"��
 �
���
�����:

|ỹ − y| ≤ Q(ỹ)/2. ���

�/�3-���� 	2 4�� y �∈ X;r, y �= 0 � ���
�!��� �
���
�����: |ỹ − y| ≤ μ−s |ỹ|.
�/�3-���� �2 � �!���
 ỹ �= 0 �
��
�� �������!"�� �!
��2�
� �D
��
 �������
!"���  �$�
6-

�����  �
�����!
��% �����$� �
#�!"����  ��9!��E����: |(ỹ − y)/ỹ| ≤ μ−s.


� �������	��

!+ 	��/�F�� 	�	�� )+I��X�/ ��0� h���
-� 
 ���
��	�
� " h+R [����+ l�+ �	���-
� )
�+.
��+ �
��
!a7!+ " 4%& �+

%+ ���DS���/ ���� ]����
��$�
	 ���
��	�
�R m����	�� �	�-
�+ ���+ !+ ��	�	�
	 � 
��	�������.
�����
��$��$ �� ��
��-
$ ���
��	�
�+ " ,(�R ZZ( [kk� ,(�l3� %&&4+ " 7a �+

4+ @�/��D�/ E�Z� m�
�
�����
�� 
 �	���������+ " [����
�
���R [���� �,
�
����	 ���	�	�
	�� !a6Y+
" #4# �+

#+ 	���G
�F�/ N�	� ,������� 0xxx 8;F 6Y#.!a7Y 
 �	��
� ������
��	
�� ������� 
��
���� ��
)
	�
.
�
 ��� ��	��	�	�
� 
��	�������.�����
��$�
� ���
��	�
� 22 (��-	��� ������	�
� 
 ������
�����+
t���� ���_0 h	���������� ������� ���)	�	�-

 ���
������ 
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'�(�5�&)'� �$- ��# (1!"2 ���# -

�& %�!!"- �!# �)�(1!"2 �$- � !�6

��$� ����	�	

9�����
���
 )������&��
�"�����
���	
 	���	��� �����
��	%� @����(	�	 	 &�;��(��		
$�����(�AB56�7 A9)&& 3C>&)5C$>AD� !/ >�����

���� (
�'�)
��

>�������	
 @���!��	����	
 &���	��� B3���	����	
 ��	����	���D

H���� �# $!����F  ���
� ������-�
F���
���$�  ��$�
��� %�!%
��% ���������%  ���
9����" ���-
��/ �
F���� �  ����6!
������ � ����F/ ���  ����!�/ D�5����F ����
��F �#�
�
��% �8&�/ ������

��!2��2� �
����� ��#!����$� �� � � �#�
���
!"���  �
�9��#����
!"	 8
����  �
�9��#�
� �F��-
��2 �#�
�%
��2 �
!����� x � ��F����2 �
!����� y �  ����"2 5���D�� y = f(x)	

� �#�
���
!"���  �
�9��#����
!
 �
�!�#�
��% �	�	 t��!�9�������% F�����
�������u/ ������%
%�!%
��% �D
���� �9������ 5���D�� x = f−1(y)	 ����
 �D
��� �#�
�
���$� #���
��% �� ��F��

8& ��!��� �����"�%  �$�
6����" �#�
�
��%	 ���  ����!�/ � 8& �� �!"#�2��% �
����� � !��
����
F�����
�������� y = b1 + b2x/  �� I��� �9�����% 5���D�% #� �����
��% � ���


x = a1 + a2 · y = −b1/b2 + (1/b2) · y. ���

H �
�
!
��
 �D
��� ��I55�D�
���� �9������ #���������� ��� � 

  �$�
6����� � ��
�
���
����
!��
�����
 � �
�
!%
��% ��� #����� $���������� j�k/ � � #���9
���� 7 ��� #����� ��!�9�����
��
����� �#�
�
��% j3k	

	2 �����-��*�-��� +�3;�3 � ��/�1����� ��2

Y���  ��F�� � ��!�9����
 8&/ ���������� �� �
$�
�������� ���!�#
 �����F ��!�9�������$�
I�� 
���
���/ � �����%�

 ��
�% %�!%
��% ��������2���	 4�� I��� �
���
���
��%  ���
�%�"
� ���!%
��� ��!�9�������� I�� 
���
��/ � ������� #���
��% �#�
�%
��� �
!����� x/  ���� �-
2��
 �� �F�� �
�����/ �������!���2��% I�� 
���
�������� � �����
������ � #����

 ��9������
 !���� I�� 
���
���	 �!% �D
��� �6�9�� �#�
�
��� � I�� 
���
��
 �
���
���
��%  ���
�%�"
��9!�������
 � ����	 4��D
���� ��!�9�����/ ���  ����!�/ ��!2��
� 1 I�� �	

�	 *
�!�#�D�% � ���!%
��$� ��!�9�������$� I�� 
���
��� � N � �����/ � ������ �# ������F
�#�
�%
��% t���!��u �
����� yj �� #������
 #���
��
 �#�
�%
��� �
!����� xj 	 4� �
#�!"�����
I�� 
���
��� 5������
��% ����
����  �� �#�
�
��� {xj , yj , j = 1, . . . , N}/ �
�9F�����F �!%
��!�9����� 8&	

3	 HD
��� ��I55�D�
����  �%��� ���
!� �
����� y = b1 + b2x �
����� ����
�"6�F ���������
 � 5����!


B = (FTF )−1 · FTY, �3�

$�
 BT = [b̂1; b̂2], F = {1, xj , j = 1, . . . , N} 0 �����D� ��#�
��� 2 × N / ���
�����% #���
��%
�F����� �
!����� �
����� xj � I�� 
���
��
 j/ Y = {yj , j = 1, . . . , N} 0 �
���� #���
��� �� ��F��

�
�����	

K	 H �
�
!
��
 ���
���
!"��$� ���
���!� �!% ����
����  �%��� F�����
�������	 4��D
����
�������� �� ����������� �!$�����
 �
$�
�������$� ���!�#� � ��!2��
� ����
� ��9������� �D
���
��� 
���� �#�
�
��� s2 � �������D������ �����D� �D
��� ��I55�D�
����D = s2(FTF )−1	 HD
���
��� 
���� σ2(ŷ(x))  �
����#����$� #���
��% ŷ(x)  �� #������� #���
��� x ��F�����%  � 5����!


σ2(ŷ(x)) = {1;x}TD {1;x}. �K�

��� �!
��
� �# �K�/ ��� 
���%  �
����#���% σ2(ŷ(x)) %�!%
��% ������������ 5���D�
� x/ ������%
 ������
� ������!"��
 #���
��
  �� ��
��
� #���
��� x � I�� 
���
��
	 ���
���
!"��� ���
���!
 �
����#���% jy(x)k ����������
��%  � 5����!


[y(x)] = [ŷ(x) − tα,N−2 · σ(ŷ(x)); ŷ(x) + tα,N−2 · σ(ŷ(x))], �1�

$�
 #���
��
 α/ #�����
��
 I�� 
����/ � �
�
!%
� ���
���
!"��2 �
��%�����"  �
����#���% �1−α�f
tα,N−2 0 ��9!����
 #���
��
 ��� �
�
!
��% 8�"2�
���	

K1



1	 H �
�
!
��
 ������� ��!�9�������� F�����
������� �  �$�
6����� 8&	 ��!�9�������% F�-
����
������� ��F�����%  ����������� ����
���F �D
��� ��I55�D�
���� �3� � 5����!� ���	 4�-
$�
6����" �#�
�
��% ��F�����% �9���
��
� $����D ���
���
!"��$� ���
���!� �K�/ �����
�����2-
��F 5������������ ����
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b0 = 5975; b1 = 5975; b2 = [5990, 6016]; b3 = [5990, 6009]; b4 = [6010, 6029];
e0 = [6014, 6033]; e1 = [5989, 5994]; e2 = [6002, 6028]; e3 = [6009, 6028]; e4 = [6014, 6033];
d0 = [40, 59]; d1 = [15, 20]; d2 = [13, 18]; d3 = [20, 22]; d4 = [5, 7];
r1 = [0, 26]; r2 = [0, 26]; r3 = [0, 19]; r4 = [0, 19].
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b0 = 5975; b1 = 5975; b2 = [5990, 5997]; b3 = 5990; b4 = 6010;
e0 = 6014; e1 = 5989; e2 = [6002, 6009]; e3 = 6009; e4 = 6014;
d0 = 40; d1 = 15; d2 = [13, 18]; d3 = 20; d4 = 5;
r1 = [0, 7]; r2 = [0, 7]; r3 = 0; r4 = 0.
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	2 #��3����

&����� ����������
���� �
���� ����$!
��� ���
�����% � ��9��
 �	 ��!�6� j�k/ ������� � �
�
-
!�! �F ��� ���9���
��% !��
��� � ��%���
���$� ����
���� X � 
$�  ������
���� Y / ����!
�-
���%2��
 �
������� 
��
���
���� ��
9�����%� ����������	 � ���
����
!"���  �������� � ��-
�
���
 X ����� ������������" ����
���� R ��
F �
������
!"��F ���
!/ � � ���
���
 Y 7 ����
-
���� ���
!/  �
��������F � �����������
��� �����!��
!"��� ���������
	 �  ������
���F �����-
!
��%F �����
 ���!���
 #���
��% �I!
�
��� �# X�/ ���  ����!�/ #��
�%2��% �F  ��9!��
�����
#���
��%��/ �  ��!
���
/ �!
��% �������%�
� ��

 *	 ;��� j3k/ ���
� �
����2��% ��� ���
���-
!� [x−; x+]/ x−, x+ ∈ R, x− � x+/ ���D� ������F �
 �9%#��
!"��  �
�������� � ��� "2�
�
 �/
�!
�����
!"��/  �� �� �!�
��� �����!��
!"��F  ��D
��� ���� ��!���  ���
�$��"�% �
�����2
����$!
��%	 Y�� ���9���
��
  ������� � ���!� ��
���  ��%��
 ���
���!"��$� ����$!
��% ���
���9���
��% ϕ : <R → <R/ ������
/ �� ��%��� �!���
/ ��!��� �9!����" �!
��2���� ��������-
��: ��� �
 ��
�"6�
�  �$�
6����"  ��9!��
���$� ���!�/ �	
	 6����� ����$!%
��$� ���
���!�/
��������� �������
!"�� ��!2�
��% � ��
� ��
���� � �������
  ���
�
��
 ����$!
��% �
 ��
�
����$� �
#�!"�����	 C����!�#�D�
� I��F ������� %�!%
��% �!
��2�



&+��3�/���� 	2 j�k &��
���!"��� ����$!
��
� �<-����$!
��
�� ��#���
��% ���9���
��
 ϕ : <R →
<R/ ����!
����%2�

 �!
��2��� ��������:

H1. (∀A ∈ <R) (A ⊆ ϕ (A)) ;

H2. (∀A, B ∈ <R) (A ⊆ B ⇒ ϕ (A) ⊆ ϕ (B)) ;

H3. ϕ2 = ϕ.

4���
���� <-����$!
��� �!���� ���9���
��% ϕ(k, l) (k, l ∈ Z)/ �
�����2��
  �  ����!�

ϕ(k, l) ([a ; b]) =
[
a−k ; b+l

]
,

$�
 a−k ������
����
��� b+l � 0 �
#�!"��� �9����$� ����!���$�� ����$!
��% ���!� a ������
����
�-
�� b� �� k-$� �l-$�� g-����$� ��#�%��  � �
�������� ��#9�����/ g 0 ��������
 ����
�� ����!
��%	
;���
���� ��
F <-����$!
��� �9�#����� �
�
# Φ	 <-����$!
��% %�!%
��%/  �-��������/ ���9�!



��
���
���� �� �� ���
���!"��F ����$!
���	 O��
� ��#����" �F �
$�!%����� <-����$!
��%��
�g-����$!
��%���	 ;���
���� ��
F g-����$!
���/ �� �!�
���
 ����
���
���� ���9���
��
� ε �
���9���
��%�� ϕ(k, ∞) ([a ; b]) =

[
a−k ; b

]
� ϕ(∞, l) ([a ; b]) =

[
a ; b+l

]
/ �9�#����� Φ(Z)	

;���
���� ��
F <-����$!
��� �96����	 4����� g-����$!
��� � �
� ���
�����% ���9���
��%
 �����!���$� ����/ �� ���
�/ ���9���
��
 ϕM (A) = [−max (| a | , | b |) ; max (| a | , | b |)]	 4�I����
��#����
� �
!���
 �$�������" Φ/ ���
%� �# �
$�  ���9��
 � ���!�$��
���
“ <-����$!
��%	 ��#���-
���  ��" �
6
��% I��� #����� ��%#�� � #�����
� �� ����
���
 Φ � �
������F 
$�  ������
����F
�!$
9����
���F/  ��%�����F � �
����
���F �������� � �#��
��
� �F �������	 H�������
� �!%
I��$� #�%�!
��% ���
� �!����"/ �� ���
�/ ��� 5���/ ��� <-����$!
��
 ϕM �
 ���������
�/ ���9�

$����%/ � g-����$!
��%��: ϕM · ϕ(k, l) �= ϕ(k, l) · ϕM / � �� ��
�% ���  ��!
���
 ���������2� ���$
� ���$��	 *�#��

��%/ �!
��
� ������"/ ��� I�� ��������� 9���� �#����� �!�%�" ���$ �� ���$�	
X����� �$�����
��% ����
���� Φ  �$!���
��%/ ����� �9��#��/ 9�!

 �9�
� #����
� ��
�
��% �
���!
������% �� �
� �!$
9����
���F � 
��D��/ ����6
���  ��%��� � �
�����	

��
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� ��9���F j1/ �/ p0�.k �� ����
���
 Φ �����������2��% � 
��D�� �!��
��% (ϕ 1 + ϕ 2) (A) =
ϕ 1(A) ∩ ϕ 2(A) � �����
��% (ϕ 1 · ϕ 2) (A) = ϕ 2 (ϕ 1 (A))	 +!$
9�� 〈Φ; +〉 %�!%
��%/ ��� !
$�� ���
�"/
�������������  �!�$��  �� ��
� ��
����	 H������
!"�� �����
��% ����
���� Φ �
 #�������/
������ ��

� �
���

 ������ 	2 j�k 4���#�
�
��% ϕψ � ψϕ <-����$!
��� ϕ � ψ %�!%2��% <-����$!
��%�� ��$�� � ��!"��
��$��/ ��$�� ϕ � ψ ���������2�: ϕψ = ψϕ	
&# I��� �
��
�� �!
��
�/ ��� �!$
9��

〈
Φ; ·

〉
/ $�
 Φ 7 ����
���� ��
F ���������2��F ���$ � ���$��

<-����$!
���/ ���
����

 ��
 �
$�!%���
 <-����$!
��%/ %�!%
��% ��������	 4�
��
/ �
�  
�
���
� �!$
9�
 〈Φ; +, ·〉 �� �����
&+��3�/���� �2 j��k +!$
9�� 〈X, +, ·〉/ � ������� �9
 � 
��D�� ����D�������/ ����
 ��$�/ �!��
��

������������/ ��
� ��
���� � �� �!�%2��% !
��� �  ����� ������9������
 #�����: x (y + z) =
xy + xz/ (x+ y) z = xz + yz/ ��#���
��% ��
� ��
�����  �!���!"D�� �&4��	

,
$�� ���
�"/ ��� �!$
9��
〈
Φ(Z); +, ·

〉
7 &4�/ �

〈
Φ; +, ·

〉
7 &4� �
 %�!%
��%:  ����% ����-

��9��������" � �
� �
 ��

� �
���	 H����� � ����
���
 Φ ����� ���
!��" ����
 �������!"��

� � ��!2�
��2�  ������
���� Ψ/ ������
 #�������  � �!��
��2 � �����
��2 � �9��#�
� ��
��

� I���� � 
��D�%�� ��������� &4�	 H�� �������% �!
��2��� �9��#��	 '�#��
�  ������
����
Ψ′ ⊆ Φ ��#��
� Σ-����
�����/ 
�!� � �
� �� �!�%2��% ��!���%:

�	 Φ(Z) ⊆ Ψ′,

3	 (∀ϕ, ψ ∈ Ψ′) (ϕψ = ψϕ)/

K	 (∀ϕ 1, ..., ϕn, ϕ ∈ Ψ′)
((

n∑
i =1

ϕ i

)
· ϕ =

n∑
i = 1

(ϕ i · ϕ)
)
	

4���
�
��
 !
��� ����������$�-G����  ���#���
�/ ��� � ����
���
 ��
F Σ-����
��� ���
����2�
�������!"��
 � � ��!2�
��2� I!
�
���	 &�

� �
���

 ������ �2 j�k ;������!"��
 Σ -����
���� Ψ #�������  � �!��
��2 � �����
��2 �/ �!
����-
�
!"��/ %�!%
��% &4�	
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H���6
��
  ��%��� � ����
���
 Φ �������% �!
��2��� � �
�
!
��
�

ϕ1 � ϕ2 ⇔ (∀A ∈ IR) (ϕ2(A) ⊆ ϕ1 (A)) , ���

������
 5����!�#�
� ����������
  ��%��% L9�!

 �����
M � L9�!

 $��9�
M ����$!
��%	

 ������ 52 j�k

�	 ;��
!" 〈Φ; �〉 %�!%
��% �
�F�
�  �!��
6
����/ � ������� (ϕ1 ∨ ϕ2) (A) = ϕ1 (A) ∩ ϕ2 (A) ;

3	 �
�F�%%  �!��
6
��� 〈Φ; �〉  �!��: !29�
 ����
���� <-����$!
��� A = {ϕα|α ∈M}
�9!���
� ����
�"6
� �
�F�
� $����D
� ∨A = ∩

α∈M
ϕαf

K	 �
�F�%%  �!��
6
��� 〈Φ; �〉 %�!%
��% ��!���� ∧- �!��� �������� � ��%���
����
����
�����f

1	 4�����
!" 〈Ψ; �〉 ���	 � 3� 7  ���
6
���  �!��
6
��� 〈Φ; �〉/
� ������� (ϕ1 ∧ ϕ2) (A) = (ϕ1ϕ2) (A)	

(�� ��� �!$
9��
〈
Φ; ·

〉
7 ������������%  �!�$��  � ��
� ��
����/ �� � �
� ����� ��
��� ���

��#���
��2 
��
���
���2 � ��%���
�����"/  �!�$�%

ϕ1 � ϕ2 ⇔ ϕ1ϕ2 = ϕ1, �3�

 �
�����2��2 

 � � ��%���
���2  �!�$��  �	
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����  �!�$��  

〈
Φ; ·

〉
� �
�
!
��% ��� � �3� I�����!
����	

*
6
���
〈
Φ(Z); �

〉
�9!���
� ������ ��������� ������9���������	 Y��� 5��� �� ����
� �!
��2-

�

 �9�9�
��
	 '�#��
�  ������
���� Ψ′ ⊆ Φ U-����
�����/ 
�!� ��� ����!
����%
� �!
��2���
��!���%�:

�3



�	 Φ(Z) ⊆ Ψ′/

3	 ϕ, ψ ∈ Ψ′ ⇒ ϕψ = ψϕ/

K	 Ψ′ #�������  � �!��
��2 � �����
��2	

H ���%�" �� !
��� ����������$�-G����/ �����  ���#��"/ ��� � ����
���
 Φ ���
����2� �����-
��!"��
 � � ��!2�
��2� U-����
����	 4���" Ψ ���� �# ��F	

 ������ �2 jp/ �.k ;��
!"
〈
Ψ; �

〉
� ������� ����6
��
 � � �
�
!
�� ��!���
� ���/ %�!%
��% ���-

���9������� �
6
����	
4���
6
���

〈
Φ(Z); �

〉
�$��
� � �
�F�
�  �!��
6
��
 〈Φ; �〉 ���9�2 ��!"	

 ������ �2 j�k � !29�$� <-����$!
��% ϕ/ �
 %�!%2�
$��% g-����$!
��
�/ ���
����
�  ������2�



$� g-����$!
��
	 )�!�/ ����
 ��$�/ ϕ ��

� �  ���
6
��


〈
Φ(Z); �

〉
����22 $����D�/ �� ���
����
�

 ������
��
 �� g-����$!
��
 ϕ̂	
H9�#����� �
�
# Ψ̃  ������
���� ����
���� Ψ/ �����%�

 �# ��
F <-����$!
���/ ��
2��F ���-

��
 $����D� �  ���
6
��
 � �!�$��  
� Φ(Z)	 ,
$��  ���#��"/ ���
〈
Ψ̃; ·

〉
7  �!�$��  �	 '�#�-

�
� ���9�!"6
� �
$�!%���� ����
� $����D
� ����$� <-����$!
��% ϕ ∈ Ψ̃\Φ(Z)  ������
��
 ��
g-����$!
��
 ϕ̂	 '��$ g-����$!
��% ϕ(k, l) 9��
� ������" 
$� ����$�	 '
������  ���#��"/ ��� ���$

<-����$!
��% ϕ / 
�!� ��� ���
����
�/ 
������
���	 *��������� ���9���
��
 @  �!�$��  �
〈
Ψ̃; ·

〉
�  �!�$��  �

〈
Φ(Z); ·

〉
/  �!�$�% f (ϕ) = ϕ̂

 ������ N2 j�k f 7 I ����5�#�/ %���� ������$� %�!%
��% ���$��I�D�% ρ/ � �
�
!%
��% ��!���-


� ϕ1ρϕ2 ⇔ ϕ̂1 = ϕ̂2	 C����� �!�$��  � Ψ̃
/
Kerf �#����5��  �!�$��  


〈
Φ(Z); ·

〉
	 Ψ̃ 7 ��%#��

 �!�$��  	
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H��� �# ���9�!

 � ���
9��
!"��F � ���9�� ��
�
��% �
����� �� ����
���
 <R ������� ��
� �
�
!
��� ������%��% ρ (A, B) �
��� ���
���!��� A = [a; a]/ B =

[
b; b

]
 ���
������ 5����!�

ρ (A, B) = max
{
|a− b| ,

∣∣a− b
∣∣}	 o���6� �#�
����/ ��� <R ���9�
���
 I��� ������%��
�/ %�!%
��%

 �!��� �
����
����  ������������	

&+��3�/���� 52 *�����%��
� �
��� ���
���!"���� ����$!
��%�� ϕ1/ ϕ2 ��#��
� ���!�

d (ϕ1, ϕ2) = sup
A
ρ (ϕ1 (A) , ϕ2 (A)) ,

$�
 ρ 0 �
����� � <R	
;���
���� Φ ��
F ���
���!"��F ����$!
���/ ���9�
���
 ������%��
� A/ %�!%
��% �
����
����
 ������������	

 ������ �2 H 
��D�� �!��
��% � �����
��% ���
���!�� �
 �
����� � �
����
 d/ ����� �!�����
 �!�$��  � 〈Φ; +〉 �

〈
Φ; ·

〉
%�!%2��% �� �!�$��
�����  �!�$��  ���	

 ������ �2

�	 8���
������
 �
$�!%���
 ����$!
��% ϕ(k) = ϕ(k, k) (k � 0)/ %�!%2��% �
 �
������� ���9��-
�
��%��f

3	 C�����
���!"��%  ��!
�����
!"����" ����
������F g-����$!
��� �F�����% � ����
���
�-
���� ���9���
��2 ε	

*��������� 5�����
���!"��2  ��!
�����
!"����" <-����$!
��� ϕ1, ϕ2, . . .	 �!% ���
���!� A ∈ <R
 ��!
�����
!"����� !
��F �  ����F ���D�� ���
���!�� ϕi (A) , i = 1, 2, . . . 5�����
���!"��	 H9�-
#����� �F  �
�
!� a

∼

, ã �����
����
���	 ,
$�� ���
�"/ ��� a
∼

� ã �/ �!
�����
!"��/ ����� �������-

�����" ���
#�� Ã =
[
a
∼

; ã
]
	 4������� ���9���
��
 ϕ : <R → <R/  �!�$�% ϕ (A) = Ã.

 ������ 	
2 H��9���
��
 ϕ %�!%
��%  �
�
!��  ��!
�����
!"����� ϕ1, ϕ2, . . . � ����!
����%
�
�������� H�/ H3 ���	 � �
�
!
��
 ��	 )�!�/ ����
 ��$�/ <-����$!
��% ϕi �
 �
�����/ �� �!% ϕ ��-
 �!�%
��% ����
 ������� HK	 (���� �9��#��/ 5�����
���!"��%  ��!
�����
!"����" <-����$!
���/
�!
�� ������� �
 �
�����/ �F�����% � <-����$!
��2	

�K
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1		 �./.p		
α2�c� ./.�		 -./.K		 -./.3		 -./..		 -./.�		 -./.�		 -./.p		

� ��9!�D
 ��
 �����!
��% ����
���!
�� � �������"2 εz�.−6 � ��!����  �
�����!
�� t ··u	 8�����
α2�c� ���
���� I!
�
���/ ���������� 9!�#��
 � ��!2 � ��#��
  � #����/ ��� %�!%
��% 
��
���
����
����
��
� ������ �����!
���	 4�  
����� ���!9D� ���������!���
� ���
���2 �
 �
�����2 ���9"/
� #��
� 7 �����
���2  
�
�������2 5���D�2:

�p



G(z, 25) =
0, 39z−1

1 + −2,871795 z−1

1+1,1996795 z−1

=
0, 39z−1(1 + 1, 996795z−1)

1 − 0, 875z−1
, ���

$�
 z−1 � 
����� ��
�
���$� ����$�	 (���� �9��#��/  �!���
� �����
���2 ���
!" �9m
��� �!%
Δtz3�:

y(n) = 0, 875 y(n− 1) + 0, 39 u(n− 1) + 0, 77875 u(n− 2),

� �� �!"#�% �#���������#�����
 �����
�����
  �!���
� �
 �
�����2  
�
�������2 5���D�2  �-
�!
 � �
�
!
��% #� �#������% � ���


G(s) =
9, 35

s+ 0, 0053
· e−17S ,

$�
 ��
�% #� �#������% τ = 17/ ��I55�D�
��  
�
���� k = 9, 35/ �  �!2� sn = −0.0053	
&# �����F �#�
�
��� �9��#�
� ����2 ��
���5���D�����2 �����D� �!% Δtz�. �
�	

c . �. �.. ��. 3.. 3�.
��c� � � � � � �
��c� �/�� K/1p 1/p3 �/p. 
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α0�c� -�/3�		 -3/�3		 -3/pp		 -K/��		
α1�c� ./

		 ./��		 �/Kp		
α2�c� ./�1		 ./.
		

��� � �  �
�����
� �!���
/ ���������!���
� ���
���2 �
 �
�����2 ���9" � �����
���2  
-
�
�������2 5���D�2:

G(z, 50) =
1.51 z−1

1 + −1.298013 z−1

1+0.660257 z−1

=
1.51 z−1(1 + 0.660257 z−1)

1 − 0.637756 z−1
.

� I��� �!���
 � ��E��� � �
�
!
��% ��
�
�� #� �#������% �
 �
�����%  
�
�������% 5���D�%
��

� ���:

G(s) =
6, 92

S + 0, 0072
e−22,6 S .

�2 9��/:*����

���  ���#�!�  ���
�
���
 ���!
������%/ ��������� ���
�����
���� ���
!�  �� ��!���� ��-
 �!�
��%  �
� �!��
��� � �
�
!%
��% ��  ���������
��%� ����#�����	 � �� �
 ��
�% ��
2��
�%
 �$�
6����� � I�� 
���
���!"��F �����F  ������2� ���
���!"��
  �
�����!
��
  ����
���� ��-
�
!�	 (�� �  ���
�
����  ���
�
 �!%  �!��
���F �����F �#�
�
��� ��������� ���
�����
����
���
!� � 5���
  
�
�������� 5���D�� ��

� ���:

G(s) =
k

s− sn
e−τs,

$�
 k ∈ [6.92, 9.35]/ sn ∈ [−0.0072,−0.0053]/ τ ∈ [17, 22.6]	 (���
 � �����
 �9m
��� ��

� ���
���
���

#���
��
 �!% � �
�
!
��% #� ��� ������������/ � �
�
!
��% ���
���� � ���!
��%/  ��
���������%
� ��������� � ���!%2��F �!$�������/ ���$������� �����%��% �9m
���	

�� �������	��

!+ C��A Mf�� Mf�����A �� j���
� ��	
	���� �����+ (�� ��� 
 ������	�
	+ 2 ������ !�%+ " h+R h
��
!a6#+ " '&4 �+

%+ h	���� �������� �� �	���.�	�	��� � 
 �����
��� � ������	�
� 2 (�� �	�+ [+o+ v �����+ " h+R k��.��
hlt3 
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���� %&&%+ " 6## �+
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-
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��	� 
	����� �-	�
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�
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��� ����	#� ���� ��"�������� ��-� �#*���#

���������	
 ���	���
���
 ����	����	
 ��	����	���� ���������� ����	��
������� ��
��	�!�
��
��

���������

1 �	�	�� ������	�����	�
 ������ 
 ���������
� 
�	
��
� ������ � 
 ���	���2�� ��	� ����� ����

����������� ���2����� �� ���4� � ��	�������
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���� 
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�
�<�� ��
�
�
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�
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���� 
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���� ������ �� ���4��� ��	��������� ������	��� ����	
���
� ��
���
�	�
� &���
� ��2����� �����
� ��2����� ���

	�
�	�� ���
��	� L�������� ���
��	� K����	��
��������� )=$%,%G'$%)# =*).(",0 )# !*'=+0� %#$"*-'( ='*',"$"*0� M'*"$) 0"$� N"'O 0)(9$%)#� 0$*)#! 0)(9$%)#�
=*).'.%(%$P� Q*90O'( '(!)*%$+,� R%SO0$*' '(!)*%$+,

	2 #��3����

�����2 ����"2 ����� ������������" ���  ����!�
��
 � �9�9�
��
 �
#�!"����� ��9�� j�/ 3k	
*��

 9�!� � ����� ��� �������F  ��F��� � � �
�
!
��2 ����
���� � ����!"��F �
6
��� ���
�-
��!"��� #����� �� $��5�F: 4��
������
 ����
���� � ;���
���� �!�9�F �
6
���	 4���#���/ ���
4��
������
 ����
���� %�!%
��%  ������
����� ;���
���� �!�9�F �
6
���	 ��
�
��  ��%��

�
��%������ � ����!"����� �!�9�$� �
6
��%/  �#��!%2�

 ��9���" 
������
���
 �
6
��
 �# ���-
�
���� �
6
���: � ���
���
 � ����!"��$�  �
�!�$�
��% ��9����" �
6
��
 � �������!"��� �
��%�-
����"2 � ����!"�����	

8  ����"2 �����D�����$� ���
!�������% �������!
��/ ��� ���9�!"6�2 �
��%�����" ��

�
�
6
��
 x � ������!"��� �
�
����� ���
���!"��$� �
�� c(x)	 (� 
��"/ 
�!� �#%�" �
�!�#�D�2 �
���
�
9
� $��5�/ � ������� ������� �
9�� e ∈ E  �� ����� �
�
���� �����
�����2�
$� ���
���!�
c(e)/ ��  �!��
���
  �� ����� �
�!�#�D�� � ����!"��
 �
6
��
 ��

� ���9�!"6�2 �
��%�����"	
H�����/ 
�!� ����F �
6
��� �
���!"��/ �� �# ��F ���9�!

 �
��%���� %�!%
��% �
6
��
/ ��
2�


������!"��2 �
�F�22 $����D� ���
���!"��$� �
��	 �4�!��
���
 �
6
��
  �����!
��� ����
����
4��
��	�

� �����%�
� ����"
 �!% #���� � ������!"��� �������� �
�
�
 � � �������6
�  ��� �
���
����% ���
!
����� �
�6�����  �
�!��
�� �!$������  ����� � ����!"��F �
6
���/ ����!
���-
�%2��F �#!��
���� ��6
 � ��%���
���� ����
��%� 7 ������!"��� �
�
���� � ������!"���
�
�F�
� $����D� ���
���!"��$� �
�� �
6
��%	

� ���
���
 9�#���$� �!$������ �
6
��% #����� � ������!"��� �������� �
�
�
 �� �!"#�
��%
�!$����� ������!�/ #����� � �������6
�  ��� �
��� ����% ���
!
����� �
�6����� 7 �!$�����
��������	

�2 
�-������� '�3�*�

*��������� ��
 #����� 7 � ������!"��� �������� �
�
�
 � � �������6
�  ��� �
��� ����%
���
!
����� �
�6����� 7 �� $��5
 � ���
���!"�� �#�
6
����� �
9����	

4���" G = (V,E) 7 ��%#��� �
���
����������� $��5 � ����
����� �
�6�� V � ����
�����
�
9
� E	 ������� �
9�� e ∈ E �� �����!
� �
� 7 �
�
���
���� ���
���! c(e) = [c(e), c(e)]	

�!% #����� � ������!"��� �������� �
�
�
 �
�9F����� ����� �������6

 �������
 �
�
��	
�� �������� �
6
��%�� #����� %�!%2��%  ��$��5� $��5� G 7 �������
 �
�
�"%	

�!% #����� � �������6
�  ��� �
��� ����% ���
!
����� �
�6����� �
�9F����� ����� ����-
���6��  ��" �
��� ����% �
�6����� 7 u � v	 �� �������� �
6
��%�� #����� %�!%2��%  ��$��-
5� $��5� G 7  �����
 ���
����������
 D
 �/ ��
���%2��
 �
�6��� u � v	

������� �� �������� �
6
��2 x = (Vx, Ex) ��!% �����
�����2�
� #������ �� ������� 
$� ��-
�
���!"��� �
� c(x) ��� ����� ���
���!�� jKk - �
��� �
9
�/ �F��%��F � B����
�����2���  ��$��5:

c(x) =
∑

e∈Ex

c(e) =
∑

e∈Ex

[c(e), c(e)] = [c(x), c(x)].

��



*��	 �: X����� � �������6
�  ��� �
��� ����% �
�6����� u � v �� $��5
 G: B� ���
�����������
$��5 G/ C� ��#9�
��
 ����
����  ����
���� Q	

(���� �9��#��/ ������� �� �������� �
6
��2 �����
�����
� � �
�
!
���� ���
���!/ �������
%�!%
��% �D
���� #���
��% D
!
��� 5���D�� �!% �����$� �
6
��%	

H �
�
!
��
 �	 O��
� ��#����" �� ������
 �
6
��
 x � ����#�D������ #����� 	��
����
!�
�	 �����	 j1k/ 
�!� �!% �
$� �
 ���
����
� ����$� �� ������$� �
6
��% y/ �!% ������$� �� �!�%2�-
�% �
���
����� c(y) ≤ c(x) � c(y) ≤ c(x)/  ���
�/ F��% 9� ���� �# I��F �
���
���� 7 ����$�
	

;���
���� ��
F � ����!"��F  � 4��
�� �
6
��� �����������
��� #����� 9��
� ��#����" ���-
�
����� 4��
�� P I��� #�����	

H���� �#  ��F���� � � �
�
!
��2 �
6
��% � ����#�D������ #����� �� $��5�F � ���
���!"-
����  ����
����� %�!%
��%  ��%��
 �
�!�#�D�� �
��� �
9
� $��5� j�k/ �	
	 ��9�� �
�
���
���F
#���
��� �
��� �
9
� ������ #������F ���
���!��	

;���
���� ��
F �
�!�#�D��  ����
���� �9�#����� �
�
# Q	 H�
�����/ ��� ����
���� Q �����
 �
�������" � ���
 �
�������  ���#�
�
��% ���
#��� c(e)/ e ∈ E:

Q = c(e1) × c(e2) × · · · × c(em),

$�
 c(ei) 0 ���
���!"��� �
� �
9�� � ���
��� i/ m 0 ���!� �
9
� $��5� G	
(���� �9��#��/ ����� c = (c1, c2, . . . , cm) ����
���� Q  �
�����!%
� ��9�� ��9�� �
�
���
���F

 ����
���� #�����/ �#%��F �# �����
�����2��F ���
���!��:

Q = {c = (c1, c2, . . . , cm)|ci ∈ c(ei)}.

�!% ������ �
�!�#�D�� �
��� �����������
��% �����
�����2��% �
�
���
���% � ����#�D���-
��% #����� j
k	

H �
�
!
��
 3	 �� �������  ��$��5 x 9��
� ��#����" ����!� j�k � ����!"��� �
6
��
� ��-
F����� ���
���!"��� #�����/ 
�!� �� � ����!
� �!% 
��	�	�	� �
�!�#�D�� �
��� �
9
� $��5� G	

;���
���� ��
F �!�9�F �
6
��� �9�#����� �
�
# W : W = {x1, x2, . . . , xl}/ $�
 l 0 ���!� �!�9�F
�
6
���	

H �
�
!
��
 K	 �� �������  ��$��5 x 9��
� ��#����" �
��
!� � ����!"��� �
6
��
� ��F��-
��� ���
���!"��� #�����/ 
�!� �� � ����!
� �!% ���	� �
�!�#�D�� �
��� �
9
� $��5� G	

H�
�����/ ��� 
�!� ���
����
� ��!"��
 �
6
��
/ �� ���  �����!
��� ����
���� �!�9�F �
6
-
��� W 	 8�!"��
 �
6
��
 %�!%
��% l��
�!"���l�
6
��
� ���
���!"��� � ����#�D������ #�����	

���
���
��
 �	 j3/pk	 �����	���	� �
	/����	 ��%�

� P �������� �	��
	/����	� �
	/��
���� ����!# ��%�

� W " P ⊆W (

���
���
��
 3	 j3/pk	 D���	� ��%�

� x' �	����

	� ��
 ����
���

 c = (c1, . . . , cn)"

ci = λc(ei) + (1 − λ)c(ei)

��
 λ ∈ (0, 1)' ��

����/
� �����	���	�� �
	/����� ��%�

� P (
H9�#����� �
�
# �
�
# Qj ����
���� �
�!�#�D��/  �� ������F �!�9�
 �
6
��
 xj %�!%
��%

� ����!"��� j�/3k	 H�
�����/ ��� �9m
���
��
  � j ��
F ����
��� Qj ����� ����
���� Q:

∪l
j=1Qj = Q.

���
���
��
 K	 j3k	 E��
 ���� ���< ����� ���$� G ���	�	 

�������
!' �(�( c(e)−c(e) > 0 ∀e ∈ E'
�	 ��� ���!# ���# ����!# ��%�

� xi �= xj �
	/����� Qi 
 Qj �	��� ������������ �	���	 �	
���

��(


.



�!% �!!2����D�� ���
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��% ���������� � ���
����  ���
� #����� � �������6
�  ���
�
��� ����% ���
!
����� �
�6����� �� $��5
/ � ������� �
�� ��!"�� ���F �
9
� ����$� ���
�-
��!"��	 � I��� �!���
 �����������2��%  ��
�D��m-�
���F ����
��� Qj/ j = 1, ..., l/ ��  !������"	

4���
�	 4���" � $��5
 G ���	 ���	 �B�/ �#�
6
���� �!
��2��� �9��#�� c(e1) = 2, c(e2) =
2, c(e3) = 3, c(e4) = 3, c(e5) = [1, 3], c(e6) = 1, c(e7) = [2, 8], c(e8) = 6/ ����� ����� �������6��
 ��" �# �
�6��� u � �
�6��� v	 �� ������
 �
6
��%: x1 = (e1, e4, e7)/ x2 = (e2, e5, e6, e7)/ x3 =
(e2, e5, e8)/ x4 = (e1, e3, e5, e6, e7)/ x5 = (e1, e3, e5, e8)	 8����
�����2��
 ���
���!"��
 �
��: c(x1) =
[7, 13]/ c(x2) = [6, 14]/ c(x3) = [9, 11]/ c(x4) = [9, 17]/ c(x5) = [12, 14]	 4��
������
 ����
���� �
6
���
��� ���
� � ����
����� �!�9�F �
6
���: P = W = {x1, x2, x3}	 � ����
���
  ����
���� Q �!�9��
�
6
��%� x1, x2, x3 �����
�����2� ����
���� Q1, Q2, Q3 ���	 ���	 �C�	

4���" μ(�) 7 �
��/ � �
�
!
���% �� ����
���
  ������
��� ����
���� Q	 ������� �!�9���

�
6
��2 xj ∈ W �� ������� �
!����� pj / �����2 ����6
��2
μ(Qj)
μ(Q) / $�
 Qj 7 ����
����  ����
�-
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��
��
 �
���� ��	��������� ������� �����
	��	��
 ��	���	���� �
�
��	������ ���
��	��
��������� %#$"*-'( '#'(P0%0� %/",=)$"#$ ,'$+",'$%&0� =)0%$%-" '(!)*%$+,0

	2 
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� ���!��
 �����
 �
#�!"���� ��
� ��
����$� ���
���!"��$� ���!�#�/  �����
���$� � j�/ 3k/
 
�
���%��% �� �������!"�� �9��� �!����	

&�
� ��
����� ���
���!"��� ���!�# ��#��� � �����F ��
� ��
����� ���
������ ���	/ �� ��-
�
�/ j301k� � ��%#� �  ��!��
��%�� � #������ � ����#�D�� � ���
�����
���� 5�#���	 &�
� �-
�
����% ���
������/ �	
	 ���
������ ���  �!���!"D��� � ��
� ��
����� �!��
��
�/  ���!!
!"��
�����D������ ���
�����
 ��� ���!�����  �!%�� �  �!���
��% �# �

  ��D
����� �
����������%
���	/ �� ���
�/ jKk �f  �� I���  ����%���% 4!���� ���
����% � ��!2/  ������% �����
 #���
��%	

*���������  �!���!"D� S/ �	
	 ����
���� � ����% ����D��������� � 
��D�%��: ��	/�

�� ⊕ �
��
	/�

�� �/ �9!���2���� �
����!"���� I!
�
����� 0 � 1 �����
����
���/  ���
� �!��
��

������������/ �����
��
 ������9������  � ����6
��2 � �!��
��2 ��!
�� � � �����/ 0 � x =
x�0 = 0 �!% ��
F x ∈ S � 0 �= 1	 4���"  �!���!"D� S �������� � ��%���
�� ����6
��
� �/  ���
� 0
%�!%
��% ����
�"6�� I!
�
���� � S � �# �
���
����� x � y �!
��
�/ ��� x⊕ z � y⊕ z/ x� z � y� z
� z � x � z � y �!% ��
F x, y, z ∈ Sf � I��� �!���
  �!���!"D� S ��#���
��% �	�	/
����
!�	
4�!���!"D� S ��#���
��% 
����	��
�
!�/ 
�!� x⊕x = x �!% ��
F x ∈ S	 8!��
��
 ⊕ � �
�
!%
�
�� !29�� ��
� ��
�����  �!���!"D
 S ���
����
!� ����
�
!� �	���	� �  �  ����!�: x � y
�������!"�� ���
����� x⊕y = y	 � I��� �!���
  � ����6
��2 � ������������  ��%���  �!���!"D�
S  �!����
!"�� � x⊕y = sup{x, y}	 � ��!"�
�6
� �� ��
� ��
����F  �!���!"D�F �����������
��%
��!"�� �����������  ��%���	

� �!
��2��F  ���
��F  �!����
!"��F ���!���F  �!���!
D  ��%��� � ��� ���
� � �9�����
!��
����  ��%���� ≤ � R:  �!���!"D� R+ ������� �# �
����D��
!"��F ���
! � �9������ � 
��-

D�%�� ⊕ = +/ � = · � �
����!"���� I!
�
����� 0 = 0/ 1 = 1f  �!���!"D� R̂+ = R+∪{+∞} � �
��
�
 � 
��D�%��/  ����!�
����� ��
������ �9��#��f  �!���!"D� Rmax = R∪ {−∞} � � 
��D�%��
⊕ = max/ � = + � �
����!"���� I!
�
����� 0 = −∞/ 1 = 0f  �!���!"D� R̂max = Rmax ∪ {∞}
� �
�� �
 � 
��D�%��/  ����!�
����� ��
������ �9��#��f  �!���!"D� S

[a,b]
max,min = [a, b]/ $�


−∞ ≤ a < b ≤ +∞/ � � 
��D�%�� ⊕ = max/ � = min � �
����!"���� I!
�
����� 0 = a/ 1 = b	

4��!
���
 ���  �!���!"D� ��
� ��
����	 4�!���!"D� R̂+/ R̂max � S
[a,b]
max,min %�!%2��%  �!����

�������� � ��%���
����� ����
������	 4�!���!"D� Rmax ����� ��#���2� ������	� 5B<�HKLM/ �

 �!���!"D� S
[a,b]
max,min 0 ������	� 5B<�5;7	 �
�%��� ���$�F  ���
��� ����� ����� � j�01k	 �
�������

 ���#�
�
��
 S1 × S2  �!����
!"��F  �!���!
D %�!%
��%  �!����
!"���  �!���!"D�� ������-
�
!"�� �
�������  ���#�
�
��%  ��%���� � S1 � S2	

�2 �������/� � ��)1���:��� ���1��,����

4���" S 0 ����
���� � #������� ����6
��
� ��������$�  ��%��� �	 )���
��!� 

������	�
� S ��#���
��%  ������
���� ���� x = [x,x] = {x ∈ S|x � x � x}/ � I!
�
��� x � x ��#���2��%


/
�� � ���#
�� ���

���
 ���
���!� x	 ;���
���� ��
F #�������F ���
���!�� � S �9�#�����
�
�
# I(S)	 i���/ ��� I(S) ⊂ S×S �  ��%��� � S×S ����D���
� �����������  ��%��� � I(S): x � y

�6��
	� �
�������� ����	
� 6VV@ W]YWTYWWh_Z�
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��$�� � ��!"�� ��$��/ ��$�� x � y � x � y	 )�!� S 0  �!����
!"��
  �!���!"D�/ �� S × S � I(S) 0
 �!����
!"��
  �!���!"D�	

4���" S � T 0 �������� � ��%���
���
 ����
����	 H��9���
��
 f : S → T ��#���
��% 
���!�
���&
�/ 
�!� �# ������6
��% x � y �!
��
�/ ��� f(x) � f(y) �!% ��
F x, y ∈ S	 � I��� �!�-
��
 ���
���!"��% �
���% f : I(S) → I(T ) ���9���
��% f ����
 � �
�
!
��: f(x) = [f(x), f(x)]	
4���" S1, S2, . . . , Sn, T1, . . . , Tm 0 �������� � ��%���
���
 ����
���� � �!$����� P  � ��9��� ���-
��F s = (s1, s2, . . . , sn) ∈ S1 × S2 × · · · × Sn ������ ��9�� �
#�!"����� t = (P1(s), . . . , Pm(s)) ∈
T1×· · ·×Tm	 '�#��
� �!$����� P �	�	/
����
!� �!� 
���!���&
�/ 
�!� �����
�����2�

 ���9-
���
��
 S1×· · ·×Sn → T1×· · ·×Tm %�!%
��% �
�9���2���	 � I��� �!���
/ ��#��

��%/ � �
�
!
��
� ���
���!"��% �
���% I(P) �!$������ P / ���9����2��% I(S1) × · · · × I(Sn) � I(T1) × · · · × I(Tm)	

 ������ 	2 �	�	/
����
!� 

�������
!� ���	�
�� I(P) ���� �	�
!� 

�������
!� 	��
�

���������	� ��
��
�

� 
�#	�
	�	 �	�	/
����
	�	 ���	�
��� P( ��	/
	��� ���	�
��� I(P)
�	������� �	 ��	/
	���� ���	�
��� P( 1	��	�
�
� �	�	/
����
!# ���	�
��	� �������� �	�
�	/
����
!� ���	�
��	�(

Y��� �
#�!"��� !
$�� ��������% �
 ���
����
��� �# � �
�
!
���	 4���
�
��
 �!$������ I(P)
�������% �  ���
�
��2 �!$������ P � ������ � �
�F��� $����D�� ��F����F ���
���!"��F ���-
��F	 4�I���� �9� �!$������ ��
2� ���������2 �!������"	
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4���" S 0  �!����
!"��
  �!���!"D� � x ∈ S	 4�!���� x∗ = supn{1 ⊕ x ⊕ x2 ⊕ · · · ⊕ xn}/ n =
1, 2, . . . / 
�!� ���#����% �
�F�%% $���" ���
����
�	 ������% � 
��D�% x  → x∗ ��9���� ��#���
��%
���!��

��� ��2�� � �
�
!
��/ 
�!� S  �!�� ��� � ��%���
���
 ����
����	 O������
 � 
��D��
⊕ � � � ������2 � 
��D�2 x  → x∗ ��#��
� 	�
	�
!�
 	�����
��
 � ��!� ���� S	

 ������ �2 0
��
�� 	�����
� x  → x∗ �	�	/���� 
���!���&�� 	�	���/�

� S → SN 	�
	�
!�
�

��
!� 	�����

 �	�	/���� 
���!���&�� 	�	���/�

� S × S → S( E��
 ���	�
�� P ��	�
��
�� � �	��

��

 	�
	�
!# 	�����
� 
�� �	�	/
����
!�
 �	���	�����
' �	 G�	� ���	�
�� �
�	�	/
����
!�(

Y�� �
��
�� !
$�� ��������% �#  ���%��F � �
�
!
��� � �
��
�� �	 H��
���/ ��� � ���!���F
 �!���!"D�F � 
��D�% ∗ � �
�
!%
��% ��
�"  �������  ����!���/ ��	 j�/ 3k	

62 �������/0��� )�������� F�//����

r
�
# Matmn(S) �9�#����
��% ����
���� ��
F �����D (aij) � m �������� � n ���!9D��� � ��I5-
5�D�
����� �#  �!���!"D� S/ �	
	 aij ∈ S	 8���� A ⊕ B �����D A,B ∈ Matmn(S) �  ���#�
�
��

AB I��F �����D � �
�
!%2��% �!% � 
��D�� �!��
��% ⊕ � �����
��% � � S  � �9�����  ����!��
��������� �!$
9��	 � Matmn(S) ��

��% 
��
���
���� ���������  ��%���: A = (aij) � B = (bij)
��$�� � ��!"�� ��$��/ ��$�� aij � bij � S �!% ��
F i = 1, . . . ,m/ j = 1, . . . , n	 ;���
���� Matnn(S)
���������F �����D %�!%
��% �
�������������  �!���!"D�� � ��!
��� I!
�
���� O = (oij)/ $�

oij = 0  �� ��
F i/ j/ � 
����D
� E = (δij)/ $�
 δij = 1  �� i = j � δij = 0  �� i �= j	 )�!�  �!���!"D�
S ��
� ��
���� ������
����
���  �!����
!"���/ �� �  �!���!"D� Matnn(S) ��
� ��
���� �����-
�
����
���  �!����
!"���	 )�!� S  �!�� ���� � ��%���
���
 ����
�����/ �� � Matnn(S) %�!%
��%
 �!���  �!���!"D��	

H 
��D�2 #�������% A  → A∗ � Matnn(S) ����� ����#��" �
�
# � 
��D�2 #�������% a  → a∗

� S ����������: A∗ = (a11)∗ = (a∗11)  �� n = 1/ �  �� n > 1 �!% �����D�

A =
(
A11 A12

A21 A22

)
,

$�
 A11 ∈ Matkk(S)/ A12 ∈ Matkn−k(S)/ A21 ∈ Matn−kk(S)/ A22 ∈ Matn−kn−k(S)/ 1 ≤ k ≤ n/ �����D�
A∗ ��

� ���

A∗ =

(
A∗

11 ⊕A∗
11A12D

∗A21A
∗
11 A∗

11A12D
∗

D∗A21A
∗
11 D∗

)
,

$�
 D = A22 ⊕A21A
∗
11A12	 Y�� �
����
����
 ������6
��% � �������"2 �� �� �!"#�
��F �!$
9���-

�
���F � 
��D�� ��� ���2� � 5����!���/ ��#����2����  �� �9���
��� �����D� �
����� �����-
!
��%	 H��2�� �!
��
�/ ��� ������ �!$����� �����!
��% � 
��D�� #�������% A  → A∗ ��
9�
�
 �!������!"��$�  � n ���!� �������F � 
��D��  �!���!"D� S	
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4���" S 0  �!����
!"��
  �!���!"D�/ A = (aij) ∈ Matmn(S) 0 �����D�/ ��I55�D�
����� ��-
����� %�!%2��% #�������
 ���
���!� � S	 ;����D� L(A) = (aij)/ U(A) = (aij) ∈ Matmn(S)
��#���2��% 

/
�� � ���#
�� ����
���
 ���
���!"��� �����D� Af ��
�����/ ��� L(A) � U(A)
� Matmn(S)	 ,
$�� ���
�"/ ��� Matnn(I(S)) � I(Matnn(S)) 0 �#����5��
  �!����
!"��
  �!���!"-
D�/ � � 
��D�� �!��
��% � �����
��% ��������F ���
���!�� ����%�"�% � ��#�
!"���� ����������
�!��
��2 � �����
��2 �F �����F � �
�F��F $����D	
O
�����
	� ����
	
��
	� ����
�

� P�����
� �������% � �����
��2

X = AX ⊕B, (∗)

$�
 A ∈ Matnn(S)/ X,B ∈ Matns(S)/ S 0 �
������
  �!����
!"��
  �!���!"D�/ s 0 D
!�
 ���!�/ �	
	
� ����
�
 !��
���F �!$
9����
���F �����
��� ��� S � �
�#�
����� �����D
� X 	 H9���� s = 1 �
X %�!%
��% �
������/  ����9�

 ��	/ �� ���
� � j3k	 '
������  ���
���"/ ��� �����D� X = A∗B
%�!%
��% ����
�"6�� �
6
��
� �����
��% O
!!���� (∗)	

4���" A ∈ Matnn(I(S))/ B ∈ Matns(I(S))	  �Q��

�

!� �
	/����	� �
�
��
�%
#� ��%��


� �����
��% O
!!���� (∗) ��#���
��% ����
����

∑
(A,B) = {A∗B|A ∈ A, B ∈ B}f  �� I���

�
�
��
�%
�� �������
����
� ��%�

�� ���
���!"��� �
���� �����
��% (∗) ��#���
��% ���
���!
X = A∗B ∈ Matns(I(S))/ ����!
����%2��� �����
��2 � �!$
9����
���� ����!
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�

	� �
	/����	 ��%�

�
∑

(A,B) ����
�

� (∗) �	���/
��� � ����
��	�


������� [L(A∗B), U(A∗B)] � Matns(S)' �		���������&�� �������
����	�� ��%�

�' 
 � �	 /�
����� ���	 �	���/
� ���

�! G�	�	 

������� L(A∗B, U(A∗B)( F������
����	� ��%�

� A∗B
�	/�� �!�� �	���	�
	 �� �	�

	�
���
	� �
��	 	�����
�(

Y�� �
��
��/ ����#����% � j�/ 3k ������ ��� � ���$�
 �������
 �
#�!"���� �# j3k� !
$�� ��������%
�# �
��
� � � 3 ���	 ��6
�	 � �!���
 ���
���!"��� !��
���� �!$
9�� ���  �!���!"D�� R+ �����%
�
��
�� F���6� �#�
����	 )�!�  �!���!"D� S ��
� ��
���� � �������
 � 
��D�� ����!
����%2�

��
���
���� �� �!���
!"��� ��!���%�/ ��

∑
(A,B) = [L(A∗B), U(A∗B)]f � I��� �!���
 �������

�
�#�
���� #����� ���
���!"��� !��
���� �!$
9��/  �����%��
 � NP -������� �����!��
!"���
 ��9!
���	 � �����D������ ���
���!"��� !��
���� �!$
9�
 �����D�%  ������ �!����	 H��
���/
���  ��!
  �%�!
��% ��9�� j�/ 3k �
������
 �
#�!"���� �# I��F ��9�� 9�!� #����� ������� �!%

 �!���!
D Rmax � R̂max �*	+	 �����$F
�-@���/ �	 G���
���� � ��	�	
� �
6
��2 �����
���$� �����
��% O
!!���� ����%��% ���$����!
���
 #����� �����
���� � -

����#�D�� � �������
���$�  ��$�����������% ���	/ �� ���
�/ j3/ 1/ �k�	 �!% �
6
��% �����
��% (∗)
�9���� �� �!"#�2��%  �!���!"D
��
 �
���� ����������F �!$������� !��
���� �!$
9�� ����!2-
�
��
  � @�����/ W{ � W|{ 5������#�D�%/ ��
��D�����
 �
�����/ ��	/ �� ���
�/ j3k	 *�#!����

�!$������ ���
 ���  �!����
!"��� �����
�����2� ��#!����� �
����� � ����#�D��	 4�!����
!"-
��
 �!$������ ��#����2� �  �� �
6
��� ��55
�
�D��!"��F �����
��� ��� ���
�/ �����
���
@���!"����-i��9�/ O
!!����/ +�#
��� � ��	�	

+����� 9!�$������ �	4	 ;��!���/ 8	4	 A����� � @	O	 A �#� #� D
���
 �9����
��%	


� �������	��

!+ E�U/���/ ��E�� @�B���/A��
 0�,� t����	 
��	�������	 �	�	�
� �
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	 ���
� ��
����
�  �!� �!

R ∪ {−∞} � � 
��D�%�� ⊕ = max � � = +/  ���
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�
�� −∞ %�!%
��% ��!
� I��$�  �!� �!% �
�9�#����
��% 0	
 �	�&�

!� �
	�	���
	� ��� Rmax ��#���
��% !��
���% ���9���D�% ����

P =
⊕
s∈Δ

ks �X
s, ���

$�
 Δ = Δ(P ) 0 ���
���
  ������
���� � R/ ks ∈ Rmax/ ks �= 0f � ��!"�
�6
�  �� ���$��!
���
9��
�  ������" �9�9�
���� ���$��!
�	 ;��$��!
� P  ������
� 5���D�2

P (x) =
⊕
s∈Δ

ks � x
s = sup
s∈Δ

(ks + sx) �3�

�� R/ $�
  � � �
�
!
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� ��
����% ��
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 �� �� ��!�� ���$��5����� �������-
!��
���
 �� �9����� ����!
� 5���D�� �� R	 �!% T ⊂ Δ  �!����

PT =
⊕
s∈T

ks �X
s.

�!% s ∈ Δ  �!����

Ps = ks �X
s, P≤s =
⊕

t∈Δ,t≤s

kt �X
t � P>s =
⊕

t∈Δ,t>s

kt �X
t.
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PT (r) = PΔ−T (r).
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� P N

2) ��&������� ���	� �
��	 s ∈ Δ = Δ(P )' ��	 P≤s(r) = P>s(r)N

3) ��&������� ���
� �
��� s, t ∈ Δ' ��	 s �= t 
 Ps(r) = Pt(s) 
 Ps(r) ≥ Pq(r) ��� ���	�	 �
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q ∈ ΔN
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� r �
	�	���
� P ��&������ �	�
	 ��� G����
�� sr 
 tr 
�
Δ *��� sr < tr-' ��	�����	���&
# ���	�
� K� �����	/�

� �(

r��!� tr − sr ���	  �
�!��
��
 3� 9��
� ��#����" ����
	���� ����% r � �9�#�����" �
�
# d(r)	
��
����

	� �����
�� dg(P ) ���$��!
�� P 9��
� ��#����" ���!� sup(Δ(P )) − inf(Δ(P ))	
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�2 �������/0��� ����� �����*/���� ��3 Rmax

4���" i = [a, b] 0 ���
���!/ ���
������ ��!"	 r��!� r ∈ R ��#��
� i-�	�
�� ���$��!
�� P / 
�!�
���
����
� ����
 ��9���
���
  ������
���� T ⊂ Δ = Δ(P )/ ���

[PT (r) − PΔ−T (r)] ∈ i.
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[P>s(r) − P≤s(r)] ∈ i.

C���D�% fs(x) = [P>s(x) − P≤s(x)] %�!%
��% ��������� ��#�����2�
� �
 �
������ 5���D�
�	
�!%  ���#��!"��F P � s ∈ Δ(P )  �!���� is = f−1
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���� is !�9�  ����/ !�9� ���
����
����� ���
�" r ���$��!
�� P / ��� P>s(r) = P≤s(r)	
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F 5���D��/ � �
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!
���F �� 5������������ ���-
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���
 T �  ������2��F #���
��% � Rmax/ �������
!"��  ����
���F � 
��D��	 4���" I(Rmax) 0
��
� ��
����
  �!���!"D� ��
F #�������F ���
���!�� i = [i, i] �Rmax/ ��	 j10
k � j�/ 3k	 )�!� ����
-
���� T ������� �# ���F I!
�
����/ �� I(Rmax)/ ��
�����/ ��!�����
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�����
�# K � �����
�����2��
 5���D�� �� #���
��%�� �# K	 '� I��� �!���� �
 ���
����
��� �� ���!��-
���  
�
���%��% � �
�
!
��% ���$��!
��� PT / Ps/ P≤s/ P>s � � �
�
!
��
 ����% ���$��!
��	 4��
I��� �� �����������
� � ���
���
 ����
� ��!"�� ����
 5���D�� ��	
	 I!
�
��� �# K�/ ������
 �

�9����2��% � 0 �� T ��� � ����� ����
�f 5���D�% 9��
� ����
� ���$��!
�� P � ��I55�D�
�����
�# K ��$�� � ��!"�� ��$��/ ��$�� 

 #���
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 � ������ ����
 τ ∈ T 9��
� ����
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��/
 �!��
���$� �# P #��
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4- r ∈ K �������� �	�
�� �
	�	���
� P N

6- ��� ��/�	�	 G����
�� τ ∈ T ��&������� ���	� �
��	 s ∈ Δ = Δ(P )' ��	 P≤s(r(τ)) =
P>s(r(τ))N

S- ��� ��/�	�	 G����
�� τ ∈ T ��&������� ���
� �
��� s, t ∈ Δ = Δ(P )' ��	 s �= t 

Ps(r(τ)) = Pt(r(τ)) 
 Ps(r(τ)) ≥ Pq(r(τ)) ��� ���	�	 �
��� q ∈ Δ(

&#  �
�!��
��% �� ���
��
�/ ��� ��
�� ��
F ����
� ���$��!
�� P ���
!%
��% � 
D��!"���
��9�� ����
�/ #�����
��F �����
��%��

P≤s(r) = P>s(r), �K�

$�
 s ∈ Δ	 (���
 ����� ��#��
� G����
���
!�
	 ��
 ����!"��
 �����  �!���2��% t 
�
�
6�����-

� #���
���u I!
�
������F ����
�/ �	
	  �� ������ #���
��� ��$��
��� τ !29�� ���
�" ��� ���
�
� �
������� I!
�
������� ����
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4����!"��  �!���!"D� I(Rmax)/ �����%�

 �# ���
���!��/ ��!�����
��% � K/ 
�!� T �������
�# ���F ���
�/  �
�!��
��
 ��  ���
���� � � I(Rmax)	 4����!"�� #���
��
 ���$��!
�� ��� Rmax

� !29�� ����
 %�!%
��% �� ��!�� �#������� 5���D�
� ��I55�D�
����/ �� #���
��
 ���$��!
��
P =

⊕
s∈Δ ks �X
s ��� K �� ���
���!
 [x, x] ��� ���
� � ���
���!�� #���
���/ ������
  ������-

2� � ����
 x ��
 ���$��!
�� ���� Q =
⊕

s∈Δ(P ) qs �X
s ��� Rmax/ �!% ������F qs ∈ ks  �� !29��

��
 
�� s ∈ Δ(P )	 )�!� ��
 ���!� �# Δ(P ) �
����D��
!"�� �� �9����� ����!
�/ �� ���$��!
� P ���
Rmax %�!%
��% �� ��!�� �#������� 5���D�
� ��I55�D�
���� � ��$��
���	 � I��� �!���
 #���
��

���$��!
�� P =

⊕
s∈Δ(P ) ks �X
s ��� K ��  ���#��!"��� ���
���!
 [a, b] ��� ���
� � ���
���!��

��
F #���
���/ ������
  ������2� � �����F x ∈ [a, b] ��
 ���$��!
�� q =
⊕

s∈Δ(P ) qs � X
s ���

Rmax/ �!% ������F qs ∈ ks  �� !29�� ��
 
�� s ∈ Δ(P )	 (���� �9��#��/ �!% ���$��!
��� � �
����-
D��
!"���� ��
 
�%�� ���  �!���!"D�� ���
���!�� I(Rmax) ����� ����!
����%2� �����
��2 �K�
� � ���
�!��� �!
��2��%

 ������ �2 ����� P =
⊕

s∈Δ[ps, qs] �X
s �������� 	�	�&�

!� �
	�	���
	� 
�� �	���	���	�


������	� I(Rmax)( T	��� 

������ [a, b] �������� �	�
�� G�	�	 �
	�	���
� �	��� 
 �	���	
�	���' �	��� a �������� �	�
�� �
	�	���
� Pmin =

⊕
s∈Δ ps�X
s' � b �������� �	�
�� �
	�	���
�

Pmax =
⊕

s∈Δ qs � X
s( E��
 P � 	�	�&�

!� �
	�	���
 � 
�	��
������
!�
 �����
��
 s' �	


������ [a, b] ��	�����	���� ����
�

� *S-(
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�
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&���	��� ���(	����	� 	��
�"����	
 ) ) ����	��� F	��� ����	��
������� ����������	��
	�����

	2 #��3����

� ������ ��9��
 �#!�$�
��%  ��F��/  �
�!��
���� � j�k/ � ��#������ ��� �
���
� F�������-
���	 ��
�
��
 ���
���!"��F F�����
������ �!% F�����
���F �����
���F � �
 �
�����F  ��D
����
�9
� 
����
�  �!���� ����� ���
!� �
� �
�
!E���F  ��D
���� j3/ Kk/ ������% %�!%
��% �!"�
���-
����� �
��%�������� ���
!� �
� �
�
!E������ j1/ �k	 (
���% F���������� ��#����
��% � �����F
�
��
����-����
���
���$�  ��F��� � #������ �D
������%	

�2 �������/0��� .)��(�� ��-+��3�/���� � -��/0'����� -��3����
3/� ;����*�-��; +�-/�3�����/0��-���

4���" ��#�����
  ��%�!
��% ���!
��
��$� %�!
��%/ �
#�!"���� �����������
��$� ���!
����-
��% �!� ��9!2�
��%  �����!
��� �
�������� #��������� �$�����
����� � ��%���
����� ���-
�
���� I!
�
������F ��9���� X 0	 4��!
�����
!"��
 �
�!�#�D�� ��$� �!� ���$�$�  ��%�!
��%/
�
#�!"���� �!� ��9!2�
��% �9��#�2� �
������2  ��!
�����
!"����"/ ������2 ����� ���������-
���" ���  ��!
�����
!"��
  ���
�
��
 �
������$� �!$������ ��9��� I!
�
���� I��$� ����
����	
� ��!"�
�6
�/ �!%  ������� 9��
� ������"/ ��� ����
���� I!
�
������F ��9���� X 0 ��

� ���
#�������$� ���
���!� �� ���!���� ��� [xmin; xmax]/ $�
 xmax > xmin 0 �
������
 ���!�	

*��������� F�����
���2  ��!
�����
!"����" j�k xn (n = 1, 2, . . .)/ �!
�� �������  �����!
���
#�������� ���!����� ���
���!�/ �	 
	

xmin ≤ xn ≤ xmax ∀ n > 0. ���

��
�
� ����2 �����������2 5���D�2 �� x ∈ [xmin; xmax] � �!
��� !29�� �
� �
�
!
����
 ��!
�����
!"����� xn (n = 1, 2, . . .)/ ���

F (x, xn) ≡
{

1  �� xn ≤ x,
0  �� xn > x.

�3�

&+��3�/���� 	2 '���
� � �
�F�
� $���%�� ���
���!"��� 5���D�� ��� �
�
!
��% �!
���
�$�����
���� ��$!���� ���  ��!
�����
!"����� xn (n = 1, 2, . . .) 9��
� ��#����" ����
 5���D��

1 ≥ Pl(x,N) ≥ 0, 0 ≤ Pu(x,N) ≤ 1, �K�

$�
 x ∈ X 0/ � N = 1, 2, . . . 0  ��!
�����
!"��
 #���
��% ���!� �����������
��F  ���%� !29�F
�!
���  ��!
�����
!"�����/ ��� �!% 5���D�� �K� � �����
�����2��F �!
��� F�����
����  ��!
��-
���
!"����� ��$!���� �3� �� �!�%
��% ����
�� �
���
����

Pl(x,N) ≤ 1
N

N−1∑
i=0

F (x, xn+i) ≤ Pu(x,N) ∀ n = 1, 2, . . . ,  �� N = 1, 2, . . . . �1�

(���2  ��!
�����
!"����" 9��
� ��#����" F�����
����/ � 

 �!
�� 0 F�����
����� ��9���%��	

&+��3�/���� �2 )�!� �!% ��
F x ∈ X 0 ���
����
�  �
�
!�

lim
N→∞

Pl(x,N) = lim
N→∞

Pu(x,N) = P (x), ���

�� ����
 F�����
���
  ��!
�����
!"����� 9��
� ��#����" �!��������/ � 5���D�2 P (x) 7 5���-
D�
� ��� �
�
!
��% �!������F ��9���� 0 �!
��� �!�������  ��!
�����
!"�����/ �5������������
�# X 0	

p�



(	
	 �
��%�������% F�����
������� j1k  �!���
��% �# ���
���!"��� 5���D�� ��� �
�
!
��% �
�
#�!"���
  �
�
!"��$�  
�
F���/ 
�!� �� ���
����
�	

4����,3���� 	2 �!% ���
���!"��� 5���D�� ��� �
�
!
��% ��# H �
�
!
��% �� �!
��� F��-
���
����  ��!
�����
!"����� xn (n = 1, 2, . . .) ���
����
� �����
�����2��% ���
���!"��% 5���D�%
��
��
$� �� ���!"#%�
� ���
���!
 6����� N / ����%% � �
�F�%% $���� ������� � �
�
!%2��% ���

ml(N) = xmax −
xmax∫

xmin

Pu(x,N) dx, mu(N) = xmax −
xmax∫

xmin

Pl(x,N) dx, �
�

� #���
��% �!
��� !29�� ����� ������  ��!
�����
!"����� ����!
����%2� ����
�
 �
���
����

ml(N) ≤ 1
N

N−1∑
i=0

xn+i ≤ mu(N) ∀ n = 1, 2, . . . ,  �� N = 1, 2, . . . �p�

�
������
!"��/ �����!�� ∫ xmax

xmin

F (x, xn)dx =

xmax∫
xn

dx = xmax − xn, ���

������ ∫ xmax

xmin

[ 1
N

N−1∑
i=0

F (x, xn+i)
]
dx =

1
N

N−1∑
i=0

xmax∫
xmin

F (x, xn+i) dx =
1
N

N−1∑
i=0

(xmax − xn+i).

��#"�
� ����� �
 ���
$��! �� ���$�F �!
��� ������6
��% �1� �!% I��$� �!���% ������������%
N ���  ����
��� �  �!���� �
���
����� ����

xmax∫
xmin

P�(x,N) dx ≤ 1
N

N−1∑
i=0

(xmax − xn+i) ≤
xmax∫

xmin

P	(x,N) dx. ���

'
���
����� ��� �����  
�
 ����" � ���
 �p�	
H��
���/ ���  ���9��$� ���
���
��% �
� � ����������
���� �
���� �
��%�����
� j1/ �k	 4� ��-

�� �
�
# #����
 5���D�� ��� �
�
!
��% P (x) �����!��" �
������
 ���!�$� ���
���!"��F �D
���
�!% ���
���F ����
�  ��!
�����
!"�����/ � #����� 5�����
��� � �
�
!��" ���
���!"��2 5���D�2
��� �
�
!
��% �K�0�1�/ %�!%2��% �
����
������ �#����!"��	

'
���
����� �p� �
 ���
����
��� ���
!%2� �$�����
��% �� ��
��
���5�
���
���
 #���
��

�!
��� !29�� ����� F�����
����  ��!
�����
!"����� � �
�
!
���� �!��� � �������!���2� ��%#"
I��F �$�����
��� � $���%�� ���
���!"��� 5���D�� ��� �
�
!
��% ���!���F F�����
���F ��9����	

�/�3-���� 	 ��# ���
���
��% ��	 )�!� �� �!�%2��% �
� � ���/ �� ���
����2�  �
�
!�

lim
N→∞

ml(N) = lim
N→∞

mu(N) = m0, ��.�

$�
 m0 0 ����� ������������" ���  �!��� ���!�$ ���
�����
���$� �������% �!
��� �!�������
���!����  ��!
�����
!"����� �# X 0 j1k	

�
������
!"��/ ���
��������
  �
�
!�� ��.� �
 ���
����
��� �!
��
� �# �
� � ���	
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'
���
����� �p� �!���� 
��
���
���� ������� ����
���
���$� �D
������% j
/ pk	 4���" ��
2��%
�
#�!"���� �#�
�
��� �!� ��9!2�
��� � ���
  ��!
�����
!"�����

zn = yn + xn, n = 1, 2, ...,M, ����

$�
 xn 0 �$�����
���% F�����
���%  ��!
�����
!"����"/ ���9����2��% �6�9�� �#�
�
��� �!�
��9!2�
��� �� ��
�
���� ���
���!
 n = 1,M �M = const > 0�/ �!% ������� �#�
���� $����
���
���!"��$� ���!"#%�
$� ��
��
$� �
�/ #���2��
 �$�����
��% �p�/ �

yn =
S∑

k=1

lk · ϕ(n)
k , n = 1, 2, ...,M, ��3�

p�



$�
 lk (k = 1, S, S = const) 7 �
�#�
����
  ����%���
  ����
���/  ��!
����
 � �
�
!
��2
� �
#�!"���
 �9��9���� M  �!��
���F #���
��� zn (n = 1,M)/ � ������!%2��
 �
���� LT =
(l1; l2; . . . ; lS)/ � ϕ

(n)
k 7 �#�
����
 5���D�� ��
�
�� �!� ����
/ ��� �F #���
��% �����!%2��% �

 ��D
��
 �#�
�
��� �!� ��9!2�
��� �� ��� ���!
/ #����%��
 �� ����F !�9� ���$�F �#�
����F 5��-

������/ ������!%2��
 �
����-������ Φn = (ϕ(n)
1 ;ϕ(n)

2 ; . . . ;ϕ(n)
S )	

G
����!"���  ������ �
��
����-����
���
���$�  ��F��� �  ��������
 � �
6
��2 #����� �D
-
������
 �
�����  ����%���F  ����
���� L � ��!���%F �
� �
�
!
������ %�!%
��%  �
� �!��
��

j
k/ ��� �#�
���� !�6" 
$� � ������% �D
��� � ���
 #������$� �$�����
���$� #�������$� ����
����
L0 �  ����������
  ����
����/ �������� #��
����  �����!
��� #���
��
 �
����� L/ �� 
��"

L ∈ L0. ��K�

4��D
���� ����
���
���$� �D
������% ������� � ���/ ��� �� ��������� ��5����D��/  �!���
��� �
�
#�!"���
 �#�
�
��� �!� ��9!2�
���/ �������% ����% ����
���
���% �D
��� �
�����  ����
����

L ∈ LM , LM = LM ∩ L0 , ��1�

$�
 LM 7 � ���
������% ����
���
���% �D
���/  �!���
��% �  ��D
��
 �9��9���� �
#�!"�����
�#�
�
���

�!% � �����% �!$������ � �
�
!
��% � ���
������� �D
��� LM  
�
 �6
� ���� � ���


zn − Φn · L = xn, n = 1, 2, ...,M. ����

(�$��/ ����� #� ����" �����
��% �!% ����� !29�F N ����F ���
����  ���%�/ ������% � �
����-
��$� n-$�

1
N

N−1∑
i=0

(zn+i − Φn · L) =
1
N

N−1∑
i=0

xn+i,  �� N = 1, 2, . . . ,M, n = 1, . . . ,M −N + 1. ��
�

H��2��/ ��$!���� �p�/ �!
��
� ����
�� �
���
����

ml(N) ≤ 1
N

N−1∑
i=0

(zn+i − Φn · L) ≤ mu(N)  �� N = 1, 2, . . . ,M, n = 1, ...,M −N + 1. ��p�

)E �����  
�
 ����" � ��� ������ ���


z̄(n,N)−mu(N) ≤ Φ̄(n,N) ·L ≤ z̄(n,N)−ml(N)  �� N = 1, 2, . . . ,M, n = 1, . . . ,M −N+1, ����

$�


z̄(n,N) =
1
N

N−1∑
i=0

zn+i , Φ̄(n,N) =
1
N

N−1∑
i=0

Φn+i . ����

(�$�� � ���
�!��� �!
��2�

	

4����,3���� �2 4���" ��
2��% �
#�!"���� �#�
�
��� �!� ��9!2�
��� �� ��
�
���� ���
�-
��!
 n = 1,M �M = const > 0� � ���
  ��!
�����
!"����� ���� ��F��� �9m
��� ��3� � �
�#�
������
 ����%�����  ����
�����/ �!% ������F !�6" #����� � ������% �D
��� ��K�	 (�$��/ 
�!� �6�9��
�#�
�
��� �!� ��9!2�
��� ������!%2� F�����
���2  ��!
�����
!"����" � #�������� ���
���!"-
���� F�����
��������� �p� �!� �K� ��
�
# �K� ����� �����!��" �
��/ �� �
#�!"����2��% ����
-
���
���% �D
��� LM �
����� �
�#�
����F  ����%���F  ����
���� L � �
�
!%
��% ��$!���� ��1�/
$�
 � ���
������% ����
���
���% �D
��� LM ���
!%
��% ����
��� !��
���F �
���
���� ����	

�/�3-���� � ��# ���
���
��% 3�	 )�!� � ������% �D
��� L0 � ��K� ��

� ��� ���$�$�����-
��/ �� � �
#�!"����2��% ����
���
���% �D
��� LM � ��1� 9��
� ���$�$��������	 Y��  �#��!��
� �
�
!��" �D
���  ����
���� � ���
 �
�!��6�
��F ���
���!"��F ��
6��F �D
���

lk ∈ [l(min)
k ; l(max)

k ], l
(min)
k = min

L∈LM

(lk), l
(max)
k = min

L∈LM

(−lk), �3.�

�	
	 ��� �
6
��
 �����
�����2��F #���� !��
���$�  ��$�����������% �,4�	
�
������
!"��/ !29�� ���$�$������ ���
!%
��% ����
��� !��
���F �
���
����/ � �9m
���
�-

��% ����
�� !��
���F �
���
���� ��D
��� �K� �� �!�%
��% �
���
������� ����� ���
!�� �
�������
�����
���� ���$�$������/  �����!
����� � ������� �D
��
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��% ��#��9������� ����� I55
������� ��
��D������
�!$����� j�k/  �#��!%2��� ��������" �
#�!"���� ����F �#�
�
��� �!� ��9!2�
��� � ���
 �� �!-
���
!"��F !��
���F �
���
����/ ������
 �������2� �  ����!�
���  ��D
��� ��
��D��	 (	
	/ I��
�� �!���
!"��
 �
���
����� �
  �����%� � �
�9F�������� �������"  ��D
���� �
6
��% #�����	

�
������
!"��/ �# ���� �����/ ���  �� #��
�
 M − 1 �
!������ M �  �
������� �
���
������
��9��!%
��% 
�
 M !��
���F �
���
����

z̄(M−N+1, N)−mu(N) ≤ Φ̄(M−N+1, N)·L ≤ z̄(M−N+1, N)−ml(N)  �� N = 1, 2, . . . ,M. �3��

�/�3-���� 5 ��# ���
���
��% 3�	 )�!� � ���
�!��� ���
���
��
 3/ ��  ��D
���� ����
���
�-
��$� �D
������% �
����� �
�#�
����F  ����%���F  ����
���� L � �����
��% ��#������� �����
-
��
� I��!2D�� ����F ����
���
���F �D
��� j1k/ j�k

LM = L̄M ∩ LM−1 , M = 1, 2, ... , �33�

$�
 ����
���
���% �D
��� L̄M ���
!%
��% ����
��� �
���
���� �3��	
(��/ �� ���
�/ ����
���
���% �D
��� L̄1 #���
��% � ���
 $� 
� �!��� �  ����������
  ����
�-

���/ ���
!%
��� ���F��������� �
���
������ ����
��2��� �# �3���

z1 −mu(1) ≤ Φ1 · L ≤ z1 −ml(1) . �3K�

62 M����*�-��� ��+�������� +��(�--� � �; �������/0��� ;��������-����

8��!%���� �
 �
������  ��D
�� 7 I�� �
������% 5���D�% �
 �
�����$� ��
�
�� x(t), t ≥ t0
�t0 7 ����!"��� ���
�� ��
�
���	

O��
� ������"/ ��� #���
��% 5���D�� x(t) �$�����
���  � �
!����
 �  �����!
��� �
��������
����
���� X 0/ � ���
 #������$� ���
���!� [xmin; xmax]/ $�
 xmax > xmin 7 �
������
 ���!�/ ��

��"

xmin ≤ x(t) ≤ xmax ∀ t ≥ t0. �31�

)��
���
���/ ��� ���!�$����/ ��� � �!% F�����
���F  ��!
�����
!"����
�/ ����� ��
���  ��%��

F�����
���$� �
 �
�����$�  ��D
���	 �!% I��$� ��
�
� 5���D�2 ��  
�
�
���� x ∈ [xmin; xmax]

F̃ [x, x(t)] =
{

1  �� x(t) ≤ x,
0  �� x(t) > x.

�3��
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� � �
�F�
� $���%�� ���
���!"��� 5���D�� ��� �
�
!
��% #���
���
�$�����
���$� ��$!���� �31� �
 �
�����$�  ��D
��� x(t)/ t ≥ t0 �t0 7 ����!"��� ���
�� ��
�
���/
9��
� ��#����" ����
 5���D�� �� x ∈ X 0/ T > 0 7 �
�������  ����
��/

1 ≥ P̃l(x, T ) ≥ 0 , 0 ≤ P̃u(x, T ) ≤ 1, �3
�

��� �!% 5���D�� �3
� � #���
��� x(t) ���
!
���$� �!���� � ���
�!��� �
���
�����

P̃l(x, T ) ≤ 1
T

t+T∫
t

F̃ [x, x(t)]dt ≤ P̃u(x, T ) ∀ t ≥ t0,  �� !29�� T > 0. �3p�

(���� �
 �
������  ��D
�� 9��
� ��#����" F�����
���� jKk	

&+��3�/���� 62 )�!� �!% ��
F x ∈ [xmin; xmax] ���
����2�  �
�
!�

lim
T→∞

P̃l(x, T ) = lim
T→∞

P̃u(x, T ) = P̃ (x), �3��

�� ����� F�����
����  ��D
�� 9��
� ��#����" �!�������  ��D
���� jp/�k/ � 5���D�2 P̃ (x) 9��
�
��#����" 5���D�
� ��� �
�
!
��% #���
��� �!������$�  ��D
��� �!% ������ 
$� �!������� �
�-
!�#�D��	

��
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��� F��-
���
���$� �
 �
�����$�  ��D
��� x(t) �t ≥ t0) ���
����
� �����
�����2��% ���
���!"��% 5���D�%
��
��
$� #���
��% �� ���!"#%�
� ��
�
���� ���
���!
 �!��
!"����� T > 0 / ����%% � �
�F�%%
$���� ������� � �
�
!%2��% ���

m̃l(T ) = xmax −
xmax∫

xmin

P̃u(x, T )dx, m̃u(T ) = xmax −
xmax∫

xmin

P̃l(x, T )dx, �3��

� #���
��% F�����
���$� �
 �
�����$�  ��D
��� �� ���!"#%�
� ��
�
���� ���
���!
 �!��
!"�����
T > 0 / ������% � !29�$� t ≥ t0 / ����!
����%2� ���
$��!"���� �
���
�����

m̃l(T ) ≤ 1
T

t+T∫
t

x(t)dt ≤ m̃u(T ). �K.�
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������� �K� � ���	
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���� ���
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�� � ���


L0 =
⋃
j

Lj , j = 1,M, ����

$�
M 7 ��!��
���� ����F  ������
���/ � �����
  ������
���� Lj %�!%
��% #�������� � �� ��-
!�� � �� I��� �F $����D� ��$�� �������� ��� ����"�	

4����,3����	 4���" �!% ����
�� ���0�3� #����� �$�����
���
 #�������
 ����
���� L0 �  ��-
��������
  ����
����/ ������
 ���
� 9��"  �
�����!
�� � ���
 ���� � �!% �����$�  ������
����

Lj (j = 1,M) � ������ �# ��������  ����������� �
6
��� � �
�
!
��  ������
���� X (i)
j ∈ X

��



�i = 0, N − 1�/  �����!
���

 ������� ������� �� �9�
� �!���
 ����" �# ��F 9����  �������	
(�$�� ��E ����
���� X �
6
��� ����� ����
�� � �
�
!%
��% � ���


X =
⋃
j

⋃
i

X (i)
j , i = 0, N − 1, j = 1,M, ��3�

$�
  ������
���� X (i)
j  �� ������ j �!% ��%��$� i ���
!%2��% ����
������ �
���
������� �K�

� ��� �!% �����$�  ������
���� Lj � �����
�����2�
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(i)
0 (j) ∈ X / %�!%2�
$��% I!
�
����

�
 ����$� ����
���
���$� �
6
��% ������ i-$� ������� �i = 0, N − 1)/ � ������� ��� ���
����
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�!% �����������
��$� #�������$� � �� ��!�$�  ������
���� Lj �j = 1,M�	
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�!�����" �����$� ���
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��
� �# �
��
�� � �������� ��� �#���������	

�/�3-���� 	 �' 4����,3����2 )�!�  �� ��!���%F ���
���
��% ����
���� Lj Y #�������

� �� ��!�
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���� X �
6
��� ����� ����
�� � �
�
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��% � ���
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�!% �����$� �� ��!�$� ���$�$������� Lj �����
 �
 ����
  ������
���� �
6
��� X (i)
j ∈ X �

�����
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� i-�� ������
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��%
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���� � �K� �
���
������� ��� �!% �����
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(i)
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F �
�6�� �����������
��$� #�������$� � �� ��!�$� ���$�$������� Lj �j = 1,M�	
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�� ��!�
 ���$�$�������/ �� �
#�!"����2��% ����
���
���% �D
��� �
6
��� X (i) ∈ X � ������
i-�� ������
 �i = 0, N − 1)/ $�
 ��� ���
����
� ��� �
 ����
  ������
����  �!��$� ����
����

�
6
��� X / %�!%
��% �9m
���
��
� �� ��!�F  �!�I���� X (i)
j

X (i) =
⋃
j

X (i)
j , i = 0, N − 1, j = 1,M . ��K�

Y��  �#��!�� � �
�
!��" �D
��� ����
���
���$� �
6
��% ����
�� ���0�3� � ���
 ��
6��F �
�!��-
6�
��F ���
���!"��F �D
��� �!% �����$� i-$� �������

xk ∈ [x(i)
k , x

(i)
k ], x

(i)
k = min

j
min

X∈X (i)
j

(xk), x
(i)
k = max

j
max

X∈X (i)
j

(xk), k = 1,m , ��1�
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���� L0 ��!� �9m
���
��% ����F ����
����	 � �!���

�� ��!�$� ���$�$������� ��!� �9m
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H���� �# ������!%2��F ����
� #����� �������!
��% ����
���F ��%#
� � #������
�����
� �
�#�
�%
��F  ����
���F  ����6!
���F �9m
���� %�!%
��% #����� �!���
��#�D��	 &��
���!"���
F�����
� �����F � �
�
!%
��% �
��#�������"2 �����$� �#�
�
��%  ����
���� � #������F � ���

��� �#���� #���
��� �%�� F�����
������/ ����F/ �� ���
�/ ��� F�����
������� ���
����/ � �
�
-
!%
��F ����������� �����
���D�
�	

�!% ��#����% ��
���� �!���
��#�D��  �
�!�$�
��% �� �!"#����" �
���� ���
���!"��$� ���!�#�
j�0Kk B D
!"2 ��#��9���� ��
���� ���
!�������% ����
���F ��%#
�/ ���
����������F �� ���
$��-
D�2 � ���
����2����  ����6!
�����  ��$�������� ��� !
����� �9��� � ���!�#� ��5����-
D�� j1k	

*��������� �9m
���/ � ��������
 � 5���
 �#�����
�����% �#�
�%
��F  ����
���� ������F
�
� ��5����D��	

4�
� �!����/ ��� ���!
��
��% ����
�� Σ/ ������% #���
��% ������ ����"2:

Σ = 〈x, F (x),y〉 ,

$�
 x 0 ���
���!"��
 �F����
 ��#���
��%f y 0 ���
���!/ � ������� �
�9F����� �9
� 
���" $����-
���������
  � �����
 #���
��
 ���9���
��% F (x)	

� ���
���!"��� ���!�#
 ���!��6
� ���
���!"��� ���
!"2 �����2� ���9�!

  �����2 5���-
D�2/  ��F��%��2 �
�
# ��
 ���
���!"��
 �#�
�
��% j�k	

4���" ���� A = ‖aij‖ 0 ���
���!"��% �����D�/ ��#�
�����"2 m × n/ $�
 I!
�
��� aij =
[aij − ε, aij + ε] �����D� A  �
�����!%2� ��9�� ���
���!"��
 #���
��% �#�
�
���F  ����
����
����
��/ $�
 aij 0 #���
��
 �#�
�
��%f j-
 ���!9D� �����
�����2�  ����
��� (j = 1, n)f i-�
 ������
0 #���
��%/  �!��
���
  �� i-� �#�
�
��� �i = 1,m�f ε 0 �6�9�� �#�
�
��%	
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!��
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�
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�
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�%���� �� ���
�/  ���
� ��
 
�" ��#�
�����% �����$� �# ��F �� ����
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  � �
 ���
����
����� � �
�
!
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!�
� I��F ��!���%F �
!"#%/ ��� ��� ���
� ���#��"�%/ ��� �
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 �# �#�
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��F  ����
���� ��!�
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 �
 ��#�
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�
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 � �����F ��$��
�9���������"�%  �� ���� � �
����
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�
���% ��5����D�%/ ��!
�� �����%��% �� �
�!"��F
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���  ����
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�!��
� �!
��2��� �!$�����  �
��9��9����	
1/ ����
���	� ��������� � "�����	 4����
 #���
��% aij #� �!�%2��% �
!������ a∗

j ��
��
$�
#���
��% ���
���!�  � �#�
�%
����  ����
���/ ����������
��$�  � 5����!


a∗
j =

1
m

m∑
i=1

[aij ,aij ].

�p



-/ )����"��	� 	 	�����
��	� �4	'����� 2�����	
 ����(�����	 (�
9�����%  ������
���F �
-
����� � ���!
��% ���
����� � �
�
!%
�/ ���9� �#�
�%
��
  ����
��� �
 ���!��%!��" �� ��
��
$�
#���
��% ���
���!� 9�!"6
/ �
� �� �
!�����

σ = 3

√√√√ 1
m

m∑
i=1

(max(|aij − a∗
j |, |aij − a∗

j |))2.

)�!� ������%��
 �� ���
���!� aij �� a∗
j 9�!"6
/ �
� σ/ �� 
$� #��
�%
� �� #���
��
 ��
��
$�

���
���!� a∗
j 	
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-
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!���	 4�� I���  �!���
� ���
���!"��� �
���� � ����������� #��-
�
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�
��� �/ �!
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��� ��$�� �#����!"�� ���
����"�% � ��F����� �����D
 A	 ��

��� %�!%2��% �
��5�����������/  �I���� ���!%2��% �# A	

'� �!
��2�
� I�� 
 ��9���� ��!���5���������F  ����
���� ����
���!%
�  ���� F���6� �9�-
�!��!
���� �����D� A	

4�
�!��
� �!
��2��� �!$�����	
1/ $����	���� �������J (���	�� A = ||aij ||/ ��#�
�����"2 m × n/ $�
 aij = mid aij / A = ||aij ||/

i = 1,m/ j = 1, n	
-/ $����	���� (���	�� 6��(� G = ||gkl|| �!% ���
���� ����
�� A = ||aij ||/ $�
 k, l = 1, nf n 0

��!��
���� ���!9D�� �����D� Af m 0 ��!��
���� ����� �����D� Af

gkl =
m

m∑
i=1

aikail −
m∑

i=1

aik

m∑
i=1

ail√√√√(
m

m∑
i=1

(aik)2 −
(

m∑
i=1

(aik)
)2

)(
m

m∑
i=1

(ail)2 −
(

m∑
i=1

ail

)2
) .
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��% � #���������� �� ��9������ ��!��
���
���� �D
���	 H� ��9���
�
�� �F������ �!% �!����5�D���
��F  ����
���� #������ ������ � ��!��
���� 5������
��F �!�-
��
���/ � ����
 ��
 
�" �F������  ����
���� ������ �!���
���	

*�#��9���� �!
��2��� �!$����� �!���
���$� ���!�#�  � ���
���!"��� �����D
/ ���
����
�
�����
 �#�
�
���	

1/ E�'�� (��� ���"���� (��"� 	2(��%�(�(	 ����(����(		 4���" ak � al 0 ���
���!"��
 �
�-
���� �# �����D� A/ $�
 k, l = 1, nf n 0 ��!��
���� ���!9D�� �����D� A	 4�
�!��
�� �!
��2��

��!��
���
���
 �D
���:

0 ������%�	� (��"� 	2(��%�(�(	 ����(����(	 dist(ak,al) = max
{∣∣ak − al

∣∣ , |ak − al|
}
, � �
-

�
!%
��
 �  ����"2 �
����� dist(ak,al) = max
{∥∥ak − al

∥∥ , ‖ak − al‖
}
, $�
 ‖·‖ 0 �
������% �����

�� Rn	
0 ��:;;	�	��� kline(ak/al)/ F�����
��#�2��� ��
 
�" !��
���� #���������� �
��� �#�
�%
��-

��  ����
�����f $�
 kline(ak/al) ����������
��%  � 5����!
/ ���!�$����� �!% I!
�
��� �����D�
@���� gkl	

-/ $����� (���	�� �2�	(��� (�� ���"��� (��"� 	2(��%�(�(	 ����(����(		 4�� I��� 
�!�
��9�����% �
�� �F������ 
��" kline(ak/al)/ �� �� �!"#�
� �
 ������
���2 �����D� @���� �# �!-
$������  �
��9��9���� �����F	

+/ F
�����	2��	% 	2(��%�(�� ����(����� �� ������ �����	������ (���	� �2�	(��� (�� ���"���	
4���
�%
� �!�����
���
 �
���� �!���
��#�D��/ ����
 ��� �
��� ��������� ��%#�/ �
���  �!��F
��%#
�/ �
��� ��
��
� ��%#� � ���$�
	

��



'� ��F��
 �!$������ �!���
��#�D�� ��

� �
�
��  ������
�/ � ������F ���
���!"���� ���-
��D��� Sz = ‖sij‖/ $�
 z = 1, k/ k 0 ��!��
����  ������
�/ j-�
 ���!9D� �����
�����2� �������
���
!"�� �#%����  ����
���  ������
�� �j = 1, n�/ � i-�
 ������ ���
���� �����
���
 #���
��%
 ����
����  ������
�/  �!��
���
  �� i-�� �#�
�
��� �i = 1,m�	

�!% � �
�
!
��% !��
���� #���������� �
��� �#�
�%
����  ����
�����  ������
� Σ̂/  �
�-
������ �����D�-�!���
� Sz � �!
��2�
� ���
	 4���" y 0 ��F��  ������
��/  �
�����!%2��� ��9��
m-�
���� ���!9
D �����D� Szf �����D� !��
���$� ���9���
��% A/ �9��#�����  ��
� ���!2�
��%
�# Sz ��9�����$� ���!9D�	 (�$��/ ��

� ���
���!"��2 ����
��:

Ax = y.

�!%  �!��
��% x �� �!"#�2��% �
���� �  �������D�� �� ������$� ����
���� �
6
��� ���
�-
��!"��� ����
�� !��
���F �����
���/  �
�!��
���
 8	4	 A���� � �	�	 A���������	

� �!���
/ 
�!� ��#�
�����" ���
���!"��� !��
���� ����
�� �����
��� �
!���/  �%��
 � �����


E �� ������$� ����
���� �
6
���/  �� ������� �� �����2��% ��
 �$��������2��
 $� 
� !��-
�����/ ���������% �����E����	 4� I���  �����
 �� �!"#�2��% �����
���
 �D
��� �!% �� ������$�
����
���� �
6
��� �!�/ ��� �������!"��/ 
$� �
������% �  �������D�%	

4�� �
��#��������  �!��
��% !��
���$� ���
���!"��$� ���9���
��% ��#��9����� � �
�!�#�-
���� �
������  �!��
��% #���������
� �
��� �#�
�%
����  ����
����� �� �����
 �
����
�
���
�  �������D�� 5���D��	

+ ��9�D�% ��#��9������F �
�����  ���#����!��" �!% ����
�� � ���!
��% ���
����� �#$����-
!
��% !� ���
� ,O��	.K.	...	... �# ���
���!� L&#�!��M-p4;v1:4
�� !��� �� '�����- ���#���-
���
����  �
� ��%��� l+I����!�l �;��������% �9!	/ $	 8�� ����	 &�F������ ������� �!% �D
���
���
���� %�!%!��" �#�
�
��
 31 !� ���
�  � �������!
���F #������� �1  ����
����: x1 0 �$�!
����������% $��9�6��/ x2 0 �$�! ����������% ��9��
�  ��
�F�����/ x3 0 ������/ x4 0 ����/ x5 0
��!���� �����!�% �� ��9��
�  ��
�F�����/ x6 0 ��9���
���% �������/ x7 0 ����
�� �9����  ��!

���!
���/ x8 0 �$�! φ/ x9 0 �����/ x10 0 �!������" �  ���#������
����  ��
�
���/ x11 0 ��
�%
 �� ����/ x12 0 ��
�% �
����9��9����/ x13 0 �
� 
������ �  ���#������
����  ��
�
���/ x14 0
������	

4���
�
��
 ��#��9������F �
���� � �!$������� ��%��!�  %�"  ������
�/ � ���F �# ��F ��-
 ������$� ����
���� �
6
���/ � �����
����
���/ ���
���!"��$� !��
���$� ���9���
��%/ �
 ���
-
����
�	

4
���
 ����
��
 ���9���
��
 ��

� ���:

x5 = [−0.3356,−0.3354]x9 + [0.0399, 0.0401]x7,

 �� I��� �������
 F�����
������� ���
!�: #���
��
 5���D����!� � ��������
 .	.��p/ ��
��
����-
�������
 ���!��
��
 ���
!� �� �#�
�%
��F �����F .	.K�1	

�����
 ���9���
��
 0

x6 = [0.7407, 0.7463]x14 + [0.2052, 0.2108]x3 + [0.0487, 0.0543]x8,

#���
��
 5���D����!� � ��������
 .	�pK1/ ��
��
�����������
 ���!��
��
 ���
!� �� �#�
�%
��F
�����F .	1.p�	

(�
�"
 ���9���
��
 0

x4 = [0.0136, 0.0144]x11 + [−0.0799,−0.0791]x12 + [−0.0894,−0.886]x13,

#���
��
 5���D����!� � ��������
 .	3K3�/ ��
��
�����������
 ���!��
��
 ���
!� �� �#�
�%
��F
�����F �	�.K1	

'� �����
  �!��
���F #���������
� I�� 
����� ����
��� � ���!
��
� ���
�����  �
� ��%��%
9�!� � �
�
!
�� �
���
���D��  � � ���!
��2 � �D
��� ���
���� �#$����!
��% !� ���
�	 (����
�9��#��/ �
#�!"���� ��
��
��%  ����
���!� I55
��������"  �
�!��
���F �
����� � �!$�������	

�������	��

!+ ��
L
 @��� k��	�������	 �� 	���
�	��
	 �����
 
 
� �
��	���	 �	�	�
	 22 o
�++++ ����+ )
�+.
��+
����+ " [����
�
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%+ 0��.��DF ��� W�
XB�
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 �� ��	�	�
	 � 
��	�������	 ���
��	�
�R (	�+ � �� �+ " h+R h
�� !a76+

4+ ����� ��O� k��	�������� ����
�+ " [����
�
���R [����� !a7!+

#+ ER��� M�@� j���
� 
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�	���� 
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��
� 22
h��	
��
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�
� ��	���
��

.�����7����'��!��	
 !���"���������
 ��	����	���� .�����7����'��!� $���	%
������� $������$�%�
�����������&����
��


���������

L�� �����	�
� ������
� k���2���1�	������������� ����`	�
 ����	
������ �������	������ ��
3���
	
����
�
 	���� :�����
� �	
 ����	
����
�	� �
��	 �
�����	��
 ��� �����
�� � ��	�������
� ������
����������� �����
 ��	
�
� �
�����
� �	
 � ��	�������
��
�������<�� ������	� �
��
��
 �	����
�������<�� ��
���2���	�
����� ������� �� ���	 ���������
 ����������� �
������	
�
�� 1 ����
�
���
	� 
�������	�
 �<` 
��
 ��
���2���	�
����� ��������

	
��
��
 �
���� �
�������<�� ���������
� ��	��������� ���������
� �
������	
�� ��	������ 
	�
���
�� �
�
	
��
�	� �
 ���������� k���2��� 1�	����� ������
��������� ()&'(%G%#! &),=9$%#!� %#$"*-'( &),=9$%#!� ()&'(%G'$)*� %#$"*-'(� 0"!,"#$� %#&(90%)# ,)#)$)#%&%$P�
e'.90O'� l%$'0"O� M*'!"*

	2 #��3����

� �#�
����� ���$
 j�k ��������
�  ���
� ��F���
��% ���
!

In =
1
e

∫ 1

0

xnex dx, n = 0, 1, . . . (1)

i���/ ��� I0 = 1 − e−1	 ����#�� In �
�
# In−1	 &��
$����%  � ����%�/  �!���
� �
����
����

���
�����

In = 1 − nIn−1. (2)

)�!�  �������" �����!
��
 I1, I2, . . .  � 5����!
 �3� �� �
�!"��� ��� "2�
�
/ �	
	 � ��
���
����$!
���/ �� ��
  �� n  ��%��� ��0K.  �%�!%2��% #��
���� �
 ����� ���9��
 �����D��
!"��
�
#���
��% In ���	 ���!9D� 1/ 
 ��9!	 ��	

(�9!�D� �	 *
#�!"���� �������� ��#����������  ���
�� O�4

n In n In n In

. 	
K3 �3.� p 	��3 13�
 �1 -��p	 ��pK
� 	K
p �p�� � 	�.. �
K �� ��� 
1�

3 	3.p 3p�
 � �	1�K 3�
 T-.3 �
 -��1 K�	K
K 	�p. ��K3 �. �	.
p 111 �p K3� 11�K
1 	�1� �K1 �� 	113 ���3 �� -1�� �.�� T�.p
� 	�3
 p��� �3 -1	K�. �p1 �� �	��K .3K T�.�

 	��3 13�
 �K �p	.13 �
 T-.� 3. -3	33
 .1
 T��.

;����  ���#��" j3k/ ��� ��#���
��% I�� �
 ��%�����" ��������
� 9!�#��F #���
���	
8 ���$�� �������/ %���/ ��� ��
��D�����  ��D
�� �3� �
��������	
&#  
���$� � ��
�"
$� ���!9D�� ��9!	 � � j1k �����/ ���  
�
F�� � ��!��
���� �������
 �
 � ���
�

�� ��������5�	 H�� !�6" �!
$�� ���!�����
��%	

�2 �������/0���/���/�'):��� �-+�/����� +������ F#


4������� ��� �
  ���
�/ �� I��� ��# � ���
���!"��-!���!�#�2�
� ���
�
	 8!
��% ������ �
��
-
�
 � ��� �#�D�%F j3k/ #� �6
�  ����2 ����" �
����
����$� ������6
��% � ���
#��F-!���!�#�����F	
4�!���� ��!2�
��


In ∈ 1 − n [In−1] (n = 0, 1, . . .). (3)

� �
�  �� [In−1] ��

��% � ���� ��F������ ��6���� ���
���!-!���!�#���� �!% In−1.

�.



(�� ���  ����% ����"  � � ��%����� ������ �
��
�
 %�!%
��% !���!�#������ �!% In/ �� ����� 


��� � �9�#�����": [In]	 (�$��/  ������% �� �������
 ������#�D�2 ��	
	 �� ���$��
!"��
 ���6��
-
��
 !���!�#�����  �� �� �!�
��� ����������F � 
��D��/ ��%#����F �  �%�!
��
�  �$�
6����
��/
#� �6
� ��!"�
�6�2 ��#���������" ������6
��% �3�:

[In] = 1 − n [In−1] (n = 0, 1, . . .). (4)

8����
�����2��%  ��$����� �� %#��
 ���
���!"��$� ���
�9!
�� j3k �5���!
�� � jKk/ ��9!	 3�3	�	
*
#�!"���� �
 �
���!"��F 6�$�� ���
���!"��$� ����
��  ���
�
�� � ���!9D�F 30K ��9!�D� �

� j1k	
'
�����������"  ��D
��� �3�  
�
������%/ 
��
���
���/ ��  ��D
�� �1�	 &�
���/  �� ��#��������

n 6����� !���!�#����� ����
�/  ���
� � �����
��
�	 '����
D/ ��
  �� n = 9 ����� ����������-
���"/ ��� ��!"�
�6�� ����
� 9
� �
��
�
� �#-#� �
#��$�  ��
��% ��������	

&���/ ���
���!"��-!���!�#�2��� ����
�  �#��!%
� ��
 ��
�% ������!������" �������" ��
$�
�
�  �� �9����F/ ���
���F �����!
��%F�/  ����!"�� �� �9!���
� ��������� ����#��
!"�����	 '�

�� ���
� 9��" �������
��� �
�����!"�� 9�!"6�% 6����� !���!�#�����/ � #�����/ ��#��� ���
�-
��!"��� ����
��� ���
����	

H��
���/ ��� �  �#�D�� ������������ ���!
���F ����E��� ����
 �
 ��$!� � 9��"	

52 %���/�'):��� )-����7��-�������� +������ F#


'����
D/ � j1k ��
!�� �
6��
!"���  ����� 7 �� �!"#����� �
  �
����
����/ ����
 ��E�  
�
-
�
�
��
 ��#��F !���!�#������ ����$� � ��$� �
 ���!� �!� ����
����	 4� ���� ��������
��/ ���
���
� �������" ����
�� !���!�#�D�%/  �!��
���% ���!����
���	 (����D�����
 �����!
��% I���
��#�������� �
 ��
2�	

8 ����� �������/  � ���
���!"���� ���!�$� �1� �
����
����� 5����!� �3� ��!"�� ��� �����-
!%!�B" !���!�#����� �  ����
���
�� �����!��
!"��% �
�����������" �����$�  ��D
���	

8 ���$�� �������/ �
��
���
����  ��
� � j3k ����#��� �$�����
�����" {In} 7  �!��
�� �
��-
�
����� 1/(n+ 1) < In < 1/n	

8����
�����2��� ���
#�� 7 �
 ��� ���
 ��� 
�
 ���� ����
�� !���!�#������:

[In]′ = [1/(n+ 2), 1/(n+ 1)] " In.

8 �F  ����"2 ����� l��%�"l ��������5��
���� ���� 6�����	
� ����� �
!
/  
�
�
�
��
 ���
���!"��F !���!�#������ 
��" ���
���!"��� !���!�#����:

In ∈ (1 − n [In−1]) ∩ [In]′. (5)

4�!����
[I0]∗ = [I0],

[In]∗ =
(
1 − n [In−1]

∗) ∩ [In]′ (n = 1, 2, ...). (6)

��� ����� �� ��
�!"��� ���
!� ���
���!"��F �����!
��� jKk�/

w
(
[In]∗

)
≤ w

([
1

n+ 2
,

1
n+ 1

])
=

1
(n+ 1)(n+ 2)

. (7)

H��2�� �!
��
�/ ��� w (In) → 0	
4���
������ I��� ����
�6
����������� ���
���!"��� �!$�������� ����	�	 #	�� ���9!	 3�  ��-

�
�
� 
�E ���� �
��2 ���!
���F I�� 
���
����	
8!
��% I���  ��$����
/  ���
!�
� �����!
��%  �� �
F �
 n/ ��� ���

	
*
#�!"���� ���
�����% � �/ 1/ � ���!9D�F ��9!�D� � � j1k	 '� I��� ��# 6����� �
 ��!"�� �


��#�����
�/ ��/ 9�!

 ��$�/ ��

� �
��
�D�2 � �������
!"�� ���!" �$���� ��!�� #���
��%�	
O�!

 ��$�/ �������
!"��% 6����� ����
 %�!%
��% 9
����
��� ��!��:

w
(
[In]∗

)
|In|

≤
w
(
[In]∗

)
(n+ 1)

≤ 1
(n+ 2)

→ 0 (n→ +∞). (8)

(���� �9��#��/ �
#�!"���� [In]∗ ������%��% ��E 9�!

 �������	
&���/ ����
�6
���������
 ���
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f(x, y) = x2 + y2 − cos(18x) − cos(18y) (∗)
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���!� #����%� �� Δt	 �!%  �!��
��% ��
6��F �D
��� ��!
� ������-
������ 5���D�� �3�  �
�!�$�
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 �!���� ���� �
�
���
���-#������ ���
���! Z = [z1min, z2max]/ ������� � 9��
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�
�
���F/ %�!%
��% ��#������ �!�9� �
 � �
�
!
��� � ������ ����

�x/ y� � ����D��
!"��� ��������
� x	 &�������
��� �������
 �$�����
��% �� #���
��% x � y/  �
����/ ���
!%2� �9!����/ � ������F ��
 
���% 5���D�% �
 �
�����	
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������ �����!
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���� 5���D�� xy 9
# ����F-!�9�
�$�����
��� �� #���
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5���D�� �!% ����
�� {d\P][B j�k	

���!�� ��$���#���� �!
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��� �����!
��%
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���� 5���D�� � �!���2 �
����D��
!"��$� ��������%	 � *�#�
!
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 ��F�� �# *�#�
!� 3 �����������
��% �!% �%�� ������F �!���
�	 � *�#�
!
 1 �9�����2��% �� ����
�� �!"#������  �
�!��
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! � ���
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!"��
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����%	
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���!"��$� ���6��
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��� �� ��������
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$�� �������% � �!���2 �
����D��
!"��$� ��������%	
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��� ��
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 ���!� ��-
��
�/ ������
 ����� �  ����"2 �����
��� �������
!"�� �����������F  !������
�  �
�9��#����"
�  ������
���� $��5��� xy �!% �
����D��
!"��$� ��������% x	 4�  �����
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!"��� yf
00 = 1	
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���
���
 #���
��% ��$�� � ��!"�� ��$��/ ��$��

sin(y · arg(x)) = 0	 ,
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����� �� �!�%
��% ��!"�� � ����� �# �!
��2��F
�!���
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���������% ���9" � �
�
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���
!
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���������% ���9" � �
���� #���
���
!
� �� �
�
���� ���!��
!
��/ x ∈ R+f
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���
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���
!
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• y 0 ����D����!"��
 ���!�/ x ∈ R+	

H9�#����� �
�
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���� X 	
H9�#����� �
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�
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���
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�����
!"��/ �
�
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���$� ���
���!� B � !29�$� ���
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 ���� ���
����:
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!"��� ��������� �#� ���!2-
�
��
� ����� x = y z .�/ ��
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&��
���!"��
 ���6��
��
 c�A/ B� ��
 
���� 5���D�� 9
# �$�����
��� �� #���
��% ��������%
�  ���#��
!% #���
��% �!
��2��� �����
��
�:
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�
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��2��� �9��#��:

• c�A/ B� z Bw� c0�A/ B� ∪ c0�0A/ B� ∪ 0c0�0A/ B� �/ 
�!� B 0 �
 ���
���� ���
���!f

• c�A/ B� z Bw� c0�A/ B� ∪ c0�0A/ B� �/ 
�!� B 0 ���
���� ���
���!/ ���
������ �
���������2
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v�
�
���
uf
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���!/ ���
������ �
���������2
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���
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�!� B 0 �
 ���
���� ���
���!f
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���
���� ���
���!
 B	 ���$��� �!�����/  �� ����D��
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��������

���!�	

62 9���*���� �1 �-+�/0'������ +��3/�,������ +�3;�3� �� E#8

� I��� ��#�
!
  ��F��/  �
�!��
���� � *�#�
!
 3/ �����������
��% � ����� #�
��% �� �!"#�-
����% �� Y�;	

��� ��
 ���
��!��" � *�#�
!
 �/ ���
����
� �%�  ��
��� ;H/  �#��!%2��F �����!%�" ��-
�
���!"��
 ���6��
��
 ��
 
���� 5���D�� �!% �
����D��
!"��$� ��������%	 4�I���� ��
�
��

�����!
��% ���
���!"��$� ���6��
��% ��
 
���� 5���D�� � �!���2 �
����D��
!"��$� ��������%
%�!%
��% � ���������	

8 ����� #�
��%  ��$�����������%/  �
�!��
���
 � *�#�
!
 3 ��
�
��
 � �!���2 �
����D��
!"-
��$� ��������% %�!%
��% ������!"��� ��#9���� ���������/ ������ �����
�����"  ���
��� ��!����/
� �
�
!%2��F I�� ��������/ #������ �� 5������/ � ������� F���%��% �
�
���
���
 ���!�	

��3



)�!� $����D� ���
���!�� F���%��% � 5�����
 <TTT-p�1/ ��/ ��� �� ���
!� � 4���
�
 K	K/ �����-
��
 ��
�%  �� �����!
��� #���
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 � �!���
��#�D�% � �	�	 8������
!"��� ���!�# I55
��������� �����!
���
�� �����
 �����D�����$�  ��F��� ��
��� ����
�"6�F ����������/ ���
!!
����!"��F �
F��!�$��
��
������ "2���$/ $
�
���
���
 �!$������� �  ��F��� ��������� "2���$�  ���
�����������!
 �
����
����  ��!
��
$�  � 9������
�����2 � �������� j�03k	

�  !��
 ��#����%  ��F��� ��������� "2���$� �� �!��� ���
���!"��F ����
� ����� ���
-
���" ���
!"��
 �
#�!"����: �����!��
!"��
 �!$������ ���$�!%���$� ��#!��
��% ���
���!"��F
�
������
!"��F � !����F� �����D �� �����
 D
������$� � ��� �����$�  ��F����/ � $����
����$�
�
���� j10�k/ �
#�!"���� �
6
��% #���� �9��
��% � ��� �#������% j1k	

� ���!��
  �
�����!
�� �
#�!"���� ��#����%  ��F��� ��������� "2���$� �!% ���!�#� ���
�-
��!"��F ���$��
���F/ � 
�������  �!���
��F �����F ����
���!"��F }WQx-��9���	

�2 J��3������� �/������ -���)/������ ��'/�,����
�������/0��� ����������� �����(�

4���" ���!�#���
��
 ��F����
 �����
 � 
�������  �
�����!%2��% � ���
 ���
���!"��� ���-
$��
���� �����D� �}WQx-��9�� A ∈ IR

n×m×k/ IR
n×m×k 0 ���
���!"��
  ����������� �����
�-

����2�
� ��#�
������	 ��� �#�
����/ ���
���2 ���$��
���2 �����D� A = {aijl} ∈ R
n×m×k/

A ∈ A ∈ IR
n×m×k �����  �
�������" �
�
# ��� ��
��� ���$�!%���$� ��#!��
��% � ���
:

A = s1Z
B
1 X1Y

T
1 + s2Z

B
2 X2Y

T
2 + .....+ spZ

B
p XpY

T
p ,

$�
 si = XT
i AYiZ

B
i / Y T

i Yi = 1/ XT
i Xi = 1/ ZTB

i ZB
i = 1/ i = 1, 2, . . . , pf p 0 ���$ �����D�f

s1 ≥ s2 ≥ s3 ≥ .... ≥ sp ≥ 0 0 ������������
 ���$�!%���
 ���!� �����D� Af Yi, Xi, Zi 0 ����-
�
����
��� ������������
 !
���/  ����� � $!�9����� ���$�!%���
 �
�����f �
�F��
 ���
��� T
� B, �����
����
���/ �#����2� � 
��D�� ����� ���������% � ����� ���������% � $!�9���	

��




8��$�!%���
 ���!� si(A) ���
���!"��� ���$��
���� �����D�  �
�����!%
��% ���
���!��/ �$��-
������2��� ����
���� i ���$�!%���F ���
! !29�� �����D� A ∈ A ∈ IR

n×m×k:

si(A) = �{si(A)|(∀A ∈ A)}.

9�3�*�	 '���� ������� � �������� ��������� D
!
��� 5���D�� 7 ���$�!%���$� ���!� si(A)
� �9!���� � �
�
!
��% I!
�
���� ���
���!"��� �����D� A ∈ A ∈ IR

n×m×k	
*
6
��
  �����!
���� #�����  �!��
�� � �� �!"#�����
� ����5���D�� $����
����$� �!$������

�����!
��% ���
���!"��$� ���$�!%���$� ���!� j�k �!% �!���% ���
���!"��� ���$��
���� �����D�
A ∈ IR

n×m×k	 �����!��
!"��%  ��D
���� ������#�D�� � �������#�D�� ���$�!%���$� ���!� si(A)
 �I!
�
���� � ���
���!
 A ∈ IR

n×m×k  �
�����!%
��% �!
��2��� �9��#��:

Âk = Ak + d · ZB
i (Ak) ·Xi(Ak) · Y T

i (Ak),

Ak+1(i, j, l) =

⎧⎨⎩
A(i, j, l), Âk(i, j, l) < A(i, j, l),
A(i, j, l), Âk(i, j, l) > A(i, j, l),
Âk(i, j, l), Âk(i, j, l) ∈ A(i, j, l),

A0 ∈ A ∈ IR
n×m×k,

$�
 Zi(Ak), Xi(Ak), Yi(Ak) 0 �����
����
���/ $!�9�����/ !
��� �  ����� ���$�!%���
 �
����� ���-
��D� Ak/ d ∈ [−1, 0) ∪ (0, 1] 0 ��I55�D�
��/ F�����
��#�2��� �� ���!
��
 �������#�D�%/ �����-
��#�D�%� � �!��� 6�$� � ����#�D��/ A0 0 ����!"��% �����D� ��
��D��	

��6
���#����% ��
�������%  ��D
����  �#��!%
� � �
�
!��" ����22 � �
�F�22 $����D� ��-
�
���!"��F ���$�!%���F ���
! si(A) ���
���!"��� ���$�!%���� �����D� A � #������� �������"2	

����
��� �������� ��
��������  ��D
���� � �
�
!%2��% �!
��2����  
�
�
�����:

M =
1
l

k∑
j=k−l+1

si(Aj),

J =
1
2

k∑
j=k−l+1

|sign(M − si(Aj)) − sign(M − si(Aj−1))| ,

$�
 Aj 0 j-�% �����D� ��
��������  ��D
����/ k 0 ���
� �
���
$� D��!� ��
��D��/ M 0 ��
��


���5�
���
���
 i ���$�!%���F ���
!/  �!��
���F �� l  ��!
���F D��!�F	 4
�
�
���% J ���#���
�
�� ��!��
���� ��!
9���� D
!
��� 5���D�� ��������
!"�� ���������6
��% �
!������/  �!��
����
�� l  ��!
���F D��!�F ��
��D��	 &�
��D�2 �
�9F����� �������!����" � �!
��2��F �!���%F:

• ��!��
���� ��!
9���� #� � �
�
!
���
 ��!��
���� D��!��  �
���F���� #������2 �
!�����f

• ���������
 ��!
9����f

• ������
��
 D
!
��� 5���D�� ��!%	

	
��!���
 �������� ��
��D�� ��

� ���:

(J > l − 2) _g (J = 0) _g (si(Ak)).

4�� ������#�D�� i ���$�!%���$� ���!�/ ��
�������2  ��D
���� ����� #�����
!"�� �������"/

��9���� � ������ D��!
 �!
��2�

 ��!���
: 
�!� Ak+1 �= Âk/ A0 ∈ A/ A0 =
i−1∑

j

sj · ZB
j Xj · Y T

j / ��

Ak+1 = A0	
'��
  ���
�
� �����!��
!"��� �!$�����  �!��
��% �D
��� $����D i ���
���!"��$� ���$�!%�-

��$� ���!� ���
���!"��� ���$��
���� �����D� A	
4���" A0 ∈ {inf(A),mid(A), sup(A)}/ �
!����� 6�$� � ����#�D�� ����� d = −1  �� �����!
���

����
� $����D�/ d = 1 0 �
�F�
� $����D�	
4�
�!��
���� �!$����� ���
���� �!
��2��
 6�$�:
e�� 		 4���
��� ��6
���#����2 ��
��D�2/ ������� ����
�����"  �� �� �!�
��� ��!���%

�������� ��
��D��	
e�� f	 4���
��� ��6
���#����2 ��
��D�2/ �� � ���
���
 ����!"��� �����D�  ���%�" �����-

D�/ �� ������� ��������!��" I�� ��
��D�% ��  �
�����
� 6�$
	 4�� I��� ��I55�D�
�� d ��
�"-
6��" � ��� ��#�	

��p



4� #��
�6
��2 �����$� �!$������  �!�����% ��� #���
��% S = {S(inf), S(mid), S(sup)}  �� ��
F
��#!����F ��������F �����D�F	 4���
�/  �� d < 0 ����
�"6�� I!
�
�� �# ����
���� S 9��
�
�D
���� ����
� $����D� ����
���� i ���$�!%���F ���
! ��
��#�����F ���
���F �����D �# A	
4�� d > 0/ ���9�!"6�� I!
�
�� �# S 9��
� �D
���� �
�F�
� $����D� � �������"2 ε	

(���� �9��#��:

inf{S(inf), S(mid), S(sup)} ≈ inf{si(A)|(∀A ∈ A)}, d < 0,

sup{S(inf), S(mid), S(sup)} ≈ sup{si(A)|(∀A ∈ A)}, d > 0.

� ���!��
  ���
�
�� ���!
���
  ���
�� �
�!�#�D��  �
�!��
���$� �!$������/ �D
�
��  �-
���
��� 
$� 9������
�����%	 '� �����
 I��$� �!$������  �!��
�� �  �
�����!
�� ����5���D��
�����!��
!"��F  ��D
��� �!����5���D�� � �!���
��#�D�� ���
���!"��F ���$��
���F �����F	

4���
�
�� �
#�!"���� ��#��9���� ���
!!
����!"��F ����
� �!% �
6
��% �
�!"��F  ���!��-
��F #����	 4�
�����!
�� ���
�����
���
 ���
!�/ �����!��
!"��
  ��D
���� � �
#�!"���� �D
-
������% ��
�����F ������/ �!����5���D�� ������ I �#�����
���$�  ��D
��� � ��#!����F !���-
6�5���-I��!�$��
���F ������F  �������$� ���$� ����	

�� �������	��
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Y+ @�����/� @���� J�lU�B��/ 0��� ���
��
�	����� ���-	���� ���	�	�	�
� �
� ������� �
�	� 
�.
�	�������� �	����
�	����� 
���
-� 22 t���� �000 ����������� 
	����������� �����.�	

����
}h	���� ���


��-

 
 
� ��
���	�
�~+ t�
 #� k��	�������� ����
�+ " k������R k,uh ,Z *j[�
%&&Y+ " ,+ ''"6!+

'+ @�����/� @���� V�RH�/ J���� 0B
�H�/ C�0�� 0BF+����� 	�V� k��	��	��������� ����
� 
��.
 �
	���� ������+ " j�
���� %&&'+ " !&7 �+

���



�!# �)�(1!"6 � ! /G#'�6 - #&%"

!��- !1��2 ')�%��#&)

��1� 1#���
�	

.�����7����'��!��	
 !���"���������
 ��	����	���� .�����7����'��!� $���	%
������� ��������!������


���������

6�����	�����	�
 �����������
 �������	�����
 ������ 
���������
 �
 ��	
�� �������2�� ������	
�
���
�� ���	�
���
�	� ��
	�
����
�
 ��	��
 � �������
�	� 
	 	������	���� ��
�
��	�
 ���2������
�
�
 ��<��	������ ����� �� ���	 ���
���
����
 ����� ��	��������� � ����	���� g

�<��	�
 
 �������
	�	�� �
�����
����
 �� >15�

	
��
��
 �
���� ��	��������� ���������
� ����	��� ���������

��������� %#$"*-'( &),=9$%##!� 89GGP &)#=9$%#!

	2 �������/0��� ����3 ������07�; ���3�����

*����������
��% #����� �	&	 ;
��
!

��0+	+	 ;������0h	�	 ,������ j�k � �
�
!
��% #�����
������������� y = ax+ b �#�������!�$� �����% NaNO3 �!% #���
��� �
� 
����� xi:

0, 4, 10, 15, 21, 29, 36, 51, 68.

�
!����� ������������� �#�������!�$� �����% �!% ��
�
���F �
� 
�����  �
� �!�$�2��% ���
�-
��!"���� ���!��� Yi

[66.6, 66.8], [70.0, 72.0], . . . , [125.0, 125.2]. (1)

� ��!� ��� ���
���!"���� �����2��% #���
��% �
� 
����� Xi

0 = [0, 0], 4 = [4, 4], . . . , 68 = [68, 68],

� ���
 �
�#�
����
  ����
��� A = [a − δ, a + δ]/ B = [b − ε, b + ε]	 X�
�" a = 67.5/ b = 0.87
0 �!�����
���
 #���
��% �D
����
��F  ����
����/ δ, ε 0 �
�#�
����
  � �����	 ��
�
� ����!�
�
�%#��

ηi = |Yi −A−B ×Xi| (i = 1, . . . , 9).

4����
��� δ/ ε ��F��%��% �# ��!���% ��$�/ ���9�

Q =
9∑

i=1

η2
i

9�!� ������!"���/ ���  ������� � �����
��%�

∂Q/∂ε = 0,

∂Q/∂δ = 0.

4�����%��% �
#�!"���� ���
!�������% �� Y�; I��F �����
���	
H9��� �!���� ���!
������% I��� #�����/ � ����
 #���� ����$��5�� j3k ������� � ���!
�������

����
�
zk = Hkx (k = 1, ..., N), (2)

$�
 zk 0 m-�
���� �
���� �#�
�%
��F ���
���!"��F #���
��� �� �����������
���  ���
�
 m = 9
�
!���� ��������������/ Hk 0 �#�
����% �����D� �# m ����� � n ���!9D�� �� �����������
���
 ���
�
 n = 2�/ x 0 n-�
���� ���
���!"��� �
���� �
�#�
����F  ����
����	 '� �����
 �
����
���F�����
���F  ��D
���� j3k �#���2��% �
��
�� ���
������% �
6
��� � �3�	

���



�2 ��*����� ����3 ������07�; ���3�����

�
���� �#�
�%
��F �
!���� ��� ����� #� ����" � ���
 ��
�$�!"��F �
�
���F ���
!

[66.6, /66.7, /66.8], . . . , [125.0, /125.1, /125.2]. (3)

r��!� �K� %�!%2��% ������� �!���
� �
�
���F ��� 
D
�����F ���
! jKk ����

C = [c1, /c2, /c3, /c4], (4)

$�
 c1, c2, c3, c4 ∈ R. ��� �
�
���
 ����
���� C #� �6
��% � ���


C = {(x, μC(x)) | x ∈ R},

5���D�%  �����!
������

μC(x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0, 
�!� x < c1,

(x− c1)/(c2 − c1), 
�!� c1 ≤ x ≤ c2,

1, 
�!� c1 < x < c2,

(x− c4)/(c3 − c4), 
�!� c3 ≤ x ≤ c4,

0, 
�!� x > c4.

Y�� 5����!� �
 � �
�
!
�� �!% c1 = c2/ c3 = c4	 4�!�$�% �!% I��$� �!���%

μC(x) =

⎧⎪⎨⎪⎩
0, 
�!� x < c1,

1, 
�!� c1 ≤ x ≤ c4,

0, 
�!� x > c4/

 ��F���� � ���
���!"��� ���!��

[c1, /c2, /c3, /c4] = [c1, c4].

+��!�$����� �9��#��/ 
�!� c2 = c3/  �!���
� �
�
���
 ��
�$�!"��
 ���!�	
4���" A = [a1, /a2, /a3, /a4], B = [b1, /b2, /b3, /b4, ] 0 ��� 
D
�����
 �
�
���
 ���!�/ �!% ������F

� �
�
!�� �!��
��
/ ��������
/ �����
��
:

A+B = [a1 + b1, /a2 + b2, /a3 + b3, /a4 + b4], (5)

A−B = [a1 − b4, /a2 − b3, /a3 − b2, /a4 − b1], (6)

A×B = [min(a1b1, a4b1, a1b4, a4b4),

min(a2b2, a3b2, a2b3, a3b3), (7)

max(a2b2, a3b2, a2b3, a3b3),

max(a1b1, a4b1, a1b4, a4b4)].

4���" 0 /∈ [b1, b4]/ 0 /∈ [b2, b3] � c1, c2, c3, c4 ∈ R ������/ ��� c1 ≤ c2 ≤ c3 ≤ c4, ��$�� � �
�
!
��
��� 
D
�����
 �
�
���
 ���!� C = [c1, /c2/, c3/, c4], %�!%2�

�% �
!
��
� �
�
���F ��� 
D
�����F
���
! A �� B �
�
# �
!
��
 ���
���!"��F ���
!/ �	 
	

[c1, c4] = [a1, a4]/[b1, b4] = [a1, a4] × [1/b4, 1/b1],

[c2, c3] = [a2, a3]/[b2, b3] = [a2, a3] × [1/b3, 1/b2].

&# ���/ �
� �!
��2� #����� ���������������

A+B = B + A, A×B = B ×A,

� ����
 #����� ����D����������

A+ (B + C) = (A+B) + C,

A× (B × C) = (A×B) × C.

�3.



H9�#����� �
�
# 0 = [0, /0/, 0, /0]/ 1 = [1, /1, /1, /1] �
����!"��
 I!
�
��� �!% �!��
��% � �����
-
��%:

A+ 0 = A, A× 1 = A,

��/ ��� � �!% ���
���!"��F ���
!/

0 ∈ (A− A), 1 ∈ (A/A).

X���� ��9������9���������
A(B + C) ⊆ AB +AC

 ���9�� j1k ���
� 9��"  ���!!2���������  ������
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[1, /1, /2, /2]
(
[1, /1, /3, /3] + [−2, /− 2, /, 2, /2]

)
= [−2, /− 2, /10, /10],

[1, /1, /2, /2][1, /1, /3, /3]+ [1, /1, /2, 2][−2, /− 2, /2, /2] = [−3, /− 3, /10, /10].

X� �6
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D
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�
���F ���
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[0, /0, /0, /0], [4, /4, /4, 4], . . . , [68, /68, /68, /68].
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!����� Yi ������������� �#�������!�$� �����%:

[66.6, /66.7, /66.7, /66.8], . . . , [125.0, /125.1, /125.1, /125.2].
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Zi = Yi −A−B ×Xi (i = 1, . . . , 9),
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 Zi = [z1
i , /z

2
i , /z

3
i , /z

4
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ηi = |Zi| = max(|z4
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i |, |z3
i − z2

i |)
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i = z3

i / z
1
i = z2
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η2
i

 �� ��!����/ ���
a1 ≤ a2 ≤ a3 ≤ a4,

b1 ≤ b2 ≤ b3 ≤ b4.
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FCG$C3% ?@AAB3C�DE -G@DF@D25

DBFH ?; , CH�GC* ?D;/ � ?D;0 � ?D;9 � ?D;4 � CH3( H;* 5

)3C 3 � 6 � ?; 5

6H$�;

3�?D;/ �, / 5

3�?D;0 �, 0 5

3�?D;9 �, 9 5

3�?D;4 �, 4 5

6 �, 3 5

IC�DH(;-J3,.J� 3�?D;/�/��� J��J� 3�?D;0�/��� J��J�

3�?D;9�/��� J��J� 3�?D;4�/��� J1J25

IC�DH(;-J3<6,.J� 3�?D;/ < 6�?D;0�/��� J��J� 3�?D;0 < 6�?D;0�/���

J��J� 3�?D;9 < 6�?D;9�/��� J��J� 3�?D;4 < 6�?D;4�/��� J1J25
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3�?D;/ �, / 5

3�?D;0 �, 0 5

3�?D;9 �, 9 5

3�?D;4 �, 4 5
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IC�DH(;-J�/,J25 CH3*- 3�?D;/ 25

IC�DH(;-J�0,J25 CH3*- 3�?D;0 25

IC�DH(;-J�9,J25 CH3*- 3�?D;9 25

IC�DH(;-J�4,J25 CH3*- 3�?D;4 25
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����
 #� ��� � �	�	�	 Y��
�9m%��%
��% �
�/ ��� � 9�!"6�����
 �!���%F ��  ������
 �#�
������ 9���2� �
 ���� #���
��%
��I55�D�
����  ��
�"/ � ���
���!� �F ��#�����F #���
���	

� ������ ��9��
 �����������
��% �������
���% �
�
��% ���
!" � ���!
��% #� ����� � ���
�-
��!"�� #������� �
���D�������� � ����� � ���
���!"���� ��I55�D�
�����  ��
�" #� ���	 4�-
!��
�� �
�9F�����
 � ����������
 ��!���% ���
��������% �� ������$� � ���!
��%/ ����#��� �
�-
�
�� �9 � ����!"��� �� ������� �����
 #� ���/ � �
�
!
�� ����������
 ��!���% ���
��������%
� ����!"��� �� ������� �����
$�� � ���!
��%/ $��������2�
� ���� �����
���2 �F�������" �
� ����!"���� #� ���/ � ��#��9���� �����!��
!"��� �!$�����  �����
��% I��� �����
$��	

�6��
	� ���
����� ��� 4�����
�
� �
������� ����	� ��������	� 6V x 5L�^W[y�_WW]�h

�K.
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*��������� �������
���2 ����
�� � ���!
��% #� ����� �  
������
���� ������!
� �����%
#� ���� � 9
����
���� $���#�����  !���������%	 8�������� ����
��  �
������� � ���
 ������-
�
���� �
�� j�K/ �1k/ �#!� ������� #���2� ���� � ��#�
�� � ���!%
��F #� ����/ � ��$� 0 � ���-
!%
��
 � �
� ���!%
��
  ����� � �
��	 � ���!%
��
  �����  
�
��� �
�
!%2� �
����� �
���
�#!��� �
��/ ��#�����  
�
��9�����% �F/ �  !�����2�  ������� �#��
	 '
� ���!%
��
  �����
� �����2� � ��� �� �
����� � �#!�F �
��/ ������� 5������
��% ��� �� ������� ���$�F �#!��/ ���
� ��
6�
$� �����
��%	 �������� �
�� � �����
��% �
����
����� ������6
��
�:

x(t+ 1) = A(t)x(t) +Bu(t) + Ed(t), t ≥ 0, ���

$�
 x(t) ∈ R
n 0 �
���� �����%��� ����
��/ i-% ��� ��
��� ������$� � �����
� ����
�" #� ��� �

i-� �#!
 �
�� ��� i-� ��!��
� � ���
�� ��
�
�� tf u(t) ∈ R
q 0 �
���� � ���!%2��F ��#�
������

�� ���!
��
�/ ��� ��
��� ������$�  �
�����!%2� � ���!%
��
  ����� � �
�� � ���
�� ��
�
-
�� tf d(t) ∈ R

m 0 �
���� �
� ���!%
��F ��#�
������ �� ����/ ��� ��
��� ������$� � �����2�
�
� ���!%
��
  ����� � �
�� � ���
�� ��
�
�� t	 8�������� �
�� � �
�
!%
��% ���������� ���-
��D B ∈ R

n×q, E ∈ R
n×mf ���$���!"��% �����D� A(t) = Diag(α1(t), . . . , αn(t)) ∈ R

n×n �������
�
��#�����
  ��
�� #� ��� � �#!�F �
�� � ���
�� ��
�
�� t	

'
�#�
����� � ��� d(t) ��

� �
���D�������� F�����
� ��� ���
�/ �
#������/  �I���� ���
�-
��! 
$� ��#�����F #���
��� �
�%
��% �� ��
�
��:

d(t) ∈ D(t) ⊆ D, t ≥ 0, �3�

$�
 D(t),D ∈ IR
m, D(t) =

[
D(t),D(t)

]
, D =

[
D,D

]
, D ≥ 0 f IR = {x = [x, x] | x ≤ x, x, x ∈ R} 0

����
���� ��
F  ����!"��F ���
���!��	 � �!���
 �
���D�������$� � ���� ����
 �9�!

 �����
� #�-
����
 ���
���!� �
� �
�
!
������  �#��!%
� ��
�"6��" ����
�" #� ��� � ����
�
/ �/ ��� �!
�����
/
#������ �� 
$� F���
��
	

'� �����%��% #� ��� x(t) � � ���!
��% u(t) ���!�����2��% �$�����
��%/ �9��!��!
���

��#�������%�� ����
��:

x(t) ∈ X, t ≥ 0, �K�

u(t) ∈ U, t ≥ 0, �1�

$�
 X ∈ IR
n, X =

[
0,X

]
; U ∈ IR

q, U =
[
0,U

]
	

��I55�D�
���  ��
�" #� ��� α1(t), . . . , αn(t) #����� � ���
 ���
���!��:

A(t) ∈ A, t ≥ 0, ���

$�
 A = Diag(a1, . . . ,an) ∈ IR
n×n, A =

[
A,A

]
, ai = [αi, αi] , 0 ≤ ai ≤ 1, widai < 1, i = 1, n;

widx = x − x 0 6����� ���
���!� x, widx ≥ 0.
�!% ����
�� ��� �
�9F����� ����� � ����!"��2 �� ����� #�
��% �������� #������ �����
$�2

� ���!
��%/ $��������2��2  �!��
 � ���
��
�
���
 ����!
����
��
 � ���� �3� �� 9
����
����
 
����
  !���������% � ��
��� ��#�����F  ��
�" #� ��� ��� � �$�����
��� �K�/ �1�	

&+��3�/���� 	( P���� 
��!���� $�
��
� u(t) = U(x(t), t), u(t) ∈ U, �	����
�!� 
� 

�������
X �������

�� ��� �	��	�

� x(t) � �	��
� �����

 t, t ≥ 0' ���
 ��
 ���!# �	����# ������
A(t) ∈ A ��� ���	�	 �
���

� ���	�� d(t) ∈ D(t) �!�	�
�
	 ������

� x(t + 1) ∈ X' ��� x(t)
	����������� �������
�
!� �		�
	%�

�� ���(

&+��3�/���� �( P���� 
��!���� �������
� Φ = {u(t), t ≥ 0} �	����
�	� 
� 

������� X
�������
�� �������

� ��� 
�����
	�	 ������ x(0) ∈ X' ���
 ��� �������

� u(t)' �	�������&
�
G�� �������
�' �������� �	����
�!�
 
� 

������� X( R
	/����	 �������
�' �	����
�!#

� 

������� X ��
 
�����
	� ������ x(0) ∈ X' ����� 	�	�
����� Φ(x(0))(

&+��3�/���� 5( P���� 
��!���� x̂, x̂ ∈ X, �	����
�!� ��	�
�� ������ � �
�����' ���
 ���
���	�	 
�����
	�	 �	��	�

� x(0) ∈ X(0, x̂) ��&������� �	����
��� 
� 

������� X(0, x̂) �����
���
� �������

�' ��� X(a, b) = [a, b] � 

�������
	�
��
�� ����	��$�
��
�' �	�	��� 	�������
�
��� a ≤ b, a, b ∈ R

n(

�K�



H �
�
!�� #������ ����
�� �� F���
��
 #� ��� � ���
 5���D��

C(x̂) = h
′
x̂, �
�

$�
 x̂ ∈ X 0 �� ������� ����
�" #� ���f h ∈ R
n 0 �
���� #�����/ h ≥ 0, h �= 0, i-% ��� ��
��� ����-

��$�  �
�����!%
� #������ �� F���
��
 
����D� #� ��� � i-� �#!
 �
��f �����! ′ �6���F ��
�F��
�#����
� ����� ���������
	 4��%���/ ���/ 
�!� �!% !29�$� ����!"��$� �����%��% x(0) ∈ X ���
-
����
� �����
$�% � ���!
��% Φ ∈ Φ(x(0))/ �� X %�!%
��% �� ������� �����
� #� ��� � #������
����
�� � ���
�� ��
�
�� t �
  �
��6�2� C(X)  �� !29�F  ��
�%F #� ��� A(t) ∈ A � � ���

d(t) ∈ D(t), t ≥ 0	 r��9� ������#������" #������ ����
��/ �
�9F����� ����� � ����!"���
�� ������� ����
�" #� ��� x̂∗/ ������#���2��� 5���D�2 #����� �
�/ � �����
$�2 � ���!
��%
#� ����� Φ∗ ∈ Φ(x(0))/ $��������2��2 ��!2�
��


x(t) ∈ X(0, x̂∗), t ≥ τ∗ ≥ 0,

 �� !29�F  ��
�%F #� ��� A(t) ∈ A � !29�� � ���
 d(t) ∈ D(t)	 8����
$�2 Φ∗ ∈ Φ(x(0)) 9��
�
��#����" � ����!"��� �� ������� �����
$�
� � ���!
��% �!% ����!"��$� �����%��% x(0) ∈ X/ �
��
�% τ∗ 0 �������"2 �F�������� ����
�� � � ����!"���� �� �������� #� ��� x̂∗	
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 ������ 	 G� ���
��������� �� ������$� � ���!
��%�( O�� ���	�	 �	��	�

� �
����! x(t) ∈ X
� �	��
� �����

 t, t ≥ 0, �	����
�	� 
� 

������� X �������

� � 	����
	� ������
u(t) = U(x(t), t)' u(t) ∈ U, ��&������� 
 	����������� 
� ������

�

Ax(t) +Bu(t) ∈ (I − widA)X & ED(t),

���
 
 �	���	 ���
 �!�	�
�
! ���	�
�

widED(t) ≤ (I − widA)X, �p�

ED(t) ⊆ (I − A)X + {−BU}, ���

��� 

�������
!� ����	� ED(t) ∈ IR
n,ED(t) =

[
ED(t),ED(t)

]
' �	����
 ��
	/�

�� ����
�!

E 
� 

�������
!� ����	� D(t)N & � 	�����
� �
����

��	 �!�
��

� � �	�
	� 

�������
	�
��
$���
�� 1��#��� j��/ �3k' x&x = 0N �
	/����	 {−BU} = {x ∈ R

n|x = −Bu, u ∈ U}N I ∈ R
n×n

� ��


�
�� ����
��(

 ������ � G�9 � ����!"��� �� ������� �����
 #� ����(  ��
����
!� �	����
�!� ��	��
� ���
���� x̂∗' �


�
�
���&
� $�
��
� ������ �
�' 	����������� 
� ��%�

� ������&�� 	��
�
���
�
	

	� �����


C(x̂) = h
′
x̂⇒ min

�x
,

��
 	���

��

�#

(I − widA)−1 max
t≥0

{widED(t)} ≤ x̂ ≤ X,

ED(t) ⊆ (I − A)X(0, x̂) + {−BU}, t ≥ 0.

� ��9��
 jpk  ���#���/ ��� 
�!�  ��
�� #� ��� ���������2�/ !�9� ��I55�D�
���  ��
�" �����
�#�
����/ �� �F�������" ����
�� � � ����!"���� #� ��� �����$�
��% #� ���
���
 ���!� 6�$��
 �� !29�� ����!"��� �����%��� x(0) ∈ X/ � ����
�� �D
��� �������� �F��������	 �!% �!���%
� ���
���!"�� #�������� ��I55�D�
����� ���!��" ����#��" !�6" ���� �����
���2 �F�������"
����
�� �  �!����" �����
$�2 � ���!
��%/ $��������2��2

x(t) ∈ X(0, x̂∗)  �� t→ ∞ ���

�!% !29�$� x(0) ∈ X	 ����������
 ��!���% ���
��������% ����� �����
$��  ���
�
�� � (
��
�
 K	

 ������ 5 G� ���
��������� � ����!"��� �� ������� �����
$���( E��
 ���	�
� �p�/ ��� �!�	�
��

! ��� ���# t ≥ 0' ���	�
� (I − A)r(t − 1) ≤ r(t) �!�	�
�
	 ��� ���# t ≥ 1 
 ��&������� ���	�
�
��	 ε > −mini=1,n{(1 − αi)widai}' ��	

ED + (εI + widA)X(0, θ) ⊆ (I − A)X(0, x̂∗) + {−BU},

��� r(t) = (I − widA)x̂∗ − widED(t)' θ = X − x̂∗' �	 ��� ���	�	 
�����
	�	 ������ x(0) ∈ X
��&������� �	����
��� 
� 

������� X �������
� �������

� Φ∗ ∈ Φ(x(0))' ����
�
���&��
�����/��

� ���(

�K3
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 � ���!
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!%2��% �# �
6
��% �!
��2�
� � ����#�D�-
����� #�����

Sp Λ =
n∑

i=1

λi ⇒ min
u(t), λ1, . . . , λn

 �� �$�����
��%F

−ED ≤ Ax(t) +Bu(t) ≤ (I − widA)x̂∗ − ED(t) + Λ θ,
u(t) ∈ U,

0 ≤ λi ≤ 1 − widai, i = 1, n,

$�
 x(t) � �
�
!%
��% �
����
����� ������6
��
� ��� �x(0) 0 �#�
����
 ����!"��
 �����%��
 #�-
 ����/ Λ = Diag(λ1, . . . , λn) ∈ R

n×n, λ1, . . . , λn 0 �� ���$��
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��F ���  ���#��!"��� �9��#��  ������2� ���� #���
��%	 � ���!
��
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�
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�
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��� ��#!������ ������ �������F ������� � 9��������$�
��
��	

�!% ���!�#� � ����
�� � ����!"��� �����
$�� � ���!
��%/ $��������2�
�  �!��
��
 #����-
��� �
!�
��� ��F�������  ���5
!%/  ���
�%
��% �  ���� �
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���$� � ���!
��% �
���
���!"��� ���
������	
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!
��% � ����!"��� �����
$�� � ���!
��% � �9���-
��� ��%#"2	
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��
��
 �
���� ��	��������� �������� ���	���� �
���	��
� ��
���	�
 ��2����
��������� %#$"*-'( (%#"'* 0P0$",0� $)("*'.(" 0)(9$%)# 0"$

	2 #��3����

&+��3�/���� j�k2 �!% ���
���!"��� ����
�� !��
���F �!$
9����
���F �����
��� Ax = b
�$�
 A ∈ IR

m×n �9�#����
� ���
���!"��2 �����D� ��#�
�� m×n/ b ∈ IR
m 7 ���
���!"��� �
����

�!��� m/ x ∈ R
n 7 �
�
���
���� �
���� �!��� n� �	����
�!� �
	/����	� ��%�

� ��#���
��%

����
����
Ξtol(A, b) = { x ∈ R

n | (∀A ∈ A) (∃ b ∈ b) (Ax = b) }. ���

'� %#��
 ���
���!"��F ��!2�
��� I�� � �
�
!
��
  ������
� ��� ���	/ �� ���
�/ j3k�:

Ξtol(A, b) = { x ∈ R
n | Ax ⊆ b}. �3�

� j3k 9�!� ����#���/ ��� �� ������
 ����
���� �
6
��� ����� #� ����" � ���
:

Ξtol(A, b) = Ξtol(C,d) = { x ∈ R
n | Cx ⊆ d}, �K�

$�
 C 7 ��
 �
 ���
���!"��%/ � ���
���% �����D� �# R
k×n/ k =

∑m
i=1 | vert(Ai:)| ≤ m · 2n 7 �����

���!� �
�6�� ��
F ����� ��F����� �����D� A/ d 7 ���
���!"��� �
���� �!��� k	
4�%���� � �
�
!
��
 �� ������$� ����
���� �
6
��� &8,+� ����%  ���
����	

����� 	2 *���������  ��D
��/ � ������� �
���� �F����F  
�
�
���F x  �
�9��#�
��% � �
�-

��� ��F����F  
�
�
���F b  � !��
����� #�����	 ��� ��
��� aij �����D� I��$�  �
�9��#�����%
�#�
���� � �������"2 �� ���
���!�� aij 	 �!% ��� ��
�� �
����� ��F����F  
�
�
���F #�����
���
���!� �� ������F #���
���: bi ∈ bi, i = 1, . . . ,m	 '���� ����
 �
����� �F����F  
�
�
���F/
 �� ������F/ �
�����% �� �
�������" #����� � ��I55�D�
���F !��
���$�  �
�9��#�����%/ �����
$�����������"/ ��� ��F����
  
�
�
���
 9���� ����!
����%�" #������� �� �����	

r�����
 �!���� �� ������$� ����
���� �
6
��� ��!���2��% �� �9�
$� � �����% ��� �� �!��-
�
!"���� �$�����
��%��	 H9���� I�� �$�����
��% ����: A ≥ 0/ x ≥ 0/ b ≥ 0/ A 7 ���
���%	

����� �2 �&�
���5���D�%  ����
���� !��
���F �9m
����	� ��� �9m
�� ��
���� %����	

4�
� �!�$�
��%/ ��� � %���
  ����F����  �
�9��#�����
 �
����� �F����F  
�
�
���F ã � ��-
F����2  
�
�
���2 b̃  � !��
����� #����� b̃ = x1 + x2ã1 + x3ã2 + . . . + xnãn−1	 ��I55�D�
���
xi, i = 1, . . . , n, I��$�  �
�9��#�����% �
�#�
����	

4���
�
�� m I�� 
���
����	 � ������ I�� 
���
��
 9�! ����� �#�
�
� �
���� �F����F  
�
-
�
���F �  �!��
�� $����D� �!% #���
��% ��F�����  
�
�
����	 '���� #���
��% ��I55�D�
����
!��
���$�  �
�9��#�����%/ �
  �������
����
  ���
�
���� I�� 
���
����	

� I���  ���
�
 A =

⎛⎝ 1 ã11 ã12 . . . ã1(n−1)

1 ã21 ã22 . . . ã2(n−1)

1 ãm1 ãm2 . . . ãm(n−1)

⎞⎠/ $�
 ãij 7 #���
��
 �#�
�
��% j-�� ��� �-

�
��� �
����� �F����F  
�
�
���F � i-�� I�� 
���
��
f bi, bi 7 $����D�  �!��
���
 �!% ��F�����
 
�
�
���� b̃ � i-�� I�� 
���
��
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6
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� 
�������� ���!9
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�9m
���
���
 ����
���� �
6
��� &8,+� ��� ���2�	 4�I���� � ����F #�����F $��%��% �
����/
��#��9������
 �!% �����$� �# I��F ����
��� �
6
���	

4�����
��
 �
����� ��F���
��% � �D
������% �� ������$� ����
���� �
6
��� � ����
��%/

�!� �#�
����/ ��� I�� ����
���� �$�����
��	 O��
� � I��� ��9��
 ������"/ ��� �� ��

� �
6��"
#����� ��F���
��% �!� �D
������% �!% �$�����
���$� �� ������$� ����
���� �
6
���	 ������

�9
����%/ ��� �
����/ ��#��9������
 �!% �$�����
���$�/ �����  ���
�%�" � �!%  ���#��!"��$�
�� ������$� ����
���� �
6
���/ � ��#9
�
��%/ ��� I�� �
!��"	

�2 ��������*����� � ������*����� -�-���/�:��� 3�+)-������ ���,�-��� ��7����

� j3k 9�!� ����#���/ ��� �� ������
 ����
���� �
6
���  �
�������� � ���
 ����� !��
���$�
 �� ����������� � �� ��!�� ���$�$��������:

Ξtol = L+ V = {l+ v | l ∈ L, v ∈ V }, �1�

$�
 L 7 !��
���
  �� �����������/ V 7 �� ��!�� ���$�$������	
)�!� !��
���
  �� ����������� L �= {0}/ �� ��� %�!%
��% �
�$�����
���� ������!%2��� �� �-

�����$� ����
���� �
6
���	 �� ��!�� ���$�$������ V 7 I�� �$�����
���% ������!%2��% �� �-
�����$� ����
���� �
6
���	

r��9� ������" D
!�/  �����!
���� �� ��
�
���/ �� �
����  ��!
�����
!"�� ���
��� �� �� ��-
��: ������ 5����!��� � �����
��%  �� ����������� L � ��� 
$� �����s ;���� !� � ����" ���-
$�$������ V ��� �$�����
���
 �� ������
 ����
���� �
6
���/ � ��� ����
 5����!�  �!����"s
��� �� �!"#����" I�� #����%  �� �D
������� Ξtols

'�  �
��
/ �
�  
�
��� � I��� �� ����� ��
�
� �
�9F�����
 �9�#���
��%:
N = {1, . . . , n}f
P = {j ∈ N | A:j = A:j} 7 ����
���� ���
��� ��
F ������
���F ���!9D�� �����D� Af
Q = N \ P f
p = |P | 7 ���!� I!
�
���� � ����
���
 P f
RP 7 !��
���
  �� ����������� � R

n/ ���%����
 �� ��� � ���
����� �# P / (P = ∅) ⇔ (RP = {0})f
AP 7 �����D�/ ������!
���% �# ���!9D�� ��F����� �����D� A � ���
���� �# P f
xP 7 � #���������� �� ����
����: �
���� �# RP �!�  ��
�D�% �
����� x ∈ R

n �� RP 	
(��/ $�
 �
 �$����
�� ���9�/ ���!�$����
 �9�#���
��% 9��
� �� �!"#����" �!% ���$�F ��9����
���
����/  �� ����������/ �
������ � �����D	

52 K�� ����� +�3+��-����-��� Lg

8����
�/ ��� �����  �� ����������� #����� ���#��" �����-��9��" 
$� 9�#��	
� j3k 9�!�  ���#���/ ��� L = {l ∈ R

n | Al = 0} � ����#���/ ��� �!% l ∈ R
n ��

� �
���

I�����!
������"

Al = 0 ⇐⇒
{
lQ = 0,
AP lP = 0.

���

Y�� �#����
�/ ��� L ⊂ RP � 9�#��  �� ����������� L ����� ����� ���:
�� ��
� ����
���� P � ������!%
� �����D� AP /
3� ��F���� �����-��9��" 9�#��  �� ����������� LP = {lP ∈ RP | AP lP = 0}/
K� #� �����
� �
����� I��$� 9�#��� �  ����������
 R

n ��	
	 � ������ �
����
 �� �����
� ��!�
�� �
��
 ��� ��
�� � ���
���� �# Q�	
X��
���/ ��� �!% �
 ����$� �� ������$� ����
���� �
6
���  �� ����������� L 
������
���/

�� ���
����
�  ���#��! � ��9��
 
$� 9�#���	 � � ������� ��6
 �
���
 I���  ���#��! ��%#�� �
 ���#��!�� ��9��� 9�#��� �  �� ����������
 LP 	

62 K�� ����� �+�-���� ������������� V g

'���� �� ��!�� ���$�$������ #����� ���#��" ����
���� 
$� �
�6��	 HD
���" 7 ���#��" �
��-
����
 F�����
���
 ����� � �
����� �D
����2�
$� ����
����	 '�  �
��
/ �
� ����� �!� �D
���"
�� ��!�� ���$�$������/ ����  �!����" 5����!�/ ������
 
$� � �����2�	 � ��6
� ��� ��%�
���
 ��� 
��" ��!"�� 5����!� �!% Ξtol � L	 4� ���
��% �# ��F  �!����" 5����!� �!% V 	

)�!� L = {0}/ �� V = Ξtol 7 5����!� �!% V � Ξtol ��� ���2�	 ��!

 �� ���D� ��#�
!� 1 9��
�
������"/ ��� L �= {0}	 � I��� �!���
 �!% �
 ����$� ����
���� Ξtol ���
����
� 9
����
��� ���$�

�K




����F ���$�$�������� V / ��� Ξtol = L + V ����	 ��	 ��� �!"#����6��" ���9���� ��9���/  ���
�
����� ���$�$������/ ������� ���9
� �!%  �!��
��% � �����2��F 
$� 5����! � �!% �����!
���	
	��� D��+ ��1���h ���$�$������ �#  �� �����������/ �� �!���
!"��$� � L � R

n	

4���" V 0 7  ���#��!"��� �� ��!��
���$�$������/ �!% ������$� Ξtol = L + V 0	
H9�#����� �
�
# L1 ����
-��9��"  �� ��-
���������/ �� �!���
!"��
 � L � R

n/ � �
-
�
# V 1 7 ���$�$������/  �!��
����  ��-

���������
� V 0 �� L1  ���!!
!"�� L	 H�
���
 �� ��!�� � ���
 $�����% �!% ��#-
!��
��%: Ξtol = L + V 1	 4�� I��� � V 1

�
�6�� �
 9�!"6
/ �
� � V 0/ ��#�
�����"
V 1 �
 9�!"6
 ��#�
������ V 0 7 �	
	 ���-
$�$������ V 1 �����
� �
 �!���

/ � ��-
�
� 9��" ��!"��  ���
/ �
� V 0	 ����
 ��-
$�/ �� �9!���
� ��������� V 1 = Ξtol ∩ L1	
Y�� �������� ����� �� �!"#����" �!%  �-
!��
��% 5����!/ � �����2��F V 1	 4�%�-
��� ��� I�� ��
!��"	

x1

x2

x3 L

��
# Ξtol

L1

L2 = R1,2

V 1

V 2

V 0

*
�+ !+ Ξtol = L + V 0 = L + V 1 = L + V 2+

4�� L1 = {0} ��	
	  �� L = R
n� �
������  ��%�"/ ��� V 1 =

{
{0}  �� 0 ∈ b,

∅  �� 0 �∈ b.

4���" �
 
�" L1 �= {0}/ ��#�
�����" L1 ����� r � G 7 �����D�/ ���!9D� ������� �����
�����2�
9�#����� �
������  �� ����������� L1	

4����!"�� 9�#��  �� ����������� L ��� �#�
��
�/ �����D� G ��9���" �
�!����	 ��9�� I���
�
����#���
�	 4� F��� I��$� ��#�
!� �� ���������� �
������
 �$�����
��% � ��9��� �����D� G
�������
 9���� �5����!������� � ���
 ��
9������ � ��9���  �� �����������/ �� �!���
!"��$� �
L � R

n� � ������/ ��� I�� �$�����
��% � ����2� 5����!� �!% ������$� ���$�$������� ��� �p�
�
�
# ��� � ���0��.��	 + ����
� � �����D� G �9�
$� ����	

�!%  ���#��!"��$� �
����� x �# L1 ���
� #� ����" x = Gy/ $�
 y ∈ R
r 7 �
���� ��I55�D�
����

��#!��
��% x  � 9�#��� G	 4�!���� � �����
 ���$�$������� V 1 �� �����
 5����!� �K� �!% Ξtol:

V 1(C,d, G) = Ξtol(C,d) ∩ L1(G) =
{
x ∈ R

n | Cx ⊆ d
} ⋂ {

x ∈ R
n | x = Gy, y ∈ R

r
}

=

=
{
x ∈ R

n | x = Gy, y ∈ R
r, Cx ⊆ d

}
=

=
{
x ∈ R

n | x = Gy, y ∈ R
r, C(Gy) ⊆ d

}
= �
�

=
{
x ∈ R

n | x = Gy, y ∈ R
r, (CG)y ⊆ d

}
. �p�

4�
�����!
��
 V 1 � ���
 �p� �#����
�/ ���

V 1(C,d, G) = G
(
{y ∈ R

n | (CG)y ⊆ d}
)

= G
(
Ξtol(CG,d)

)
,

�	
	 �!% ��F���
��% ��D
������%� ���$�$������� V 1 � R
n ���� �����!� ����� ��D
���"� �� ������


����
���� �
6
��� Ξtol(CG,d)/ ] #��
�  
�
�
��� �
#�!"��� � R
n �  ����"2 �����
��% F����-

�
���F ���
� � �
������ �� �����D� G �!
��	 H�
�����/ ��� Ξtol(CG,d) �$�����
��/ ��� ��� V 1 �
Ξtol(CG,d) 7 I�� � �����% ����$� � ��$� �
 ����
���� � ��#��F 9�#���F	

+��!�$����
 �������
��% �� �����
 5����!� �3� �!% Ξtol ����
��2� ���������  ��  
�
F��

�
�→�p�/ ��%#����
 � ���������
� ������9��������� � ���
���!"��� ���5�
���
	 Y�� ���������
����� �9����/ ��9��� L1 ���/ ���9� L1

Q ��� �!� � RQ	 ��#�������" ����$� ��9��� �!
��
� �# ���	
� I��� �!���


L1 = L1
Q + L1

P = RQ ⊕ L1
P = {x ∈ R

n | xP = GP y, y ∈ R
s} ,

$�
 s 7 ��#�
�����"  �� ����������� L1
P / GP ∈ R

p×s 7 �����D� 9�#����F �
������  �����������
L1

P � RP 	 C����!�/ � �����2��
 ���$�$������ V
1/  �!���2��% ���:

V 1(A, b, GP ) = Ξtol(A, b) ∩ L1(GP ) =

=
{
x ∈ R

n | Ax ⊆ b
} ⋂

{x ∈ R
n | xP = GP y, y ∈ R

s} =

=
{
x ∈ R

n | xP = GP y, y ∈ R
s, Ax ⊆ b

}
=

=
{
x ∈ R

n | xP = GP y, y ∈ R
s, AQxQ +APxP ⊆ b

}
=

=
{
x ∈ R

n | xP = GP y, y ∈ R
s, AQxQ +AP (GP y) ⊆ b

}
=

=
{
x ∈ R

n | xP = GP y, y ∈ R
s, AQxQ + (APGP )y ⊆ b

}
. ���

�Kp
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 V 1 � ���
 ��� �#����
�/ ��� �!% ��$�/ ���9� ����� ��D
���"� �� ��!�� ���$�$������
V 1 � R

n ���� �����!� ����� ��D
���"� 
$� � L1/ $�
 �� ��� ���
� � �$�����
���� �� �������

����
����� �
6
��� Ξtol(Ã, b) = {z =
(
xQ

y

)
∈ R

q+s | Ãz ⊆ b}/ �!% ������$� Ã = (AQ, APGP )/ �

#��
�  
�
�
��� F�����
���
 ����� � �
����� �
#�!"���� �# L1 � R
n  �  ����!� xQ = xQ/ xP = GP y	

��� D��+ ��1���h ���$�$������ �# 9�#����$�  �� �����������/ �� �!���
!"��$� � L � R
n	

'��9�!

  �����
 5����!� �!% V � �!%  
�
F��� �� ����$� 9�#��� � ���$���  �!���2��%/ 
�!�
� ���
���
  �� �����������/ �� �!���
!"��$� � L/ ��9���" 9�#����
  �� �����������	 ������
 �
I��� �9
����%	

4���" L2 7 ����
-��9��" 9�#����
  �� �����������/ �� �!���
!"��
 � L/ R 7 ����
���� ��-
�
���� 9�#����F �
������/ �� ������
 ��� ���%���� ��	
	 L2 = RR�	 H9�#����� T = N \R	 4���
�
5����!� �!% V 2 = Ξtol ∩ L2	

V 2(A, b, R) = Ξtol(A, b) ∩ RR =

=
{
x ∈ R

n | Ax ⊆ b
} ⋂

{x ∈ R
n | xT = 0} =

=
{
x ∈ R

n | xT = 0, Ax ⊆ b
}

=

=
{
x ∈ R

n | xT = 0, ARxR ⊆ b
}

= ���

=
{
x ∈ R

n | xT = 0, xR ∈ Ξtol(AR, b)
}
.

+��!�$���� ��!� ��� ������� �!����  �!��
���� 5����!�� ��

�

V 2(C,d, R) =
{
x ∈ R

n | xT = 0, CRxR ⊆ d
}

=
{
x ∈ R

n | xT = 0, xR ∈ Ξtol(CR,d)
}
. ��.�

(���� �9��#��/ �!% ��$� ���9� ����� ��D
���"� �� ��!�� ���$�$������ V 2 �# 9�#����$�  ��-
 ����������� RR/ �� �!���
!"��$� � L/ ����:

�� ���!��" �# �����D� #����� ���!9D� � ���
���� �# T /
3� ����� ��D
���"� �� ������
 ����
���� �
6
��� � ������
���� �����D
�

�Ξtol(AR, b) = Ξtol(CR,d)�/
K� #��
�  
�
�
��� �
#�!"��� � R

n/ �� ���� ��!
��
 ��� ��
��� � ���
���� �# T 	

H���
��% ��!"�� �������"/ ��� ����� ����
���� T : �# ��� %���/ ��� T ⊆ P � ���
� 9��" ����
��
�
�
# 9�#����
  �� ����������� � RP / �� �!���
!"��
 � %��� �
�
���
���� �����D� AP 	 4�I����
��9�� ����
���� T ����
����� �����D������� �
������ !��
���� �!$
9��	 � �9�
� �!���
 I���
��9�� �
����#���
�	

&���/ � I��� ��#�
!
 ��  �!���!� �%� 5����! �� ��!�$� ���$�$������� V �!% ��#!��
��%
�1�/  ���#���2��F/ ���  �� ��9��
 V �#  �� ����������� �� �!���
!"��$� � L �� � �����
��%
��� �$�����
���
 �� ������
 ����
���� �
6
���	 C����!� ���0��.� � �����
�����2��� ��  ��-
D
�� �����!
���  ���
/ �
� 5����!� �p�/��� � �� ������2��
 �� �����!
��%	 C����!� ���  �
�-
 �����
!"�

/ �
� ��.�: ��� 9!��
 � ��F�����  ��������
 � 

 �����
 ��
2� 9�!

 ��� ������
���	

�2 #�*�-/���� � �(�������� 3�+)-������ ���,�-��� ��7����

'� ��������� �
#�!"����� ��#�
!�� 301 �����  �
�!����" ����2 �F
�� �����!
��% ��D
����-
��%� �� ������$� ����
���� �
6
��� Ξtol:

<	 '���� L ���#�
! K�	
<<	 ��9���" �� �!���
!"��
 � L  �� ����������� L′

�  �!����" � �
� � �����
 ���$�$������� V ���#�
! 1�	
<<<	 '���� ��D
���"� �$�����
���
 �� ������
 ����
���� �
6
���/

 �
�����!%2�

 V � L′ �B����
� �
���� �#�
�������	
<V	 4
�
�
��� �
#�!"��� I�� � <<< � R

n ���#�
! 1�	
V	 ���" ���
� �� �����
 < � <V ���#�
! 3�	
Y�� �F
��  ���#���
�/ ����� �9��#�� ��F���
��
 ��D
������
�  ���#��!"��$� �� ������$� ���-

�
���� �
6
��� �������% � ��F���
��2 9�!

  �����$� �$�����
���$� �� ������$� ����
���� �
-
6
���	
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�1 ���-����� ������*������ 3�+)-������ ���,�-��� ��7����

� #��!2�
��
  ���
�
�  ��$�����/ �� �!�%2��2 6�$� < � << �!% �!���%/ ��$�� �� �!���
!"-
��
 � L  �� ����������� %�!%
��% 9�#����� �L′ = L2�	 H�� �� ����� � ���
 5���D�� ��� � ����
�

RQSWQ>	 C���D�% ���  � #������� ���
���!"��� �����D
 ��F���� 9�#��  �� ����������� L/ ���-
�
���� ���
���� T � �����D� AR �!% ���	 4�� ��!���� ����F �����F 6�$� <V � V �� �!�%2��%
I!
�
������	

O�!"6������ �9�#���
��� � �������"2 �� 6��5�� ��� ���
� � �
��/ ������
 �� �!"#���!��"
��6
	 H��
��� !�6" �
/ ������
 ��!���2��%/ � ����
:
�� ��  ����� ����� ��
���� ���� ���!��� 7 ����������
 5���D�� RQSWQ>f
( 7 �����D�/ ���!9D� ������� ��2� 9�#��  �� ����������� Lf
3 7 �� �F��
 I�� �����D� A/ �� ��F��
 ����
��% AR/  �� I��� ���
���!"��% �����D�

#� �����
��% � ���
 ��
F�
���� �
�
���
����/ �!% ������� 3-����/2zA/ 3-����02zAf
3F 7 AP f
�� �� � 7 ��!��
���� I!
�
���� � �����
�����2�
� ����
���
 F� K� Df
?� ���	��� 
���� 0 �� ���$��
!"��
  
�
�
���
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�
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��% ��9���  ���%�
�� ��%��
��2 $����D  ���
������� �
����� ���
���!"��$�
���!�#�	 ;�  � ���
��% �������� ���
���" �� 5�!���5���
 �� ����: #��
� ���9�
 ���
� ��-
�
���!"��� ���!�#s � ��� ����$� ��  �������� �  ������� ���
�����
���$� ���
!�������%s

� #�����
!"��� �
�
 I�� �� ���� %�!%2��% �������
�����/ ��� ��� � �
�
��
  ��!
���F �
�%-
��!
��� ���� !
�� ���������� ���$�  ���
���  !���������$�  ���
�
��% ���
���!"��F �
����� �
#������/ ������
 �� ��F  �� ����� ����
 �
 �
6�!��" �!� �
6�!��" �
����!
������
!"��	 (�����/
� ���������/ #����� ����#��
!"��� $!�9�!"��� � ����#�D�� � ����#��
!"��$� $!�9�!"��$� �
6
-
��% �����
��� � ����
� �����
��� j�/ 3k	 ����
 ��$�/ ���
���!"��� ���!�#  �
������!%
� ���9���
%#�� �!% � 
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�
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�
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�����
���$� ���
!�������%	
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 %�!%2��% � 9
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�����	 �
!� � ���/
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� �
!� ����
�
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#�������F �!������F �
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��"/ ��� �#�
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��E����  !������
� �
��%������ �!�$�
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px+y(ξ) =
∫ +∞

−∞
px(ξ − s) py(s) ds.
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p(ξ) =
1

σ
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2π
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− (ξ −m)2

2σ2
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���!"��F ����
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[−4, 4]
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Ax = b, (1)
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Ξ(A, b) = { x ∈ R
n | (∃A ∈ A)(∃b ∈ b)(Ax = b) },
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!"��-
�� ������������ ��%�/  !������%��/  ���!!
!"���� ������������  !������%�/ � ����
  ������
����F  ���!!
!"��F  �%��F �  !������
�/ ��
2����  
� 
�����!%���
 �
�
��
 � ���
 ���
�-
��!"��F �
������-9����� r	 r
� ���"6
  ����  �%��F �!�  !������
�/ �
� ����

 � �
�
!%
��%
�
#�!"��� 
$�  
�
�
�
��% � ����
����� �
6
��� &8,+�/ ��� ��� �� 
��
���
���  ��F���� �
��

 ���9!
��% �D
����2��F  ����� �� 9�!

 �
!��
	 H9��#�� ������%�"/ � �����  ��D
��
 ��
L���� ���
�M ����
���� �
6
��� �  ����"2 �#�
!"��2��F�%  �����  �%��F �!�  !������
�	

*
#�!"����  
�
�
�
��% I��F  ����� � ����
����� �
6
��� &8,+� �
$�������2��% � ���
 #��-
�
��� �
������F � 
D��!"��F 5���D��/ ������
 �� 9��
� �9�#�����" �
�
# Ω1(r)/ Ω2(r)/ ΩLP (r)/
ΩBLP (r)	 (����
 �F � �����
 ������:

Ω1(r) 7 5���D�%/ �D
����2��% I����
��!"��
 ����������  
�
�
�
��%  ����  �%��F  �%��-
�$�!"��$� �
�
��% r � Ξ(A, b)	 HD
������
 ����
���!%
��%  ���
������  ���������� 9���� r/
� �
�
!%2�
$� I���  ����/ � ����
�� Ax = b �  ��!
��2�
$� �
6
��%  �!��
���� ��� ��-
6
��% &8,+�	 �!% �������
���F �
����� ���9!
��% �
6
��� Ω1 ����E� !�6" #��!2�
��

� ���/  
�
�
��
�  ���� ����
���� �
6
��� �!� �
�/ � �
 ����������  
�
�
�
��%	

Ω2(r) 7 5���D�%/ �D
����2��% I����
��!"��
 ����������  
�
�
�
��%  ����  �%��F  �%��-
�$�!"��$� �
�
��% r � Ξ(A, b)	 HD
��� ����
���!%
��%  ���
������  ���
�
��% � &8,+�
�� �����������
��� 9���
 ���
���!"��$� �
���� @�����-X
��
!%	 �!% �������
���F �
�����
���9!
��% �
6
��� Ω2 ����E�/ ���!�$���� Ω1/ !�6" #��!2�
��
 � ���/  
�
�
��
�  ����
����
���� �
6
��� �!� �
�/ � �
 ����������  
�
�
�
��%	

ΩLP �r� 7 5���D�%/ �D
����2��% I����
��!"��
 ����������  
�
�
�
��%  ����  �%��F  �%��-
�$�!"��$� �
�
��% r � Ξ(A, b)  ���
������ �
6
��% ����� �!� ���F #���� !��
���$�  ��$���-
��������% �X,4�	 �!%  ���
�
��% ������ 5���D�� �
�9F�����/ ���9� 9��� r �
�
��% I��$�
 ���� 9�! �
��		������.

!�/ �	
	 ��F���!�% 9� �  �
�
!�F ����$� �����������$� �������
 ����������� R

n	 � I��� �!���
  
�
�
�
��
 �����
�����2�
$�  ����  �%��F � ����
�����
�
6
��� Ξ(A, b) 
��" �9m
���
��
 �
 9�!

 �
� ���F �� ��!�F ���$�$�����F ����
��� ���	
��!

�	

ΩBLP (r) 7 9�!
��#�����% 5���D�%/ %�!%2��%�% ������E���� ��������� ΩLP / �������  ���
�%-

� !�6" ����
������" �����
�����2��F X,4	 ΩBLP 9�!

  �����/ �
� 
E  �!��D
���� ���!�$
ΩLP / � �� �!"#�
��% � �������
���F �
����F ���9!
��% �
6
���	

� �
����F ���9!
��% �
6
��� �� �F��  ���2��% �����D� �  ����% ����" &8,+�/ A � b/ $��9�%
��
6�%% ���
���!"��% �D
��� V ∈ IR

n ����
���� Ξ(A, b)/ ���
� �����������$� �� ���!
��% ν/
���!" ������$� �
�9F����� ����� L�����2M �D
���	 '� ��F��
  �!���
� ������2 �D
��� � �
��-
����� �������"2	 H������% ��
% �
���� 7 ��� �����
 ���9!
��
  ����  ���!!
!"��F  �%��F/
#�����
��$� 9����� V ′ = (V 1/ 	 	 	 / V ν−1/ V ν+1/ 	 	 	 / V n) ���� ��
��� � ���
��� ν �
 �������-

� � ���9!
����	 � I���  ��D
��
 �������  ��9���� 9���� V ′ �� �����!%
��% �D
���  
�
�
�
��%
 ������
��$� ��  ���� ����!" ν-�$� �����������$� �� ���!
��%� � ����
����� �
6
��� Ξ(A, b)/
������%  �!���
��% �  ����"2 ����� �# 5���D�� Ω1/ Ω2 �!� ΩLP � #���������� �� ������� 9��-
��	 ��9�� ��
�
���$� L���������M �!% ���9!
��% ����
���!%
��% �� �����
 �����
$�� L�
��
� �
$����DM/ � ����
��
� ��9��� �!���� �D
��� ����
���� �
6
���/  �!��
���% �� ������ 9���
	
+!$����� �������!���
��%  �� ������
��� ��
9�
��� �
!����� ��#9�
��% 9����� �!� ��������
�9�
� �D
��� ����
���� �
6
���	

�������
���
 �
���� ���9!
��% �
6
��� �
�!�#�
� ��
2 ��� ��#���
��$� L�
���� ���9!
��%
$��5���M/  �
�!��
���$� � 
���
 � ��9��
 j
k � %�!%2�
$��% �������
���� �
����� ���
���!"���
$!�9�!"��� � ����#�D��	 �F����
 � ��F����
 �����
 � �������
���F �
����F ���9!
��% �
6
-
��� �
 �
/ ��� � �!%  �%��$� �
���� ���9!
��% �
6
���/ #� ���!2�
��
� ��$�/ ��� �������
����
�
��� ��
9�
� 
�E ���#���% ����$� �!� �
���!"��F L�
��FM �����������F �� ���!
���	 ����-
���
���
 �
���� ���9!
��% �
6
��� ����
 ����
���!%2� ��� �����
 � ��� ���9!���2�

�% �
#����
� ���9!
��
 ��F����$�  ����/ ���
����
$� ����
���� �
6
��� &8,+�/ � ���  ���
�%
��%
�� ��
� ��� ��
���� V #� ���!2�
��
� �
F/ ��� �9m%�!
�� L�
����M	 ��9�� ��
�
���$� 9����
�!% ���9!
��% ����
���!%
��% �
����� �
��
� � $����D/ � ���
���
 ����
��% ��9��� ����� �
�
#���
��
 ��� ��
��� V �����
�����2�
� �D
����
���� ������������� �� ���!
��2	 ;
���� Ω1/

�1




Ω2/ ΩBLP � �����F �������
���$� �
���� ���9!
��% �
6
��� � �
�
!%2�/  ���� �!� �
�  
�
�
-
�
��
 �����$� 9���� � ����
����� Ξ(A, b) � �� I��� ΩBLP ��
$�� ��E� ������ ���
�/ ��$�� ���
Ω1 ���
� �������" L��#����� �
 ����M�/ �� ��������� �
$� �
!�
��% ����� 7 ������������" ���-
��� 9��� � ��!"�
�6
� �!� �
�	 4��!
 ��������� ��9��� �
���� ������% �D
��� ���
�����% �
�����
�����2�
� ��� ��
��
 9���� %�!%2�
$��% L�
�������M �� ���
�� ���������	

52 ��������/0��� ���/�' +������ � 3���-�������� ����3��

��� �����/  �%��
 � �������
���
 �
���� ���9!
��% �
6
��� ��9���2� ���
���
���  �-
��#����:  �%��
 �
���� ����
���!%2� L5�����!"��
M �D
������
 ����
���� �
6
���/ ��$�� ���
�������
���
 �
���� �D
����2� ����
���� �
6
��� ��� 9� L�9���M/ �
%���	 ��$�� ��
���� ��-
 �!"#�����
  �%��$� �
���� ���9!
��% �
6
���/ � ��$�� !��6
 �������
����s H��
� �� I��� ��-
 ��� ���
���
���� �9��#�� #������ �� ���9
�����
� �
6�
��� &8,+�/ � ���
 �� �����������
�

$� ��  ���
�
 &8,+�/ ��
2��F � �����D
 ���� �!� �
���!"��  �!����"2 ���
���F ���!9D��	

o���6� �#�
����/ ���  
�
�
�
��
 ����
���� �
6
��� Ξ(A, b) ���
���!"��� !��
���� ����
-
�� ��� � ������ �# �����������F ��������  ����������� R

n %�!%
��% �� ��!�� ���$�$������
����
�����/ ��� ��� � D
!�� Ξ(A, b) 
��" �9m
���
��
 �
 9�!

 �
� 2n �� ��!�F ���$�$�����F
����
��� jpk	 '� 
�!� � �����D
 &8,+� 
��" ���
���
 ��
���
���!"��
� ���!9D�/ �� ����
����
�
6
���  ���9��� ����
��/ ���  ���#���2�  ��������
 ���
 �
#�!"����/ ��

� 9�!

  �����

����
��
	 ;� ����������/ ���  �%��
 � �������
���
 �
���� ���9!
��% �
6
��� ��$�� �� 
6��
I�� !���������" I�� � ���
��
 #����� � � ������ ���$��6� � �F �����E������ I��  �������	


��3/�,����2 E��
 � 

�������
	� n×n�����
��A ��	���� � 
	���	� k 	����	��
 �	���
!�

G����
���
' �	 �
	/����	 ��%�

� Ξ(A, b) 

�������
	� �

��
	� �
����! Ax = b 
����
�!����!� ��������

� � 	�Q��

�

��
 ��� 	���
�	� ��	����
���� R

n' � �	�	�!# �
��
 4��' ( ( ( '
(k−1)�	�' (k+1)�	�' ( ( ( ' n�	� �	��	
�
� �	��� �	������� *G�
 	���
�! ���/
! 	�
	�
����
	
�		��

��
	� ��	��	��
 xk = 0-(

���������	
���� ��#"�E� ����
-!�9� ��
 ����� 0 y � z 0 �#  
�
�
�
��% Ξ(A, b) � �9m
���
��
�
���F ��������/ ��
���F �������
!"��  !������� xk = 0	 4�� I��� ��!��� ��� ����" #���� y1 � z1/
	 	 	 / yk−1 � zk−1/ yk+1 � zk+1/ 	 	 	 / yn � zn/ � #���� yk � zk ��$�� 9��" ��#!������	 )�!� 0 ≤ λ ≤ 1/
�� !
��� !� ����� λy + (1 − λ)z � I��� �
 �����  
�
�
�
���s Y��� �� ��� �������!
� �� ���� �
���/ !
��� !� ��� � ����
���
 �
6
���	

&# F�����
��#�D�� O
�� �!% �9m
���E���$� ����
���� �
6
��� &8,+� j3k �!
��
�/ ���

y ∈ Ξ(A, b) ⇐⇒ 0 ∈ Ay − b,

z ∈ Ξ(A, b) ⇐⇒ 0 ∈ Az − b.

��!

/ F��% ������9��������" �����
��% �������
!"�� �!��
��% � ���
���!"��� ���5�
���
 �
�9�
� �!���
 �
 ��

� �
���/ ��

a( yi + zi) = ayi + azi  �� ��� ��
��� #����� yi � zi/

a( yi + zi) = ayi + azi �!% ���
���F a	

H��2�� �!
��
�/ ��� �!% �����������
��F ���� ���
� y � z

A
(
λy + (1 − λ)z

)
= A(λy) + A((1 − λ)z),

 ����!"�� #���� ��� ��
�� y � z ��$�� ��#!����"�% !�6" � k-��/ ���
� ������� ��� ���
� � ���
-
��� ���
���$� ���!9D� � A	 8!
�����
!"��/

A
(
λy + (1 − λ)z

)
− b = λ

(
Ay − b

)
+ (1 − λ)

(
Az − b

)
" 0,

��� ��� �9� �!�$�
��F  ��!
��
� ����� ���
���� ��!
��� �
����	 8����  �!"#�%�" F�����
��#�-
D�
� O
��/ ���
� #��!2���"/ ��� ����� λy + (1 − λ)z �
������
!"�� !
��� � ����
���
 �
6
���
Ξ(A, b)	

�/�3-���� 	2 E��
 � ����
�� A ∈ IR
n×n 
������ p �	�
	���� �	���
!# ��	���	�' 
	����

�	�	�!# ���� { k1, k2, . . . , kp} = P ⊆ {1, 2, . . . , n}' �	 �
	/����	 ��%�

� Ξ(A, b) 

�������
	�

�1p
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� � 	�Q��
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��
 2p 	���
�	� ��	����
�
���� R

n' � �	�	�!# �
��
 �	��	
�
� �	��� � 
	�����
 
� �
	/����� {1, 2, . . . , n}\P �	�������
*G�
 	���
�! ���/
! 	�
	�
����
	 �		��

��
!# ��	��	���� xk = 0' k ∈ P -(

�/�3-���� �2 E��
 � ����
�� A ∈ IR
n×n 
������ p �	�
	���� �	���
!# ��	���	�' �	 �
	/��

���	 ��%�

� Ξ(A, b) 

�������
	� �

��
	� �
����! Ax = b �������� 	�Q��

�

�� 
� �	���
2n−p �!����!# �
	�	���

!# �
	/����(

��� ����� �� �!"#����" I�� �
#�!"���� � �
����F ��
6�
$� �D
������% ����
��� �
6
���
&8,+�s 4�
����
���� ��  ���
�
��% �
F �!� ���F �
����� ���9!
��% �
6
��� � �%��F � ����-
���
���F� � �!���
  ���������%  �!����"2 ���
���F ���!9D�� � �����D
 ����
�� A  ���#��� �
��9!�D
	

'� ���
�/  ���" � �����D
 A ��

��% 
������
���� ���
���� ���!9
D � ���
��� k	 )�!�  ��
�� �!�
���  �%��$� �
���� ���9!
��% �
6
��� �� ��
� ��
6�22 �D
��� ����
���� �
6
���  �
��� ��
��
 � �
� �
 ���
���/ �	
	 ν = k/ ��/  �!"#�%�" 4�
�!��
��
�/ ��� �#������
  
�
�
�
��%
#������$�  ����  �%��F � ����
����� Ξ(A, b) �!� �D
������
 I��  
�
�
�
��% ����� �� �!���"
D
��� �
6
��% ��
$� ����� #����� !��
���$�  ��$�����������% ����#� ���!" ��
$� ν-$� ������-
�����$� �� ���!
��%�/ � �
 ���F ����F #����/ �����
�����2��F �!���%� xν ≤ 0 � xν ≥ 0	

� �������
���� �
���
 ���9!
��% �
6
���  �� �D
������� ����
���� �
6
���  � �� ���!
��2
� ���
��� ν/ ������ ��� ν �= k/ � ���  �%�!%2��% ���
 ��
 �!"�
������� ��#������ I�������
�����#�����:

• �!% ��� �#������%  
�
�
�
���  ����  �%��F � ����
����� �
6
��� �����/ ��� � �  �%��F
�
����F ���9!
��% �
6
���/ �
6��" ���� #����� !��
���$�  ��$�����������% ���!" ��
$�
�����������$� �� ���!
��% k ��
��� ���F X,4/ �����
�����2��F xk ≤ 0 � xk ≥ 0f

• � ��!� �
#�!"���� 4�
�!��
��% �� ���
� ���9�
 �
  ���#�����" ���9!
��%  ����� ���!"
�� ���!
��% ν/ ���  �#��!�� ��
�"6��" �9��
 �����#������ �!$������ �������� � 3 ��#�	

'� �����/ ��� �
 ���
����
��� � ����� �F
�
 �������
���$� �
���� ���9!
��% �
6
��� #�!��
��
��#�������" #�����% ��� �� ���!
��% ν/ ���!" ������$� �
�9F�����  �!����" �D
��� ����
����
�
6
���/ ��� � �� ���!
���/ ���!" ������F 9��
�  ���#�����"�% ���9!
��
 9�����/ � I�� �� ���-
!
��% ��$�� �
 ��� ����"	
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��� ����

���������	
 ���	���
���
 ����	����	
 ��	����	���� ���������� ����	��
������� ������� 
�
���
�
�

���������

@�������	�
 ��
��	�� ��	��������� �	���	�� � ������<��� ��	��������� �����3��� � ��
�������
��	��������� 6�����	�����	�
 ��	�
<���
 ��	��������� �	���	��� � ��	���������� ������	����
� ���������� ���2��� �
�����	���� �
�����
 ���������� ��	��������� �	���	�� � ������� ���
��
 �����	
�  ���	�
���� ������	
��

	
��
��
 �
���� ���2��� �
�����	��
�  ���	�
���� ������	�� ��	�
<���
 ��	��������� �	���	����
�
������3�
� ���
� ������	�
�  �����	
�
��������� "7$"*#'( '&$%)#� "("&$*)#%& /"-%&"0� .*'#&+%#! %#$"*-'( 0$*9&$9*"0� &),="#0'$%)#� &+)%&" )8 "(","#$
='*',"$"*0

4��  ���#������
 I!
�
���� I!
�������F �  ������ �
��#����� ������!������" � �9
� 
��-
���"  ����
��� ���
���!�� � ������� �������"2	 4�%�!%2��
�% ��!
�����
 I��$� ���!��
��%
 ����
���� I!
�
����  �����%� � ���!��
��%� ��F����F 5���D�� �  �������	 4�� �
�#�
��-
��F #�����F ��� �
�
!
��%  ����
���� �!% �D
��� �������� �  ������� �� �!"#�
��%  ���D� 
��������-���������/ �
�!�#�
��� � ���
���!"��F �
����F ����
��	 &��
���!"���  ��F��  �#-
��!�! � ������" �
 ��!"��  ��D
���� �D
������% ���!��
��� ��F����F 5���D��/ �� � ��#��9����"
�
���� ��#���
��% �� ����� j�k	

�  ��D
��
 I�� !����D�� I!
�������F �  ������  ����
��� I!
�
���� ������2� �#�
�%�"�%
��!
�����
 ��
6��F ��#�
������ ��#�
�
��
 �
� 
������/ ����
��
/ �
�����
 �!�$� � �	�	�	 �!%
�D
������% �!�%��% I��F ��#�
������ ��$�� �� �!"#����"�% ���
���!"��
 ��������� �  !���2-
���� ���
���!��� � $����D��� j3k	 (���
 ��������� ���
���� ��5����D�2 � ��� �#��
 �#�
�
-
��%  ����
���� � ��$�� �� �!"#����"�% �  ��D
����F ��9��� I!
�
���� � ��� 
���D�� ��
6��F
��#�
������ jKk	 *�#!����
 �����
$�� ��9��� I!
�
���� �
�!�#�����  �� �
�
���
���F ��I55�-
D�
���F ��
6��F ��#�
������ j1k	

G
!"2 �����%�
� ��9��� %�!%
��% ��#��9���� �
����� ��9��� I!
�
����  �� ���
���!"��F
��I55�D�
���F ��
6��F ��#�
������	 �!% �
6
��%  �����!
���� #����� �
�9F����� ��������
�"
� ���9� �9��#�����% � �������� ���
���!"��F ��������/ ������
 ��$!� 9� ��������" ���
���!"-
��
 �������� ��I55�D�
���� ��
6��F ��#�
������ � ��#��9����" �����
$�� ��9��� I!
�
���� �
��
��� ���
���!"��F ��I55�D�
���� ��
6��F ��#�
������	

�!%  
�
F��� � ���
���!"��� ���������� � ���
���!"����  ����
����� ��
6��F ��#�
�-
����� �
�9F����� �����!� 5����!�#����" ������6
��% �!% ���
���!"��F �������� �  !���2����
���
���!��� � $����D���	 Y�� ��������� � 
����2� � ������ � �
�� �
 $����D���/ �# ������F
5������2��% ���
���!"��
 �
!�����	

&+��3/���� 	2 &��
���!"��� ���������� ��#���
��% ���
���!"��%  ��� ���
���!��:

Fx(x, ∗, t) = [xm,xp], ���

$�
 Fx ∈ {Fi,Fb,Fc} 0 ����
���� � 
������� ���
���!"��F ��������f
∗ ∈ {+,−, · , /} 0 ����
���� ���5�
���
���F � 
��D��f
Fi,Fb � Fc 0 � 
������ ���
���!"��F �������� �  !���2���� ���
���!���/ $����D��� � ��%#��-
���� ���
���!���f
x = [x;x] � t = [t; t] 0 ���
���!�  ����
��� I!
�
��� � �
!����� ��
6��F ��#�
������f
xm � xp 0 ������ � �
�F��� ���
���!� ���
���!"��� ���������	

@�������
 ���
���!� ���
���!"��� ��������� � �
�
!%2��% �  ����"2 �����
���:

xm = x ∗ tm, xp = x ∗ tp; (Fx = Fi) �3�

xm = x ∗ t, xp = x ∗ t; (Fx = Fb) �K�

xm = x ∗ dual t, xp = x ∗ t; (Fx = Fc) �1�

$�
 dual t = [tp; tm] 0 ���!"��� ���
���! �
!���� ��
6��F ��#�
������	

��.



&��
���!"��
 ��������� �  !���2���� ���
���!���  �#��!%2� �D
���"  �
�
!"��
 #���
-
��% ���
���!"��F  ����
����  �� $�������F #���
��%F ��
6��F ��#�
������	 �!% �D
������%
��� �#��� �#�
�
��% $�������F ���!��
��� �� �!"#�
��% ���
���!"��% ��������� �  !���2����
$����D���	 �����
��% �1�  �#��!%2�  �������" �����
��

 � ��
6�

 �D
������
 �#�
�
��%  ���-
�
����	 H�� �����
�����2� ���
���!"��� ���������� �� ��%#������ ���
���!���/ ��
2� $����D�
� ���
 ���
���!�� � ��$�� ������������"�% ��� ���
���!"��
 ���6��
��
 ������ j�/ 
k	

4�� ���������F ��
6��F ��#�
�����%F ���5�
���
���
 � 
��D�� ��� ���
���!"���� �����-
������ �� �!�%2��% �  ����"2 ������6
���:

Fx(x1, ∗, t) � Fy(x2, ∗, t) = [xm1 � xm2,xp1 � xp2], ���

x1 � Fx(x2, ∗, t) = [x1 � xm2,x1 � xp2], �
�

$�
 � ∈ {+,−, · , /}	
&���
 �� �!"#�
��% ����D�% �!�����
���� ���
���!"��� ���5�
����	
&# �����
��� ��� ��$�� 9��"  �!��
�� ������6
��% �!% ��#!��
��% ����� ���
���!"���

��������� �� ��
 ������!%2��
:

Fx(x1 + x2, · , t) = Fx(x1, · , t) + Fx(x2, · , t); �p�

Fx(x, · , f1(t) + f2(t)) = Fx(x, · , f1(t)) + Fx(x, · , f2(t)); ���

Fx(x1·x2, · , f1(t)· f2(t)) = Fx(x1, · , f1(t))·Fx(x2, · , f2(t)); ���

$�
 f(t) 0 ���
���!"��
 ���6��
��
 5���D�� ��
6��F ��#�
������	
*�#!��
��
 ���
���!"��� ��������� �� ���
���! � ���
���!"��2 ��������� ���
��
� �# �p�0

���  �� #��
�
 ����$� �# �!�$�
��F �!� ��������
!% �� �
�
���
���2 �
!�����:

Fx(1 + x, · , t) = t + Fx(x, · , t); ��.�

Fx(x, · , 1 + f(t)) = x + Fx(x, · , f(t)); ����

Fx(x, · , f1(t)· f2(t)) = f1(t)·Fx(x2, · , f2(t)); ��3�

Fx(x1·x2, · , f(t)) = x1·Fx(x2, · , f(t)). ��K�

8�����6
��% ���0��K� �� �!"#�2��%  ��  �
�9��#������ ���
!
� ��F����F 5���D�� I!
�����-
��F �  ������	

C���D�% ��
6��F ��#�
������ ���
� ��
�"  ����
���/ ������
  �
�����!%2��% ���
���!"-
���� �
!�������	 )�!� �������� I��F ���
���!�� �
 #����%� �� �
!����� ��
6��F ��#�
������/
�� ��� ��$�� ������������"�% �� �
#�������
 ��
6��
 ��#�
�����%	 � I��� �!���
 ��#��������
�D
������% �������F  ����
���� I!
�
���� #�����
!"�� ���6��%2��%	 (���
 �D
��� ��$��  ��-
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Рисунок 1. Эффективность работы
алгоритма интервальной глобальной
оптимизации на примере
оптимизации функции (1) в мер ном
боксе .
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Рисунок 3. Сравнение эффективности трех
методов построения интервальной геометрии
белков.

2. Структура полипептидной цепи

белка и по двугранные углы (
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