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1 ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Âî ìíîãèõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷ ïåðåä èññëåäîâàòåëåì ñòàâèòñÿ öåëü ïðî-

àíàëèçèðîâàòü äàííûå, ïîëó÷åííûå ýìïèðè÷åñêèì ïóòåì. Äðóãîé çàäà-

÷åé ÿâëÿåòñÿ ïðåäîñòàâëåíèå íàèáîëåå òî÷íîãî ïðåäñêàçàíèÿ òîãî, êàê

áóäåò â äàëüíåéøåì ïðîòåêàòü èññëåäóåìîå õèìè÷åñêîå, ôèçè÷åñêîå èëè

ýêîíîìè÷åñêîå ÿâëåíèå ïî ðåçóëüòàòàì íåêîòîðîãî èññëåäîâàíèÿ. Ïðî-

áëåìû òàêîãî ðîäà ðåøàþòñÿ ìíîãî÷èñëåííûìè ìåòîäàìè àíàëèçà äàí-

íûõ.

Àíàëèç äàííûõ � ýòî îáëàñòü íàó÷íûõ çíàíèé, çàíèìàþùàÿñÿ èçâëå-

÷åíèåì ïîëåçíîé èíôîðìàöèè èç ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ðåçóëüòàòîâ, à òàê-

æå ðàçâèòèåì è óñîâåðøåíñòâîâàíèåì ñóùåñòâóþùèõ âû÷èñëèòåëüíûõ

àëãîðèòìîâ è ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, ñâÿçàííûõ ñ àíàëèçîì äàííûõ.

Àíàëèçîì äàííûõ â òîé èëè èíîé ìåðå çàíèìàþòñÿ ñëåäóþùèå ìàòåìàòè-

÷åñêèå íàóêè: Ìàøèííîå îáó÷åíèå, Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñòàòèñòèêà, à òàêæå

ìåòîäû îáðàáîòêè äàííûõ, îñíîâàííûå íà Èíòåðâàëüíîì àíàëèçå. Êàæ-

äàÿ èç ýòèõ íàóê èñïîëüçóåò óíèêàëüíûå, ïî áîëüøåé ÷àñòè ðàçëè÷íûå,

ïîäõîäû, êîòîðûå èìåþò ñâîè ïðåèìóùåñòâà è íåäîñòàòêè.

Íàèáîëåå òðàäèöèîííûì ìåòîäîì ïðåäñêàçàíèÿ ïîâåäåíèÿ êàêîãî-

ëèáî ïðîöåññà ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.

Â ýòîì ìåòîäå ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå ðàññìàòðèâàþòñÿ, êàê âûáî-

ðî÷íûå çíà÷åíèÿ íåêîòîðîé, âîîáùå ãîâîðÿ, çàðàíåå íåèçâåñòíîé ñëó-

÷àéíîé âåëè÷èíû. Ñîãëàñíî òåîðåìå Ãëèâåíêî-Êàíòåëëè, ýìïèðè÷åñêàÿ

ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ðîñòîì âûáîðêè ñòðåìèòñÿ ê ôóíêöèè ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ íåîáõîäèìîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. Îïèðàÿñü íà ýòîò ôàêò,

ìåòîäàìè ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè ìîæíî ïîëó÷èòü òðåáóåìîå ðàñ-

ïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.

Êàçàëîñü áû, òàêîé ïîäõîä ðåøàåò ïðàêòè÷åñêè âñå ïðîáëåìû àíàëè-

çà, îäíàêî, òîò ôàêò, ÷òî ìû èñïîëüçóåì ïîíÿòèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû,

íàêëàäûâàåò ñåðüåçíûå îãðàíè÷åíèÿ íà èññëåäóåìîå ÿâëåíèå. Êàê èç-

âåñòíî, îñíîâîé òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèå ñòàòèñòè÷åñêîé

óñòîé÷èâîñòè. Åñëè äëÿ êàæäîãî ñîáûòèÿ ξ, ñâÿçàííîãî ñî ñëó÷àéíûì

ýêñïåðèìåíòîì Ω, ìîæíî óêàçàòü òàêîå ÷èñëî , ÷òî â äëèííîì ðÿäó
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ïîâòîðåíèé ýêñïåðèìåíòà Ω ÷àñòîòà ñîáûòèÿ ξ îêàæåòñÿ ïðèáëèçèòåëü-

íî ðàâíîé , òî èìååò ìåñòî ñòàòèñòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü [1]. Ìîæíî

çàìåòèòü, ÷òî ñóùåñòâóþò ýêñïåðèìåíòû, êîòîðûå íå ïîäõîäÿò ïîä ýòî

îïðåäåëåíèå. Ïðèìåðîì íàðóøåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ìîæåò

ñëóæèòü êîëåáàíèå òåìïåðàòóðû âîäû â îêåàíå. Ïî ýêñïåðèìåíòàëüíûì

äàííûì áûë ðàññ÷èòàí ïàðàìåòð ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè. Ïî âû-

÷èñëåííûì ïàðàìåòðàì áûëî îáíàðóæåíî, ÷òî êîëåáàíèÿ òåìïåðàòóðû

âîäû íîñÿò âûðàæåííûé ñòàòèñòè÷åñêè íåóñòîé÷èâûé õàðàêòåð. Äðóãèå

ïðèìåðû íàðóøåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ìîæíî íàéòè â ðàáîòå

[2]. Â ïîäîáíîãî ðîäà ñèòóàöèÿõ, êîãäà äàííûå ÿâëÿþòñÿ áûñòðîìåíÿþ-

ùèìèñÿ èëè â íèõ îòñóòñòâóåò óñòîé÷èâîñòü, íàèáîëåå ðàçóìíî èñïîëü-

çîâàòü ìåòîäû îáðàáîòêè äàííûõ, îñíîâàííûå íà Èíòåðâàëüíîì àíàëèçå.

Èíòåðâàëüíûé àíàëèç � ýòî ìàòåìàòè÷åñêàÿ äèñöèïëèíà, ïðåäìåòîì êî-

òîðîé ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèå çàäà÷ ñ èíòåðâàëüíûìè (èëè, áîëåå îáùî, îãðà-

íè÷åííûìè) íåîïðåäåë¼ííîñòÿìè è íåîäíîçíà÷íîñòÿìè â äàííûõ, âîçíè-

êàþùèìè â ïîñòàíîâêå çàäà÷è èëè íà ïðîìåæóòî÷íûõ ñòàäèÿõ ïðîöåññà

ðåøåíèÿ.

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ îáðàáîòêè ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ, çà÷àñòóþ,

ìû ïîëó÷àåì íåñêîëüêî îöåíîê, ïîýòîìó íàì íåîáõîäèìî âûáðàòü íàè-

áîëåå êà÷åñòâåííóþ èç íèõ, êîòîðàÿ îáëàäàåò íàèìåíüøåé ÷óâñòâèòåëü-

íîñòüþ êî âõîäíûì äàííûì. Âñëåäñòâèå ÷åãî âñòàåò çàäà÷à ââåñòè ìåðó

âàðèàáåëüíîñòè äëÿ íàøèõ îöåíîê. Â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ýòó ðîëü èã-

ðàåò äèñïåðñèÿ, õàðàêòåðèçóþùàÿ ðàññåèâàíèå çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé âå-

ëè÷èíû.

Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ àíàëèç îäíîé èç âîçìîæíûõ êîí-

ñòðóêöèé àíàëîãà äèñïåðñèè â èíòåðâàëüíûõ ìåòîäàõ îáðàáîòêè äàííûõ.

Ïðèâåäåì âîçìîæíóþ ìåðó âàðèàáåëüíîñòè â çàäà÷å âîññòàíîâëåíèÿ

ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè, êîãäà ïî ýìïèðè÷åñêèì äàííûì íåîáõîäèìî ïî-

ñòðîèòü ëèíåéíóþ çàâèñèìîñòü, êîòîðàÿ íàèëó÷øèì îáðàçîì ñîîòâåò-

ñòâóåò ýòèì äàííûì. Ñòðîãî ãîâîðÿ, äàííàÿ çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â ïîèñêå

ïàðàìåòðîâ β1, β2, . . . , βn ëèíåéíîé ôóíêöèè âèäà

y = β1x1 + . . .+ βnxn (1)
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ïî äàííûì èçìåðåíèÿì íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ x1, x2, . . . , xn è ñîîò-

âåòñòâóþùèì çíà÷åíèÿì y.

Èñõîäíûìè äàííûìè çàäà÷è âîññòàíîâëåíèÿ çàâèñèìîñòè (1) ÿâëÿþò-

ñÿ íàáîð çíà÷åíèé íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ xi è çàâèñèìîé ïåðåìåííîé

y, ïîëó÷åííûõ â ðåçóëüòàòå ïðîâåäåíèÿ m ýêñïåðèìåíòîâ:

x11, x12, . . . , x1n, y1

x21, x22, . . . , x2n, y2
...

... . . . ...
...

xm1, xm2, . . . , xmn, ym.

(2)

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ýòè äàííûå èìåþò èíòåðâàëüíóþ íåîïðåäåëåííîñòü.

Â äàëüíåéøåì æèðíûì øðèôòîì ìû áóäåì îáîçíà÷àòü èíòåðâàëû. Ïðè

ïîäñòàíîâêå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûé â çàâèñèìîñòü (1) ïîëó÷èì èí-

òåðâàëüíóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé(ÈÑËÀÓ)

Xβ = y (3)

ñ ìàòðèöåé ðàçìåðà m× n X = (xij) è m-ìåðíûì âåêòîðîì y.

Ïàðàìåòðû ôóíêöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòè ìîãóò áûòü ïî-ðàçíîìó ñî-

ãëàñîâàííû ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè. Â äàííîé ðàáîòå îñíîâíîå

âíèìàíèå áóäåò óäåëåíî ñèëüíîìó ñîãëàñîâàíèþ ïàðàìåòðîâ [3]:

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íàáîð ïàðàìåòðîâ β1, β2, . . . , βn ëèíåéíîé çà-

âèñèìîñòè (1) ñèëüíî ñîãëàñóåòñÿ ñ èíòåðâàëüíûìè ýêñïåðèìåíòàëü-

íûìè äàííûìè xi1,xi2, . . . ,xin, yi, i = 1, 2, . . . ,m, åñëè äëÿ êàæäîãî i-ãî

íàáëþäåíèÿ äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé xi1 ∈ xi1, xi2 ∈ xi2, . . . , xin ∈ xin â ïðå-

äåëàõ èçìåðåííûõ èíòåðâàëîâ yi íà âûõîäå íàéä¼òñÿ òàêîå yi ∈ yi, ÷òî

âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

yi = xi1β1 + · · ·+ xinβn.

Ñèëüíîìó ñîãëàñîâàíèþ ïàðàìåòðîâ ñîîòâåòñòâóåò, òàê íàçûâàåìîå,
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äîïóñêîâîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé ÈÑËÀÓ

Ξtol(X,y) = {β ∈ Rn|Xβ ∈ y äëÿ ëþáûõ ìàòðèö X ∈X} . (4)

Ðèñ. 1: Èëëþñòðàöèÿ ñèëüíîãî âàðèàíòà ñîãëàñîâàííîñòè

Ðåøåíèå äàííîé çàäà÷è áóäåò íàõîäèòñÿ ìåòîäîì ìàêñèìàëüíîãî ñî-

ãëàñîâàíèÿ [4], ò.å â êà÷åñòâå îöåíêè ïàðàìåòðîâ ñîãëàñîâàíèÿ áåðåò-

ñÿ òî÷êà â êîòîðîé äîñòèãàåòñÿ ìàêñèìóì ðàñïîçíàþùåãî ôóíêöèîíàëà

Tol (β,X,y). Äëÿ äîïóñêîâîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé îí èìååò âèä

Tol (β,X,y) = min
1≤i≤m

{
rad yi −

∣∣∣∣∣mid yi −
n∑
j=1

xijβj

∣∣∣∣∣
}

(5)

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à (1) ñâîäèòñÿ ê ñëåäóþùåé

Tol (β,X,y)→ max
β

(6)

Åñëè max Tol > 0, òî äîïóñêîâîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé íåïóñòî è â êà-

÷åñòâå îöåíêè ïàðàìåòðîâ çàäà÷è áóäåò âçÿòî β̂ = arg max Tol , åñëè æå

max Tol < 0, òî äîïóñêîâîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé ïóñòî. Â ñëó÷àå ðàâåí-

ñòâà ðàñïîçíàþùåãî ôóíêöèîíàëà íóëþ äîïóñêîâîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé

ñîñòîèò èç îäíîé òî÷êè ðàâíîé arg max Tol .
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Â êà÷åñòâå âåëè÷èíû, êîòîðàÿ áû õàðàêòåðèçîâàëà âàðèàáåëüíîñòü

îöåíêè ïàðàìåòðîâ β̂ = (β̂1, β̂2, . . . , β̂n), ïîëó÷åííûõ ìåòîäîì ìàêñèìóìà

ñîãëàñîâàíèÿ, áûëà ïðåäëîæåíà âåëè÷èíà

IVE (X,y) = (min
X∈X

condX) ·
∥∥∥∥arg max

x∈Rn
Tol

∥∥∥∥ · max Tol

‖mid y‖
.

Â ýòîé ôîðìóëå èñïîëüçóåòñÿ ÷åáûø¼âñêàÿ íîðìà, îäíàêî, îíà ïðè-

ìåíèìà òîëüêî äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ìàòðèöà ñèñòåìû êâàäðàòíàÿ, òàê êàê

â ïðîòèâîïîëîæíîì ñèòóàöèè ÷èñëî îáóñëîâëåííîñòè íåîïðåäåëåííî. Â

ñëó÷àå ïðÿìîóãîëüíûõ ñèñòåì ñòîèò ïåðåéòè ê åâêëèäîâîé íîðìå è ñî-

îòâåòñòâóþùåé åé ñïåêòðàëüíîé ìàòðè÷íîé íîðìå. Òîãäà ýòà âåëè÷èíà,

ñ ó÷åòîì ñîãëàñîâàíèÿ íîðì

‖y‖∞ ≤ ‖y‖2 ≤
√
n ‖y‖∞ ,

ïðèìåò ñëåäóþùèé âèä

IVE (X,y) =
√
n (min

X∈X
cond X) ·

∥∥∥∥arg max
x∈Rn

Tol

∥∥∥∥ · max Tol

‖mid y‖
.

Êðîìå ïðåäûäóùåé ìåðû, òàêæå ñòîèò îòìåòèòü ñóùåñòâîâàíèå ìåðû

îòíîñèòåëüíîé âàðèàáåëüíîñòè

(min
X∈X

cond X) ·max Tol .

Ïîä cond ìû ïîíèìàåì ÷èñëî îáóñëîâëåííîñòè, êîòîðîå â îáùåì ñëó-

÷àå âû÷èñëÿåòñÿ(äëÿ êâàäðàòíûõ ìàòðèö) ïî ôîðìóëå

cond X = ‖X‖ ·
∥∥X−1

∥∥ ,
â ñïåêòðàëüíîé íîðìå ýòà âåëè÷èíà ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà òàêæå äëÿ

ïðÿìîóãîëüíûõ ìàòðèö ïî ñëåäóþùåé ôîðìóëå

condX =
σmax(X)

σmin(X)
,

7



ãäå σ(X) � ñèíãóëÿðíîå ÷èñëî ìàòðèöû X.

Âûâîä ôîðìóëû äëÿ çíà÷åíèÿ íàøåé ìåðû îñíîâàí íà ñëåäóþùåì

ñîîòíîøåíèè èç òåîðèè âû÷èñëèòåëüíûõ ìåòîäîâ

‖∆x‖
‖x‖

≤ (condX) · ‖∆b‖
‖b‖

.

2 ÑÈËÜÍÀß È ÑËÀÁÀß

ÑÎÃËÀÑÎÂÀÍÍÎÑÒÜ

Â ýòîé ãëàâå áóäåò ïðèâåäåíî íåáîëüøîå îáîñíîâàíèå òîãî, ïî÷åìó äëÿ

èññëåäîâàíèÿ áûëî âûáðàíî èìåííî äîïóñêîâîå ìíîæåñòâî è ñèëüíàÿ ñî-

ãëàñîâàííîñòü.

Ïîìèìî ðàññìîòðåííîé ðàíåå ñèëüíîé ñîãëàñîâàííîñòè ñóùåñòâóåò,

òàê íàçûâàåìàÿ, ñëàáàÿ ñîãëàñîâàííîñòü [5], èíîãäà ñëîâî ñëàáàÿ îïóñêà-

þò. Ïðèâåäåì åå îïðåäåëåíèå:

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íàáîð ïàðàìåòðîâ β1, β2, . . . , βn ëèíåéíîé çà-

âèñèìîñòè (1) (ñëàáî) ñîãëàñóåòñÿ ñ èíòåðâàëüíûìè ýêñïåðèìåíòàëü-

íûìè äàííûìè xi1, xi2, . . . , xin, yi, i = 1, 2, . . . ,m, åñëè äëÿ êàæäîãî i-ãî

íàáëþäåíèÿ â ïðåäåëàõ èçìåðåííûõ èíòåðâàëîâ íàéäóòñÿ xi1 ∈ xi1, xi2 ∈
xi2, . . . , xin ∈ xin â ïðåäåëàõ èçìåðåííûõ èíòåðâàëîâ yi íà âûõîäå íàé-

ä¼òñÿ òàêîå yi ∈ yi, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

yi = xi1β1 + · · ·+ xinβn.

Òàêîìó ðîäó ñîãëàñîâàííîñòè óäîâëåòâîðÿåò, òàê íàçûâàåìîå, îáúåäè-

íåííîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé

Ξuni(X,y) = {β ∈ Rn|ñóùåñòâóåò X ∈X, Xβ ∈ y} .

Àíàëîãè÷íî äîïóñêîâîìó ìíîæåñòâó, äëÿ îáúåäèíåííîãî ìíîæåñòâà

òàêæå ñóùåñòâóåò ðàñïîçíàþùèé ôóíêöèîíàë, áîëåå òîãî, îí íå îäèí.
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Ðèñ. 2: Èëëþñòðàöèÿ ñëàáîãî âàðèàíòà ñîãëàñîâàííîñòè

Ïðèâåäåì 2 ðàçëè÷íûõ ðàñïîçíàþùèõ ôóíêöèîíàëîâ

Uni (β,X,y) = min
1≤i≤m

{
rad yi −

〈
mid yi −

n∑
j=1

xijβj

〉}
,

Uni (β,X,y) = min
1≤i≤m

{
rad yi +

n∑
j=1

(rad xij) |βj|

−

∣∣∣∣∣mid yi −
n∑
j=1

(mid xij)βj

∣∣∣∣∣
}
.

Èç òåîðèè èçâåñòíî, ÷òî îáúåäèí¼ííîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé íå âñåãäà

ìîæåò áûòü îãðàíè÷åííûì, çà÷àñòóþ, ýòî ìíîæåñòâî êàê ðàç òàêè ÿâ-

ëÿåòñÿ íåîãðàíè÷åííûì ìíîæåñòâîì. Ïðèìåðîì òàêîãî ñëó÷àÿ ñëóæèò

ñëåäóþùàÿ ñèñòåìà
[−1.0, 1.0] [0.0, 0.0] [0.0, 0.0]

[0.0, 0.0] [−1.0, 1.0] [0.0, 0.0]

[0.0, 0.0] [0.0, 0.0] [−1.0, 1.0]

 =


[1.0, 1.0]

[1.0, 1.0]

[1.0, 1.0],

 (7)

ðèñóíîê ýòîãî ìíîæåñòâà ïðåäñòàâëåí íà ðèñ.3 (íà ýòîì ðèñóíêå ìíîæå-

ñòâî àâòîìàòè÷åñêè îáðåçàíî, îáðåçàì ñîîòâåòñòâóþò íàèáîëåå òåìíûå

îáëàñòè ðèñóíêà).

Òîò ôàêò, ÷òî äîïóñêîâîå ìíîæåñòâî ïî÷òè âñåãäà îãðàíè÷åíî (èñ-

êëþ÷åíèåì ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà â ìàòðèöå A åñòü ëèíåéíî çàâèñèìûå
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Ðèñ. 3: Ðèñóíîê îáúåäèíåííîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé ñèñòåìû (7)

âåùåñòâåííûå ñòîëáöû)[6] è ÿâëÿåòñÿ ïîëèýäðàëüíûì ìíîæåñòâîì, äåëà-

åò åãî áîëåå ïðèãîäíûì äëÿ èññëåäîâàíèÿ íåæåëè îáúåäèíåííîå, îãðàíè-

÷åííîñòü êîòîðîãî íå âñåãäà ãàðàíòèðîâàííà. Îãðàíè÷åííîñòü äîïóñêîâî-

ãî ìíîæåñòâà ãàðàíòèðóåò, ÷òî îöåíêà áóäåò èìåòü êîíå÷íóþ âàðèàáåëü-

íîñòü. Åùå îäíèì ïðåèìóùåñòâîì ñèëüíîé ñîãëàñîâàííîñòè íàä ñëàáîé

ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ïîèñê ìàêñèìóìà ðàñïîçíàþùåãî ôóíêöèîíàëà âûïîë-

íÿåòñÿ çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ, â òî âðåìÿ êàê äëÿ ñëàáîé ýòà çàäà÷à

ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíîé. Íàïîìíèì, ÷òî çàäà÷à ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó

NP-òðóäíûõ çàäà÷, åñëè ëþáàÿ äðóãàÿ çàäà÷ èç êëàññà NP ìîæåò áûòü

ïîëèíîìèàëüíàÿ ñâåäåíà ê íåé. Èç òåîðèè NP-òðóäíûõ çàäà÷ èçâåñòíî,

÷òî äëÿ âñåõ NP-òðóäíûõ çàäà÷, èçâåñòíûõ íà äàííûé ìîìåíò, íå ñó-

ùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíûõ àëãîðèòìîâ èõ ðàçðåøåíèÿ. Òàêæå ñòîèò îò-

ìåòèòü, ÷òî â ñèëó îïðåäåëåíèé äîïóñêîâîãî è îáúåäèíåííîãî ìíîæåñòâ

ðåøåíèé, äîïóñêîâîå ìíîæåñòâî âñåãäà ñîäåðæèòñÿ â îáúåäèíåííîì, òî

åñòü â óñëîâèÿõ ñèëüíîé ñîãëàñîâàííîñòè ñëàáàÿ áóäåò âñåãäà èìåòü ìå-

ñòî.

3 ÏÎÈÑÊ ÌÀÊÑÈÌÓÌÀ

ÐÀÑÏÎÇÍÀÞÙÅÃÎ ÔÓÍÊÖÈÎÍÀËÀ

Çàäà÷à ïîèñêà ìàêñèìóìà áóäåò ðåøåíà ñ ïîìîùüþ ìåòîäà îòäåëÿþùèõ

ïëîñêîñòåé ñ îòñå÷åíèÿìè[7]. Äàííûé àëãîðèòì íàõîäèò ìèíèìóì âûïóê-
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ëîé íåäèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè f , à òàêæå êîîðäèíàòû â êîòîðûõ

äîñòèãàåòñÿ ýòîò ìèíèìóì.

f(x∗) = min
x∈Rn

f(x). (8)

Àëãîðèòì îñíîâàí íà òîì, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è (8) ýêâèâàëåíòíî ïîèñ-

êó êîðíÿ âûðàæåíèÿ 0 ∈ ∂f(x)(∂f(x)�îáîáùåííûé ãðàäèåíò), ïðè ýòîì

f(x∗) = min
x∈Rn

f(x) = −sup
x
{0 · x− f(x)} = −f ∗(0), (9)

ãäå f ∗(g) � ôóíêöèÿ, ñîïðÿæåííàÿ ïî Ëåæàíäðó-Ôåíõåëþ ê f(x). Çà-

äà÷à (8) ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê ïîèñêó òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ íàäãðàôèêà

ñîïðÿæåííîé ôóíêöèè f ∗(g) ñ âåðòèêàëüíîé îñüþ {0} × R+.

Â ýòîì àëãîðèòìå ñòðîÿòñÿ âíåøíèå è âíóòðåííèå àïïðîêñèìàöèè

íàäãðàôèêà âûïóêëûìè ïîëèýäðàëüíûìè ìíîæåñòâàìè. Ýòè àïïðîêñè-

ìàöèè ñ êàæäûì íîâûì âû÷èñëåíèåì òî÷åê ñîïðÿæåííîãî ïðîñòðàíñòâà

áóäóò óòî÷íÿòüñÿ. Ïðè âûïîëíåíèè ïðîöåäóðû óòî÷íåíèÿ îäíà èç òàêèõ

ãðàíèö äîëæíà áóäåò ñîéòèñü ê f ∗(0).

Ïîëíîå îïèñàíèå ìåòîäà îòäåëÿþùèõ ïëîñêîñòåé ìîæíî íàéòè â ðà-

áîòå [7]. Çäåñü æå ïðèâåäåì ëèøü îñíîâíûå øàãè ýòîãî àëãîðèòìà.

1. Èíèöèàëèçàöèÿ âñåõ íåîáõîäèìûõ ïåðåìåííûõ: ñ÷åò÷èê èòåðàöèé,

íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå, ïîãðåøíîñòü.

2. Ïîèñê ðåêîðäà −ωk ôóíêöèè f , ãäå ωk = inf ω
0∈Uk(ω)

,

Uk � âíåøíÿÿ îöåíêà íàäãðàôèêà ñîïðÿæåííîé ôóíêöèè f ∗. Äàí-

íàÿ çàäà÷à ðåøàåòñÿ ðåêóðåíòíî ωk = max {ωk−1, f(xk−1)}, ïðè÷åì
ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ω0 = −∞.

3. Ïîèñê ζ(k) = (z(k), ξk), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîåêöèåé òî÷êè (0, ωk) íà

ïîëèýäð Dk âíóòðåííåé àïïðîêñèìàöèè íàäãðàôèêà ñîïðÿæåííîé

ôóíêöèè. Ïðîåêòèðîâàíèå ïðîõîäèò ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ïîäõîäÿùèõ

àôôèííûõ ïîäïðîñòðàíñòâ [8].

11



4. Âû÷èñëÿåòñÿ ñëåäóþùåå ïðèáëèæåíèå ê ðåøåíèþ çàäà÷è(8)

xk = −z(k)/ξk.

5. Íàõîäèòñÿ ū � óðîâåíü îòñå÷åíèÿ âåðõíåé ÷àñòè íàäãðàôèêà epi f ∗,

äëÿ ÷åãî íåîáõîäèìî ðåøèòü çàäà÷ó ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

ū = −min
x

max
k

{
f(x) + (x− xk)gk

}
, ãäå gk ÿâëÿåòñÿ ñóáãðàäèåíòîì.

Åñëè ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è íå ñóùåñòâóåò, íåîáõîäèìî ïåðåéòè ê

8-ìó øàãó.

6. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à îäíîìåðíîé íåäèôôåðåíöèðóåìîé îïòèìèçàöèè

sup
(g,ε)∈epif∗,ε≤ū

{gx− ε} = −ū+ inf
λ≥1

{
λ(ū+ f(λ−1x))

}
.

7. Ìîäèôèöèðóåòñÿ ïðèáëèæåíèå

xk = λ−1
k xk.

8. Âû÷èñëÿåòñÿ gk ∈ ∂f(xk), f
∗(gk) = gkxk − f(xk), äîáàâèòü ïàðó

(gk, f
∗(gk)) ê ïîëèýäðó Dk:Dk+1 = conv {Dk, (gk, f

∗(gk))}, ãäå conv

îáîçíà÷àåò âûïóêëóþ îáîëî÷êó ìíîæåñòâà.

9. Ïðîâåðÿþòñÿ óñëîâèÿ îñòàíîâêè, åñëè õîòÿ áû 1 èç íèõ âûïîëíåíî,

òî ïðîöåññ ïðåêðàùàåòñÿ, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ñ÷åò÷èê èòåðàöèé

óâåëè÷èâàåòñÿ íà 1, è ïðîöåññ ïðîäîëæàåòñÿ ñ øàãà 1.

Ðàñïîçíàþùèé ôóíêöèîíàë ÿâëÿåòñÿ âîãíóòîé ôóíêöèåé, äîêàçàòåëü-

ñòâî ýòîãî ôàêòà ïðèâåäåíî â [4]. Ïîýòîìó íàøà çàäà÷à ðàâíîñèëüíà çà-

äà÷è ìèíèìèçàöèè âîãíóòîé ôóíêöèè. Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è áóäåò íàé-

äåíî ìåòîäîì îòäåëÿþùèõ ïëîñêîñòåé

max
γ∈Rn

Tol (γ,X,y) = min
γ∈Rn

(−Tol (γ,X,y)).
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Ïðèâåä¼ì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ èíòåðâàëüíûõ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâ-

íåíèé è ñîîòâåòñòâóþùèõ èì çíà÷åíèé ðàñïîçíàþùåãî ôóíêöèîíàëà.

Â êà÷åñòâå ïåðâîãî ïðèìåðà ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ÈÑËÀÓ:(
[3.0, 7.0] [−3.0, 2.0]

[−3.0, 2.0] [−3.0, 1.0]

)(
x1

x2

)
=

(
[−5.0, 5.0]

[−4.0, 4.0]

)
(10)

Ìàêñèìóì ðàñïîçíàþùåãî ôóíêöèîíàëà äàííîé ñèñòåìû, âû÷èñëåí-

íûé ñ ïîìîùüþ ìåòîäà îòäåëÿþùèõ ïëîñêîñòåé, ðàâíÿåòñÿ 4 è äîñòèãà-

åòñÿ â òî÷êå x∗ = (0.0, 0.0)> (ðèñ. 4).

Ðèñ. 4: Ãðàôèê ðàñïîçíàþùåãî ôóíêöèîíàëà ñèñòåìû (10)

Òîò ôàêò, ÷òî ìàêñèìóì ðàñïîçíàþùåãî ôóíêöèîíàëà ñòðîãî áîëüøå

íóëÿ ñâèäåòåëüñòâóåò î òîì, ÷òî äîïóñêîâîå ìíîæåñòâî íåïóñòî è ñîñòîèò

áîëåå ÷åì èç îäíîãî ýëåìåíòà (ðèñ.5).

Èíàÿ ñèòóàöèÿ ïðîèñõîäèò ñî ñëåäóþùèì ïðèìåðîì:(
[2.0, 4.0] [−2.0, 1.0]

[−1.0, 2.0] [2.0, 4.0]

)(
x1

x2

)
=

(
[−2.0, 2.0]

[0.0, 0.0]

)
. (11)

Ìàêñèìóì ðàñïîçíàþùåãî ôóíêöèîíàëà ñèñòåìû (11) ðàâåí íóëþ,

÷òî ñâèäåòåëüñòâóåò î òîì, ÷òî äîïóñêîâîå ìíîæåñòâî ñîñòîèò èç îäíîé
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Ðèñ. 5: Ðèñóíîê äîïóñêîâîãî ìíîæåñòâà ñèñòåìû (10)

åäèíñòâåííîé òî÷êè, â äàííîì ñëó÷àå (0, 0). Åñëè æå ìàêñèìóì ðàñïîçíà-

þùåãî ôóíêöèîíàëà ïðèíèìàåò îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ, òî äîïóñêîâîå

ìíîæåñòâî ðåøåíèé âîâñå ïóñòî. Ïðèìåðîì òàêîãî ñëó÷àÿ ÿâëÿåòñÿ ñëå-

äóþùàÿ ñèñòåìà:(
[2.0, 4.0] [−2.0, 1.0]

[−1.0, 2.0] [2.0, 4.0]

)(
x1

x2

)
=

(
[1.0, 2.0]

[1.0, 2.0]

)
. (12)

4 ÌÅÐÀ ÂÀÐÈÀÁÅËÜÍÎÑÒÈ

Ðàññìîòðèì èíòåðâàëüíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé

Ax = b (13)

ñ òî÷å÷íîé ìàòðèöåé A ðàçìåðàm×n è èíòåðâàëüíûì âåêòîðîì b ðàçìå-

ðà m. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äîïóñêîâîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé ýòîé ñèñòåìû

íåïóñòî

Ξtol(A, b) = {x ∈ Rn|Ax ∈ b} 6= ∅. (14)

Íàøà öåëü � íåñëîæíî è áûñòðî îöåíèòü ðàçìåðû ýòîãî ìíîæåñòâà

ðåøåíèé. Äëÿ äîñòèæåíèÿ ýòîé öåëè áóäåì èñêàòü îöåíêó max ‖x′−x′′‖2

äëÿ âñåõ x′, x′′ èç Ξtol(A, b), ò.å. îöåíêó äèàìåòðà ýòîãî ìíîæåñòâà. Îíà

áóäåò ïîëó÷åíà êàê óäâîåííàÿ âåëè÷èíà max ‖x′ − x̂‖2, ãäå x
′ � ïðîèç-

14



âîëüíàÿ òî÷êà è äîïóñêîâîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé, à â êà÷åñòâå x̂ áóäåò

âçÿòî

x̂ = arg max
x∈Rn

Tol (x,A, b).

Ïóñòü òî÷êà x′ � íåêîòîðàÿ òî÷êà èç äîïóñêîâîãî ìíîæåñòâà ðåøå-

íèé, x̂ îïðåäåëåíà âûøå. Ýòè òî÷êè ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè ñèñòåì ëèíåé-

íûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ ìàòðèöåé A è ïðàâèì ÷àñòÿìè b′ è b̂.

Åñëè x̂ 6= 0 è b̂ 6= 0, òî ìîæíî ïðèìåíÿòü ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî

‖∆x‖2

‖x‖2

≤ cond2A
‖∆b‖2

‖b‖2

,

ãäå ∆x = x′ − x̂ è ∆b = b′ − b̂ (äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî íåðàâåíñòâà ìîæíî
íàéòè â [9]). Òîãäà èìååì

‖x′ − x̂‖2

‖x̂‖2

≤ cond2A

∥∥b′ − b̂∥∥
2∥∥b̂∥∥

2

, (15)

÷òî âëå÷åò çà ñîáîé ñëåäóþùóþ îöåíêó

‖x′ − x̂‖2 ≤ ‖x̂‖2 · cond2A

∥∥∆b
∥∥

2∥∥b̂∥∥
2

. (16)

Â ýòîì âûðàæåíèå çíà÷åíèå ÷èñëà îáóñëîâëåííîñòè ìîæåò áûòü íàé-

äåíî ïî ôîðìóëå

cond2A =
λmax(A>A)

λmin(A>A)
,

ãäå λ � ñîáñòâåííîå ÷èñëî. Òàêèì ñïîñîáîì ÷èñëî îáóñëîâëåííîñòè èùåò-

ñÿ â ñèñòåìå Octave. Òî÷êà x̂ íàõîäèòñÿ, êàê àðãóìåíò ìàêñèìóìà ðàñ-

ïîçíàþùåãî ôóíêöèîíàëà äîïóñêîâãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé. Ïîýòîìó äëÿ

ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ ôîðìóëû (16) íåîáõîäèìî çíàòü çíà÷åíèÿ∥∥b′ − b̂∥∥
2
è
∥∥b̂∥∥

2
.
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Â êà÷åñòâå
∥∥b̂∥∥

2
áóäåò ïðèíÿòî

∥∥b̂∥∥
2
≈ ‖mid b‖2 ,

ãäå mid b � ñåðåäèíà èíòåðâàëà b. Îäíàêî, â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ýòà

òî÷êà ìîæåò áûòü íóëåâîé, â òàêîé ñèòóàöèè ìîæíî âçÿòü áëèçêóþ ê

ñåðåäèíå òî÷êó.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïðèðàùåíèÿ ïðàâîé ÷àñòè ∆b = b′− b̂ äîïîëíèòåëü-
íî ðàññìîòðèì ñèñòåìó

Ax = b̃, (17)

ïðàâàÿ ÷àñòü êîòîðîé ïîëó÷åíà ñóæåíèåì b íà âåëè÷èíó

C = max
x∈Rn

Tol (x,A, b),

òî åñòü

b̃ = [b− C, b + C].

Èç ñâîéñòâ ìàêñèìóìà ðàñïîçíàþùåãî ôóíêöèîíàëà ñëåäóåò, ÷òî åñëè

îäíîâðåìåííî óâåëè÷èòü èëè óìåíüøèòü rad b íà íåêîòîðóþ âåëè÷èíó,

òî çíà÷åíèå ìàêñèìóìà òàêæå èçìåíèòñÿ íà ýòî æå ÷èñëî. Ñòðîãî ãîâîðÿ,

åñëè âçÿòü íåêîòîðóþ êîíñòàíòó D è m-ìåðíûé âåêòîð

e = ([−1, 1], [−1, 1], . . . , [−1, 1])>,

òî äëÿ ñèñòåìû Ax = b +De

Tol (x,A, b +De) = Tol (x,A, b) +D,

÷òî âëå÷åò

max
x∈Rn

Tol (x,A, b +De) = max
x∈Rn

Tol (x,A, b) +D.

16



Âîîáùå ãîâîðÿ, ïðåäûäóùåå ñîîòíîøåíèå âåðíî íå òîëüêî äëÿ òî÷å÷íûõ,

íî è äëÿ èíòåðâàëüíûõ ìàòðèö ñèñòåìû, ÷òî ñëåäóåò èç âèäà ðàñïîçíà-

þùåãî ôóíêöèîíàëà äîïóñêîâîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé.

Èñõîäÿ èç ïðåäûäóùèõ ðàññóæäåíèé, äëÿ ñèñòåìû (17) ñïðàâåäëèâî

max
x∈Rn

Tol (x,A, b̃) = 0.

Òàê êàê ìàêñèìóì ðàñïîçíàþùåãî ôóíêöèîíàëà ðàâåí íóëþ, äîïóñ-

êîâîå ìíîæåñòâî èìååò ïóñòóþ âíóòðåííîñòü, òî åñòü èìååò íóëåâóþ øè-

ðèíó. Âîîáùå ãîâîðÿ, íóëåâàÿ øèðèíà ÿâëÿåòñÿ äîïóùåíèåì, òàê êàê ïðè

ðàâåíñòâå íóëþ ðàñïîçíàþùåãî ôóíêöèîíàëà äîïóñêîâîå ìíîæåñòâî íå

âñåãäà ÿâëÿåòñÿ îäíîòî÷å÷íûì.Òàêæå ñòîèò îòìåòèì, ÷òî x̂, ôèãóðèðî-

âàâøåå äî ýòîãî, ÿâëÿåòñÿ òàêæå àðãóìåíòîì ìàêñèìóìà ðàñïîçíàþùåãî

ôóíêöèîíàëà è äëÿ ñèñòåìû (17), ò.å. òî÷êà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñèñòåìå

Ax̂ = b̂, ëåæèò â b̃.

Èç âñåãî âûøåèçëîæåííîãî ñëåäóåò, ÷òî ðåøåíèå èíòåðâàëüíîé ñè-

ñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé Ax = b ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî èç ðåøåíèÿ

ñèñòåìû Ax = b̃ óâåëè÷åíèåì êàæäîé êîìïîíåíòû â ïðàâîé ÷àñòè íà

[−C,C], ãäå

C = max
x∈Rn

Tol .

Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ñäåëàòü îöåíêó (16) äîñòèæèìîé, ïîëàãàåì

[−∆b,∆b] = ([−C,C], [−C,C], . . . , [−C,C])>.

Ñëåäîâàòåëüíî, â íåðàâåíñòâå (16) ïîëàãàåì

‖∆b‖ = max
x∈Rn

Tol ,

åñëè èñïîëüçóåòñÿ ÷åáûø¼âñêàÿ íîðìà ‖y‖∞ = max1≤i≤n |yi|, èëè æå âå-

ëè÷èíó, ïîëó÷àþùóþñÿ èç íåå óìíîæåíèåì íà êîýôôèöèåíò, âîçíèêàþ-
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ùèé èç óñëîâèé ýêâèâàëåíòíîñòè íîðì

‖y‖∞ ≤ ‖y‖2 ≤
√
n ‖y‖∞ .

Òîãäà êîíå÷íîå âûðàæåíèå äëÿ îöåíêè ðàçìåðîâ äîïóñêîâîãî ìíîæå-

ñòâà ðåøåíèé äëÿ ñèñòåì ñ òî÷å÷íîé ìàòðèöåé A ïðèìåò âèä

‖x′ − x̂‖2 ≤
√
n ·
∥∥∥∥arg max

x∈Rn
Tol

∥∥∥∥
2

· cond2A ·
max Tol

‖mid b‖2

. (18)

Òåïåðü ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ ñèñòåìû Ax = b ñ èíòåðâàëüíîé

ìàòðèöåé A. Òàêæå, êàê è ðàíåå, ïîëàãàåì

x̂ = arg max
x∈Rn

Tol

� àðãóìåíò ìàêñèìóìà ðàñïîçíàþùåãî ôóíêöèîíàëà æäÿ ñèñòåìûAx =

b, x′ � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà äîïóñêîâîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé. Èç ñâîéñòâ

äîïóñêîâîãî ìíîæåñòâà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ñèñòåìû ñ èíòåðâàëüíîé ìàòðè-

öåé A åãî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïåðåñå÷åíèÿ äîïóñêîâûõ ìíîæåñòâ

ñèñòåì ñ òî÷å÷íûìè ìàòðèöàìè A èç A

Ξtol(A, b) =
⋂
A∈A

{x ∈ Rn|Ax ∈ b} =
⋂
A∈A

Ξtol(A, b). (19)

Òîãäà, èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî (18), ïîëó÷èì îöåíêó ðàçìåðîâ äîïóñêî-

ãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé ñèñòåìû Ax = b

‖x′ − x̂‖2 ≤ min
A∈A

{√
n ·
∥∥∥∥arg max

x∈Rn
Tol

∥∥∥∥
2

· cond2A ·
max Tol

‖mid b‖2

}
Ïîñëå çàíåñåíèÿ ìèíèìóìà ïîä ñêîáêè ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî, â ïðà-

âîé ÷àñòè êîòîðîãî, ñòîèò âåëè÷èíà, êîòîðàÿ áóäåò èñïîëüçîâàíà íàìè,

êàê ìåðà, õàðàêòåðèçóþùàÿ ðàçìåðû äîïóñêîâîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé

‖x′ − x̂‖2 ≤
√
n ·
∥∥∥∥arg max

x∈Rn
Tol

∥∥∥∥
2

· (min
A∈A

cond2A) · max Tol

‖mid b‖2

(20)

Ïîñëå âñåõ ïðîâåäåííûõ âûêëàäîê èìååì âåëè÷èíó, ñ ïîìîùüþ êîòî-
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ðîé ìîæíî áûñòðî îöåíèâàòü ðàçìåðû äîïóñêîâîãî ìíîæåñòâà

IVE =
√
n ·
∥∥∥∥arg max

x∈Rn
Tol

∥∥∥∥
2

· (min
A∈A

cond2A) · max Tol

‖mid b‖2

. (21)

Äëÿ àíàëèçà íàøåé îöåíêè ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ÷èñëåííûõ ïðèìåðîâ.

Ïðèâåäåì êðàòêîå îïèñàíèå èñïîëüçóåìûõ äëÿ ýòîãî àëãîðèòìîâ è ïðî-

ãðàìì.

5 ÀËÃÎÐÈÒÌÛ

È ÈÑÏÎËÜÇÓÅÌÛÅ ÏÐÎÃÐÀÌÌÛ

Äëÿ ïðîâåðêè àäåêâàòíîñòè ýòîé ìåðû áóäóò ïðèìåíåíû ñëåäóþùèå ìå-

òîäû: ñ ïîìîùüþ áèáëèîòåê IntLinIncR3 [10] è IntLinIncR2 [11]ïðîäåëàíà

âèçóàëèçàöèÿ äîïóñêîâûõ ìíîæåñòâ ðåøåíèé, à òàêæå,ñ èñïîëüçîâàíèåì

ñòàíäàðòíûõ ìåòîäîâ ñðåäû Octave, áûëè ïîëó÷åíû ãðàôèêè ðàñïîçíàþ-

ùèõ ôóíêöèîíàëîâ. Òàêæå ïîñòðîåíà îïòèìàëüíàÿ âíåøíÿÿ îöåíêà äî-

ïóñêîâîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé ìåòîäàìè ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ

èñïîëüçîâàíèåì òåîðåìû Ðîíà [12].

Òåîðåìà 1 (Ðîíà î äîïóñêîâîì ìíîæåñòâå ðåøåíèé)

Òî÷êà x ∈ Rn ïðèíàäëåæèò äîïóñêîâîìó ìíîæåñòâó ðåøåíèé èíòåð-

âàëüíîé ëèíåéíîé ñèñòåìû Ax = b òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x =

x′ − x′′, ãäå n-âåêòîðû x′ è x′′ óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå ëèíåéíûõ íåðà-

âåíñòâ 
Ax′ −Ax′′ ≤ b,

−Ax′ + Ax′′ ≤ −b,
x′, x′′ ≥ 0.

(22)

Èñïîëüçóÿ ýòó òåîðåìó, ìîæíî ïîëó÷èòü çàäà÷ó ëèíåéíîãî ïðîãðàì-

ìèðîâàíèÿ, êîòîðàÿ ðåøàåòñÿ ïðîñòûì ñèìïëåêñ-ìåòîäîì. Òî åñòü çàäà-

÷à ïîèñêà âíåøíåé îöåíêè äîïóñêîâîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé ñâîäèòñÿ ê

ïîèñêó ìàêñèìóìà è ìèíèìóìà n ëèíåéíûõ ôóíêöèé âèäà

fi(x
′, x′′) = x′i − x′′i , i = 1, . . . , n. (23)
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ñ ñèñòåìîé îãðàíè÷åíèé âèäà (22). Êîä ïðîãðàììû, íàïèñàííîé â ñèñòåìå

ìàòåìàòè÷åñêèé âû÷èñëåíèé Octave, ïðèâåäåí â Ïðèëîæåíèè 1. Çàäà÷à

ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ â ýòîé ðåàëèçàöèè áóäåò ðåøåíà ñ ïîìî-

ùüþ âñòðîåííîãî ïàêåòà glpk.

Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî òàêàÿ ñèñòåìà îãðàíè÷åíèé íå ÿâëÿåòñÿ åäèí-

ñòâåííîé. Ïîìèìî òåîðåìû Ðîíà ñóùåñòâóåò òåîðåìà È.À. Øàðîé [13], â

êîòîðîé îïèñàíà èíàÿ ñèñòåìà îãðàíè÷åíèé.

Òåîðåìà 2 (È.À. Øàðîé î äîïóñêîâîì ìíîæåñòâå ðåøåíèé)

Òî÷êà x ∈ Rn ïðèíàäëåæèò äîïóñêîâîìó ìíîæåñòâó ðåøåíèé èíòåð-

âàëüíîé ëèíåéíîé ñèñòåìû Ax = b òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû äâóñòîðîííèõ ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ
bi ≤ ax ≤ bi,

a ∈ vertAi,

i = 1, . . . ,m,

(24)

ãäå âåêòîð-ñòðîêè a ïðîáåãàþò âñåâîçìîæíûå âåðøèíû èíòåðâàëüíûõ

ñòðîê ìàòðèöû A. Êîëè÷åñòâî íåðàâåíñòâ â ýòîé ñèñòåìå íå ïðå-

âîñõîäèò ñóììû ÷èñëà âåðøèí âî âñåõ èíòåðâàëüíûõ âåêòîðàõ vertAi:

i = 1, . . . ,m, è, òåì áîëåå, íå ïðåâîñõîäèò m · 2n.

Â ýòîé òåîðåìå ïîä vertAi ïîíèìàåì

vertAi =
{
Ai ∈ Rn|Aij ∈

{
Aij,Aij

}
, j = 1, . . . , n.

}
Ïîèñê âíåøíåé îöåíêè äîïóñêîâîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé ñ èñïîëüçîâà-

íèåì ýòîé òåîðåìû íå áûë ðåàëèçîâàí ââèäó ñëîæíîñòè ðåøåíèÿ çàäà-

÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ òàêîé ñèñòåìîé îãðàíè÷åíèé. Äàííàÿ

òåîðåìà ïðèâîäèòñÿ ëèøü â öåëÿõ îçíàêîìëåíèÿ.

Êðîìå ñïîñîáà èñïîëüçóþùåãî òåîðåìó Ðîíà áûë ðåàëèçîâàí äðóãîé

àëãîðèòì, êîòîðûé òàêæå ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâà-

íèÿ. Â ýòîì ìåòîäå ïðîñòðàíñòâî ðàçáèâàåòñÿ íà îðòàíòû è â êàæäîì

èç ýòèõ îðòàíòîâ ïðîèñõîäèò ïîèñê ìèíèìàëüíîãî ïî âêëþ÷åíèþ èíòåð-

âàëüíîãî âåêòîðà, ñîäåðæàùåãî äîïóñêîâîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé. Ïîñëå
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òîãî, êàê áóäóò íàéäåíû âñå òàêèå âåêòîðà, áóäåò âçÿòà èõ èíòåðâàëüíàÿ

îáîëî÷êà, êîòîðàÿ êàê ðàç òàêè è ñòàíåò îöåíêîé äîïóñêîâîãî ìíîæå-

ñòâà ðåøåíèé ïî âñåìó ïðîñòðàíñòâó. Ñòðîãî ýòà çàäà÷à ôîðìóëèðóåòñÿ

â âèäå çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

f(y) = c>y, c = (0, . . . , sν, . . . , 0) ∈ Rn (25)

� öåëåâàÿ ôóíêöèÿ. ãäå y = |x|, x ∈ Ξtol ∩ O, O � íåêîòîðûé îðòàíò,

sν = {−1, 1} â çàâèñèìîñòè îò îðòàíòà.
Ñèñòåìà îãðàíè÷åíèé âûãëÿäèò òàê

(mid A · S + rad A)y ≤ mid b + rad b,

(−mid A · S + rad A)y ≤ −mid b + rad b,

y ≥ 0,

(26)

ãäå S = diag {s1, . . . , sn} , si = sgn xi.

Ýòà ñèñòåìà ñëåäóåò èç õàðàêòåðèçàöèè Ðîíà:

|(mid A) · x−mid b| ≤ −rad A · |x|+ rad b. (27)

Ïîëíûé âûâîä ýòîé ñèñòåìû îãðàíè÷åíèé ìîæíî íàéòè â ñòàòüå [14].

Òàêæå êðîìå îïèñàííûõ âûøå ìåòîäîâ, íàõîäÿùèõ âíåøíþþ îöåí-

êó äîïóñêîâîãî ìíîæåñòâà ìåòîäàìè ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, áûë

ðåàëèçîâàí èíòåðâàëüíûé ìåòîä Ãàóññà-Çåéäåëÿ. Ýòîò ìåòîä ðåàëèçóåì

äëÿ ðåøåíèÿ íàøåé çàäà÷è òîëüêî â àðèôìåòèêå Êàóõåðà, ïîýòîìó åãî

ðåàëèçàöèÿ áûëà îñóùåñòâëåíà íà ÿçûêå JAVA, òàê êàê äëÿ ýòîãî ÿçûêà

áûë íàïèñàí ïàêåò JInterval(Îïèñàíèå ýòîãî ïàêåòà ïðèâåäåíî â [15]), â

êîòîðîì îïèñàíà àðèôìåòèêà Êàóõåðà. Òàê êàê ïðîãðàììà, ðåàëèçóþ-

ùàÿ ìåòîä Ãàóññà-Çåéäåëÿ, èìååò áîëüøîé ðàçìåð (ââèäó ìíîãîñëîâíî-

ñòè ÿçûêà è íåîáõîäèìîñòè íàïèñàíèÿ ìíîæåñòâà êëàññîâ), çäåñü îíà íå

áóäåò îïèñàíà.
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6 ×ÈÑËÅÍÍÛÅ ÝÊÑÏÅÐÈÌÅÍÒÛ

6.1 Ïëîõîîáóñëîâëåííàÿ ìàòðèöà

Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ çàâèñèìîñòü âèäà

y(a1, a2) = a1x1 + a2x2. (28)

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî áûëî ïðîèçâåäåíî 3 ýêñïåðèìåíòà, ðåçóëüòàòû êîòî-

ðûõ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñèñòåìû
[50.995, 51] [51.995, 52]

[51.995, 52] [52.995, 53]

[52.995, 53] [53.995, 54]


(
x1

x2

)
=


[51.975, 52]

[52.975, 53]

[53.975, 54]

 . (29)

Ñ ïîìîùüþ ïðÿìîãî ïåðåáîðà âñåõ óãëîâûõ ìàòðèö ñèñòåìû ìîæíî íàé-

òè ìèíèìàëüíîå ÷èñëî îáóñëîâëåííîñòè, ðàâíîå min cond2A = 5303, ÷òî

ãîâîðèò î òîì, ÷òî ýòà ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ ïëîõîîáóñëîâëåííîé. Òàê êàê

ìàòðèöà A äîâîëüíà óçêàÿ, ìîæíî áûëî áû ñ÷èòàòü, ÷òî min cond2A ≈
cond2(mid A). Îäíàêî òàêîå óïðîùåíèå óìåñòíî òîëüêî äëÿ óçêèõ ñè-

ñòåì, åñëè ñèñòåìà øèðîêàÿ, òî cond2(mid A) ìîæåò áûòü â ðàçû áîëüøå

ìèíèìàëüíîãî ÷èñëà îáóñëîâëåííîñòè.

Ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà îòäåëÿþùèõ ïëîñêîñòåé áûë íàéäåí ìàêñè-

ìóì ðàñïîçíàþùåãî ôóíêöèîíàëà è àðãóìåíò, íà êîòîðîì ýòîò ìàêñèìóì

äîñòèãàåòñÿ, max Tol ≈ 0.01, arg max Tol = (0.01, 0.99)>.

Òàê êàê ìàêñèìóì ðàñïîçíàþùåãî ôóíêöèîíàëà áîëüøå íóëÿ äîïóñ-

êîâîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé íåïóñòî è ñîñòîèò áîëåå ÷åì èç îäíîé òî÷êè

Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî äîïóñêîâîå ìíîæåñòâî ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàåò

ñ ïèêîì ðàñïîçíàþùåãî ôóíêöèîíàëà.

Îïòèìàëüíàÿ îöåíêà äîïóñêîâîãî ìíîæåñòâà, íàéäåííàÿ ñ èñïîëüçî-
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Ðèñ. 6: Ãðàôèê ðàñïîçíàþùåãî ôóíêöèîíàëà ñèñòåìû (29).
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Ðèñ. 7: Ðèñóíîê äîïóñêîâîãî ìíîæåñòâà ñèñòåìû (29).

âàíèåì òåîðåìû Ðîíà, èìååò ñëåäóþùèé âèä(
[−0.41189, 0.53865]

[0.47132, 1.40392]

)

Çíà÷åíèå ìåðû âàðèàáåëüíîñòè äëÿ ýòîé ñèñòåìû ðàâíî

IVE =
√

2 · 5303 ·
√

0.012 + 0.992 · 0.01√
522 + 532 + 542

= 0.80873,

23



òîãäà áðóñ ñ öåíòðîì â òî÷êå arg max Tol = (0.01, 0.99)> è øèðèíîé

ðàâíîé 2IVE ïðèíèìàåò âèä(
[−0.79873, 0.81873]

[0.18126, 1.79873].

)

Âèäíî, ÷òî ýòà îöåíêà âåñüìà áëèçêà ê îïòèìàëüíîé îöåíêå, íåñìîòðÿ

íà òî, ÷òî ÷èñëî îáóñëîâëåííîñòè äëÿ ìàòðèöû ñèñòåìû î÷åíü âåëèêî.

Ýòî ãîâîðèò î òîì, ÷òî òàêàÿ ìåðà ìîæåò ïðèìåíÿòüñÿ äëÿ îöåíèâà-

íèÿ ðàçìåðîâ äîïóñêîâîãî ìíîæåñòâà, è âàðèàáåëüíîñòè îöåíêè ïîëó-

÷åííîé ìåòîäîì ìàêñèìàëüíîãî ñîãëàñîâàíèÿ, äàæå äëÿ ïëîõîîáóñëîâ-

ëåííûõ ìàòðèö.

Ïîêàæåì, ÷òî èñïîëüçîâàíèå ìèíèìóìà ÷èñëà îáóñëîâëåííîñòè èãðà-

åò áîëüøóþ ðîëü â àäåêâàòíîñòè äàííîé ìåðû.

6.2 Âàæíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ ìèíèìóìà ÷èñëà îáó-

ñëîâëåííîñòè

Ïóñòü ðàññìàòðèâàåòñÿ ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü òîãî æå âèäà, ÷òî è â

ïðåäûäóùåì ïðèìåðå, íî ìàòðèöà ëåâîé ÷àñòè èíòåðâàëüíîé ñèñòåìû ëè-

íåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé áóäåò áîëåå øèðîêîé. Òàêæå íåìíîãî

ðàñøèðèì âåêòîð ïðàâîé ÷àñòè. Òîãäà ïîëó÷èì ñèñòåìó
[50, 51] [51, 52]

[51, 52] [52, 53]

[52, 53] [53, 54]


(
x1

x2

)
=


[50, 54]

[51, 55]

[52, 56]

 . (30)

Äëÿ òàêîé ìàòðèöû ñòîèò èñêàòü ÷èñëî îáóñëîâëåííîñòè îñòîðîæíî,

òàê êàê ýòà ìàòðèöà íåïîëíîãî ðàíãà. Äåéñòâèòåëüíî, â èíòåðâàëüíîé

ìàòðèöå A ñóùåñòâóåò òî÷å÷íàÿ ìàòðèöà Ã, ñòîëáöû êîòîðîé ëèíåéíî
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çàâèñèìû

Ã =


51 51

52 52

53 53

 .

Ïîýòîìó, ñëó÷àéíî âçÿâ äëÿ îöåíêè ÷èñëî îáóñëîâëåííîñòè ìàòðèöû

Ã, ìîæíî áûëî áû ïîëó÷èòü áåñêîíå÷íîñòü.

Òàêæå â ýòîì ïðèìåðå â êà÷åñòâå ìèíèìàëüíîãî ÷èñëà îáóñëîâëåí-

íîñòè íåëüçÿ áðàòü ÷èñëî îáóñëîâëåííîñòè ñðåäíåé ìàòðèöû ñèñòåìû,

òàê êàê cond(mid A) = 6626, ÷òî ïðåâîñõîäèò ìèíèìàëüíîå ÷èñëî îáó-

ñëîâëåííîñòè, ðàâíîå 108, áîëåå ÷åì â 60 ðàç. Ìèíèìàëüíîå æå ÷èñëî

îáóñëîâëåííîñòè äîñòèãàåòñÿ íà ìàòðèöå
50 52

51 53

53 53

 ,

êîòîðàÿ áûëà íàéäåíà ïðÿìûì ïåðåáîðîì. Äëÿ ïîèñêà ýòîãî ÷èñëà îáó-

ñëîâëåííîñòè ïðèøëîñü íàéòè 26 ÷èñåë îáóñëîâëåííîñòè ðàçëè÷íûõ óã-

ëîâûõ ìàòðèö. Ïðîãðàììà, îñóùåñòâëÿþùàÿ ïîèñê ìèíèìàëüíîãî ÷èñëà

îáóñëîâëåííîñòè ïðåäñòàâëåíà â Ïðèëîæåíèè 2.

Ìàêñèìóì ðàñïîçíàþùåãî ôóíêöèîíàëà äëÿ ýòîé ñèñòåìûmax Tol A =

1.49 è äîñòèãàåòñÿ â òî÷êå (0, 1).

Òîãäà çíà÷åíèå ìåðû âàðèàáåëüíîñòè

IVE =
√

2 · 108 · 1 · 1.49√
542 + 552 + 562

= 2.39002.

Îïòèìàëüíàÿ îöåíêà äîïóñêîâîãî ìíîæåñòâà, íàéäåííàÿ ñ ïðèìåíå-

íèåì òåîðåìû Ðîíà (
[−1.5, 2.47]

[−1.42, 2.47]

)
,

÷òî, êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, îòëè÷àåòñÿ îò îöåíêè ïîëó÷åííîé ñ
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Ðèñ. 8: Ãðàôèê ðàñïîçíàþùåãî ôóíêöèîíàëà ñèñòåìû (30).

èñïîëüçîâàíèåì âåëè÷èíû IVE(
[−2.39002, 2.39002]

[−1.39002, 3.39002]

)
,

-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

x1

-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

2

2.5

x2

Ðèñ. 9: Ðèñóíîê äîïóñêîâîãî ìíîæåñòâà ñèñòåìû (30).

Âîçìîæíî, òîò ôàêò, ÷òî íàøà îöåíêà, ïîëó÷àåìàÿ ñ ïðèìåíåíèåì

ìåðû âàðèàáåëüíîñòè IVE , îòëè÷àåòñÿ îò îïòèìàëüíîé, ñâÿçàíî ñ òåì,

÷òî äîïóñêîâîå ìíîæåñòâî èìååò äîâîëüíî óçêóþ øèðèíó. Ìàëàÿ øèðè-

íà äîïóñêîâîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî âîîáùå ãîâîðÿ,
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ëþáàÿ âíåøíÿÿ îöåíêà áóäåò íå ñîâñåì îïòèìàëüíà, òàê êàê îíà áóäåò

çàõâàòûâàòü ìíîãî òî÷åê íå èç äîïóñêîâîãî ìíîæåñòâà. Êàê âèäíî, îáå

ðàññìîòðåííûå ê äàííîìó ìîìåíòó ñèñòåìû èìåþò ìàëóþ øèðèíó äîïóñ-

êîâîãî ìíîæåñòâà, ïîä øèðèíîé ìû çäåñü ïîíèìàåì òîëùèíó íàêëîííîé

òåìíîé îáëàñòè. Äîïóñêîâîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé ñèñòåìû (29) âîâñå âû-

ãëÿäèò, êàê ïðÿìàÿ.

6.3 Íåäîîïðåäåëåííàÿ ñèñòåìà

Îäíèì èç ãëàâíûõ ïðåèìóùåñòâ ñèëüíîãî ïîäõîäà â çàäà÷å âîññòàíîâëå-

íèÿ ôóíêöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòè ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåí-

êè ïàðàìåòðîâ íåîáÿçàòåëüíî èìåòü áîëüøóþ âûáîðêó äàííûõ. Äëÿ ðå-

øåíèÿ çàäà÷è âîññòàíîâëåíèÿ çàâèñèìîñòè, ïðèìåíÿÿ ìåòîäû èíòåðâàëü-

íîãî àíàëèçà, ìîæíî ïîëó÷èòü îöåíêó ïàðàìåòðîâ èñïîëüçóÿ ìàëóþ âû-

áîðêó, êîãäà ÷èñëî ïðîâåäåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ äàæå ìåíüøå ÷èñëà íåèç-

âåñòíûõ. Ïðèâåäåì ïðèìåð òàêîãî ñëó÷àÿ, è èññëåäóåì íà íåì ïðåäëî-

æåííóþ ìåðó âàðèàáåëüíîñòè.

Ðàññìîòðè ôóíêöèîíàëüíóþ çàâèñèìîñòü ñëåäóþùåãî âèäà

y(a1, a2, a3) = a1x1 + a2x2 + a3x3. (31)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è âîññòàíîâëåíèÿ ýòîé ôóíêöè-

îíàëüíîé çàâèñèìîñòè áûëî ïðîâåäåíî ëèøü äâà ýêñïåðèìåíòà. Äàííûå

ýòèõ ýêñïåðèìåíòîâ ïðè ïîäñòàíîâêå â çàâèñèìîñòü îáðàçóþò èíòåðâàëü-

íóþ ñèñòåìó àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

(
[1.0, 2.0] [0, 0.5] [0, 0.5]

[0, 0.5] [1.0, 2.0] [0, 0.5]

)
x1

x2

x3

 =

(
[0.5, 2.5]

[0.5, 2.5]

)
. (32)

Êàê ìîæíî çàìåòèòü, äàííàÿ ñèñòåìà íåäîîïðåäåëåííàÿ, îäíàêî, ìåòîäà-

ìè èíòåðâàëüíîãî àíàëèçà âñ¼ ðàâíî ìîæíî ïîëó÷èòü îöåíêó ïàðàìåòðîâ

çàâèñèìîñòè. Äëÿ äàííîé ñèñòåìû ìàêñèìóì ðàñïîçíàþùåãî ôóíêöèîíà-

ëà äîïóñêîâîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé ðàâåí max Tol = 0.35714 è äîñòèãà-

27



åòñÿ â òî÷êå arg max Tol = (0.85714, 0.85714, 0)>. Ýòà òî÷êà ìîæåò áûòü

óñïåøíî âçÿòà â êà÷åñòâå îöåíêè ïàðàìåòðîâ. Ïîäõîäû, îòëè÷íûå îò èí-

òåðâàëüíîãî, ñêîðåå âñåãî íå äàëè áû âîîáùå íèêàêîãî îòâåòà. Ìèíèìàëü-

íîå ÷èñëî îáóñëîâëåííîñòè äëÿ ìàòðèöû ñèñòåìû ðàâíî min condA = 1.

Òîãäà çíà÷åíèå âåëè÷èíû IVE ðàâíî

IVE =
√

3 · 1 · 1.2122 · 0.35714√
1.52 + 1.52

= 0.35348.

Îïòèìàëüíàÿ âíåøíÿÿ îöåíêà äëÿ äîïóñêîâîãî ìíîæåñòâà ýòîé ñè-

ñòåìû ðàâíà 
[0.5, 1.125]

[0.5, 1.125]

[−1, 2.5]

 ,

ðèñóíîê ýòîãî ìíîæåñòâà ïðèâåäåí íèæå
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Ðèñ. 10: Ðèñóíîê äîïóñêîâîãî ìíîæåñòâà ñèñòåìû (32).

28



Îöåíêà, ïîëó÷åííàÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì âåëè÷èíû IVE �
[0.50366, 1.21062]

[0.50366, 1.21062]

[−0.35714, 0.35714]

 .

Êàê ìîæíî çàìåòèòü, âíåøíÿÿ îöåíêà, ïîëó÷åííàÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì

âåëè÷èíû IVE ïî ïåðâûì äâóì êîìïîíåíòàì î÷åíü õîðîøî ñîãëàñóåòñÿ

ñ îïòèìàëüíîé îöåíêîé. Ïîäîáíîå ðàçëè÷èå â òðåòüåé êîìïîíåíòå áûëî

îæèäàåìî, òàê êàê ïî âèäó ñèñòåìû ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî âêëàä òðåòüåé

êîìïîíåíòû â êàæäîå èõ óðàâíåíèé ìàë ïî ñðàâíåíèþ ñ äðóãèìè ïå-

ðåìåííûìè. Ïî ýòîìó ïðèìåðó ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ïðèìåíåíèå íàøåé

ìåðû äàåò íåïëîõóþ îöåíêó äàæå äëÿ íåäîîïðåäåëåííûõ ñèñòåì.

6.4 Âëèÿíèå øèðèíû ìàòðèöû íà îöåíêó

äëÿ íåäîîïðåäåëåííûõ ñèñòåì

Ïðåäûäóùèé ïðèìåð ïîêàçàë, ÷òî ïðèìåíåíèå èíòåðâàëüíîãî ïîäõîäà â

çàäà÷àõ îáðàáîòêè äàííûõ ïðèãîäíî â óñëîâèÿõ ìàëîé âûáîðêè. Âîîáùå

ãîâîðÿ, òàêîé ðåçóëüòàò ìîæíî ñ÷èòàòü áîëüøîé óäà÷åé. Åñëè âíèìà-

òåëüíî ðàññìîòðåòü âûâîä ìåðû âàðèàáåëüíîñòè, ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî

ïðè èññëåäîâàíèè ñèñòåìû ñ òî÷å÷íîé ìàòðèöåé îöåíêà, ïîëó÷åííàÿ ñ

èñïîëüçîâàíèåì ýòîé âåëè÷èíû, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ñîãëàñóåòñÿ ñ ðåàëü-

íûìè ðàçìåðàìè äîïóñêîâîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé. Äëÿ íåäîîïðåäåëåí-

íîé èíòåðâàëüíîé ñèñòåìû ñ òî÷å÷íîé ìàòðèöåé, ñîãëàñíî òåîðåìå Øà-

ðîé, äîïóñêîâîå ìíîæåñòâî íå ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì. Ýòî ñëåäóåò èç

òîãî, ÷òî ó íåäîîïðåäåëåííîé ñèñòåìû ðàíã ìàòðèöû ìåíüøå ÷èñëà íåèç-

âåñòíûõ. Ïîýòîìó, ñòðîãî ãîâîðÿ, òàêàÿ îöåíêà íå ìîæåò áûòü ïðèìåíå-

íà äëÿ íåäîîïðåäåëåííûõ ñèñòåì. Òî, ÷òî â ïðèìåðå, ðàññìîòðåííîì â

ïðåäûäóùåé ãëàâå, ïîëó÷èëàñü õîðîøàÿ îöåíêà, ñâÿçàíî ñ ñóùåñòâåííîé

èíòåðâàëüíîñòüþ ìàòðèöû ñèñòåìû. Äëÿ áîëåå óçêèõ ñèñòåì, áëèçêèõ

ê òî÷å÷íûì, îöåíêà ìîæåò áûòü ñóùåñòâåííî õóæå îïòèìàëüíîé. Äëÿ

äåìîíñòðàöèè òàêèõ ïðîáëåì ïðîäåëàåì ñëåäóþùåå. Âîçüìåì ïðåäûäó-

ùóþ ñèñòåìó è ïîñòåïåííî áóäåì ñóæàòü åå ìàòðèöó ïðîïîðöèîíàëü-
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íî øèðèíå èíòåðâàëîâ íà âåëè÷èíó θ, âij = [aij + θ · wid aij

0.5 ]. Ïðèâåäåì

òàáëèöó ñ äàííûìè èçìåðåíèé, ãäå â òðåòüåì ñòîëáöå ïðèâåäåíî îòêëî-

íåíèå îïòèìàëüíîé îöåíêè îò îöåíêè, ïîëó÷åííîé ñ ïîìîùüþ âåëè÷è-

íû IVE . Â ýòîì ïðèìåðå ïîä îòêëîíåíèåì áóäåì ïîíèìàòü âåëè÷èíó

min(‖inf x̃− inf x̂‖ , ‖sup x̃− sup x̂‖), ãäå x̂�îïòèìàëüíàÿ îöåíêà, x̃ �

îöåíêà, ïîëó÷åííàÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì IVE .

θ IVE diff
0 0.35348 0.64654
0.05 0.37283 1.3679
0.1 0.39616 2.5823
0.15 0.42466 4.9183
0.2 0.46005 12.012
0.21 0.46816 15.572
0.22 0.47667 21.512
0.23 0.48560 33.403
0.24 0.49499 69.098

Òàáëèöà 1: Ðàññ÷åòû îöåíîê äëÿ íåäîîïðåäëåííûõ ìàòðèö ðàçíîé øèðè-
íû

Ïî ðåçóëüòàòàì, ïðèâåäåííûì â òàáëèöå, ìîæíî óâèäåòü, ÷òî, ïî ìå-

ðå ñóæåíèÿ ìàòðèöû ñèñòåìû, îøèáêà, äîïóñêàåìàÿ íàøåé îöåíêîé ïî

îòíîøåíèþ ê îïòèìàëüíîé óâåëè÷èâàåòñÿ. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ïîëó-

÷àåìûå ìàòðèöû ñòðåìÿòñÿ ê òî÷å÷íîé(
1.5 0.25 0.25

0.25 1.5 0.25

)
,

äëÿ êîòîðîé äîïóñêîâîå ìíîæåñòâî, âîîáùå ãîâîðÿ, íåîãðàíè÷åííîå.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè ïðèìåíåíèè òàêîé îöåíêè ê íåäîîïðåäåëåííûì

ñèñòåìàì ñëåäóåò áûòü îñòîðîæíûì è ïðèìåíÿòü åå òîëüêî äëÿ ñóùå-

ñòâåííî èíòåðâàëüíûõ ñèñòåì.
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6.5 Ïðîáëåìà ïîèñêà ìèíèìàëüíîãî ÷èñëà îáóñëîâ-

ëåííîñòè

Ðàññìîòðèì îäèí ïðèìåð áîëüøåé ðàçìåðíîñòè. Ðàññìîòðèì ôóíêöèî-

íàëüíóþ çàâèñèìîñòü, â êîòîðîé íåîáõîäèìî íàéòè îöåíêó 5 ïàðàìåòðîâ

ïî íàáîðó èçìåðåíèé

y(a1, a2, a3, a4, a5) = a1x1 + a2x2 + a3x3 + a4x4 + a5x5. (33)

Ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå, èìåþùèå èíòåðâàëüíóþ íåîïðåäåëåí-

íîñòü è ïîäñòàâëåííûå â ýòó çàâèñèìîñòü, îáðàçóþò èíòåðâàëüíóþ ñè-

ñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

[1.5, 2.5] [1, 1.5] [1, 1.25] [1, 1.5] [1, 1.25]

[1, 1.5] [1.5, 2.5] [1, 1.25] [1, 1.5] [1, 1.5]

[1, 1.25] [1, 1.25] [1.5, 2.5] [1, 1.25] [1, 1.5]

[1, 1.5] [1, 1.5] [1, 1.25] [1.5, 2.5] [1, 1.25]

[1, 1.25] [1, 1.5] [1, 1.5] [1, 1.25] [1.5, 2.5]





x1

x2

x3

x4

x5


=



[1, 3]

[1, 3]

[1, 3]

[1, 3]

[1, 3]


.

Ïðè âû÷èñëåíèè âåëè÷èíû IVE äëÿ ýòîé ñèñòåìû ìîæíî ñòîëê-

íóòüñÿ ñ ñåðü¼çíîé ïðîáëåìîé. Ïðè ïîèñêå ìèíèìàëüíîãî ÷èñëà îáóñëîâ-

ëåííîñòè ìàòðèö èç ïðåäûäóùèõ ñèñòåì îñóùåñòâëÿëñÿ ïîëíûé ïåðåáîð

âñåõ óãëîâûõ ìàòðèö. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïîèñêà ìèíèìàëüíîãî ÷èñëà

îáóñëîâëåííîñòè ïðèõîäèëîñü âû÷èñëÿòü 2m·n ÷èñåë îáóñëîâëåííîñòè. Â

ïðåäûäóùèõ ïðèìåðàõ äàííûé ïåðåáîð ìîã áûòü îñóùåñòâëåí äîâîëüíî

áûñòðî. Îäíàêî, äëÿ ýòîé ñèñòåìû ïðèøëîñü áû ïåðåáðàòü 225 ìàòðèö,

÷òî ïðèáëèçèòåëüíî ðàâíî òðèäöàòè äâóì ìèëëèîíàì. Ýòî ÷èñëî äîñòà-

òî÷íî âåëèêî. Åñëè ó÷èòûâàòü òî, ÷òî äëÿ êàæäîé ìàòðèöû ïðèä¼òñÿ íà-

õîäèòü ÷èñëî îáóñëîâëåííîñòü, òî ýòà çàäà÷à ñòàíîâèòñÿ î÷åíü òðóäíîé

ñ âû÷èñëèòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ. Òîãäà ïðÿìîé ïåðåáîð âñåõ ìàòðèö ñòà-

íîâèòñÿ íåâûïîëíèìûì, è ïðèõîäèòñÿ áðàòü ÷èñëî îáóñëîâëåííîñòè ïðè-

áëèæåííî. Âî âðåìÿ ïîèñêà ìèíèìàëüíîãî ÷èñëà îáóñëîâëåííîñòè ïðåä-

ëàãàåòñÿ ïåðåáèðàòü íå âñå ìàòðèöû, à íåêîòîðóþ èõ ÷àñòü, íàïðèìåð,

ñ÷èòàòü ÷èñëà îáóñëîâëåííîñòè äëÿ êàæäîé k-é ìàòðèöû. Â Ïðèëîæåíèè
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2 ïðåäñòàâëåí àëãîðèòì ïåðåáèðàþùèé âñå çíà÷åíèÿ, åñëè iter óâåëè÷è-

âàòü íå íà 1, àíà íåêîòîðîå k, òî àëãîðèòì áóäåò ðàáîòàòü áûñòðåå, ÷òî

êîíå÷íî æå ñêàæåòñÿ íà òî÷íîñòè äàííîãî àëãîðèòìà. Ïîýòîìó ÷èñëî k

ñëåäóåò áðàòü íå ñèëüíî áîëüøèì.

Â äàííûé ìîìåíò ïðèõîäèòñÿ îãðàíè÷èâàòüñÿ ïîäîáíûì ïðèáëèæå-

íèåì. Ñåé÷àñ ïðèíèìàþòñÿ ïîïûòêè ñîçäàíèÿ áîëåå ýôôåêòèâíîãî àëãî-

ðèòìà ïîèñêà ìèíèìàëüíîãî ÷èñëà îáóñëîâëåííîñòè.

Âåðíåìñÿ ê ðàññìîòðåíèþ íàøåé ñèñòåìû.

Ýòà ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íîé, âêëàä êàæäîé ïåðåìåííîé â

êàæäîå óðàâíåíèå ïðèìåðíî îäèíàêîâ è âåêòîð ïðàâîé ÷àñòè ñîñòîèò èç

îäèíàêîâûõ ýëåìåíòîâ, ÷òî äàåò îñíîâàíèå ïðåäïîëàãàòü, ÷òî äîïóñêîâîå

ìíîæåñòâî ðåøåíèé äëÿ ýòîé ñèñòåìû áóäåò èìåòü ïðèìåðíî îäèíàêîâóþ

øèðèíó ïî êàæäîé ïåðåìåííîé. Òàêîé ñëó÷àé ÿâëÿåòñÿ ñàìûì áëàãîïðè-

ÿòíûì äëÿ íàøåé îöåíêè, òàê êàê òîãäà íàøà îöåíêà áóäåò ïîêðûâàòü

äîïóñêîâîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé ðàâíîìåðíî ïî âñåì ïåðåìåííûì, ïðè

óñëîâèè, ÷òî òî÷êà îò êîòîðîé ìû áóäåì îòêëàäûâàòü ýòó âåëè÷èíó áó-

äåò íàõîäèòñÿ â öåíòðå äîïóñêîâîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé (ïîä öåíòðîì â

äàííîì ñëó÷àå ïîíèìàåì òî÷êó, êîòîðàÿ ðàâíà mid x∗, ãäå x∗ � îïòè-

ìàëüíàÿ âíåøíÿÿ îöåíêà).

Îïòèìàëüíàÿ îöåíêà äîïóñêîâîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé ýòîé ñèñòåìû

ðàâíà 

[−0.43016, 1.26386]

[−0.44898, 1.26531]

[−0.41283, 1.26253]

[−0.43016, 1.26386]

[−0.43352, 1.26412]


, (34)

è öåíòðîì äîïóñêîâîãî ìíîæåñòâà ÿâëÿåòñÿ òî÷êà center = (0.41685,

0.40817, 0.42485, 0.41685, 0.41530)>. Òàêèì îáðàçîì, åñëè áû center ñîâïà-

äàë ñ arg max Tol è çíà÷åíèå IVE áûëî áû ïðèáëèçèòåëüíî ðàâíî 0.8497

(ìàêñèìóì ïî âñåì ðàäèóñàì îïòèìàëüíîé îöåíêè), òî íàøà îöåíêà áûëà

áû íàèáîëåå áëèçêà ê îïòèìàëüíîé.

Îäíàêî, ê ñîæàëåíèþ, â íàøåì ñëó÷àå ýòî íå òàê. Ìàêñèìóì ðàñïî-
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çíàþùåãî ôóíêöèîíàëà

max Tol = 0.6124

è äîñòèãàåòñÿ â òî÷êå

(0.31008, 0.24806, 0.37209, 0.31008, 0.24806)>,

÷òî çíà÷èòåëüíî îòëè÷àåòñÿ îò center. Åñëè áû ìû ìîãëè íàõîäèòü çàðà-

íåå öåíòð äîïóñêîâîãî ìíîæåñòâà, òî íàøà îöåíêà áûëà áû áîëåå ýôôåê-

òèâíîé, ÷åì ñåé÷àñ. Îäíàêî, ñåé÷àñ íå ñóùåñòâóåò àëãîðèòìà, êîòîðûé

áû áûñòðî íàõîäèë öåíòð áåç ïîèñêà îïòèìàëüíîé âíåøíåé îöåíêè äîïóñ-

êîâîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé. Àëãîðèòìîì, îïèñàííîì ðàíåå, áûëî íàéäåíî

ïðèáëèæåííîå ìèíèìàëüíîå ÷èñëî îáóñëîâëåííîñòè min cond = 9.6184.

Òîãäà

IVE =
√

5 · 9.6184 · 0.67366 · 0.6124

4.4721
= 1.984,

è îöåíêà, ïîëó÷åííàÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì íàøåé ìåðû èìååò âèä

[−1.6740, 2.2941]

[−1.7360, 2.2321]

[−1.6119, 2.3561]

[−1.6740, 2.2941]

[−1.7360, 2.2321]


,

÷òî äîâîëüíî ñèëüíî îòëè÷àåòñÿ îò îïòèìàëüíîé âíåøíåé îöåíêè äîïóñ-

êîâîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé

[−0.43016, 1.26386]

[−0.44898, 1.26531]

[−0.41283, 1.26253]

[−0.43016, 1.26386]

[−0.43352, 1.26412]


.
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Îäíîé èç âîçìîæíûõ ïðè÷èí òàêîãî ðàñõîæäåíèÿ ìîæåò ÿâëÿåòñÿ

ïðèáëèæåííûé âûáîð ìèíèìàëüíîãî ÷èñëà îáóñëîâëåííîñòè. Îäíàêî, ýòà

îöåíêà âñå ðàâíî íå ÿâëÿåòñÿ êðèòè÷íîé, ò.å. ðàñõîæäåíèÿ ñ îïòèìàëüíîé

íå ôàòàëüíî áîëüøèå, è ìîæåò áûòü ïðèìåíåíà â êà÷åñòâå âîçìîæíîé

êîíñòðóêöèè, îöåíèâàþùåé ðàçìåðû äîïóñêîâîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé.

6.6 Ñâÿçü õàðàêòåðèñòèê ìàòðèöû è âåëè÷èíû îöåí-

êè

Â ïðîöåññå ïðîâåäåíèÿ ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ áûëî îáíàðóæåíî, ÷òî

ðàçìåðû äîïóñêîâîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé ìîãóò áûòü êàê áîëüøå íàøåé

óäâîåííîé ìåðû, òàê è ìåíüøå åå. Õîòåëîñü áû óçíàòü, êàê ìàòðèöà ýêñ-

ïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ è âåêòîð ïðàâûõ ÷àñòåé ìîãóò âëèÿòü íà ýòî.

Äëÿ àíàëèçà ñâîéñòâ ìàòðèöû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå õàðàê-

òåðèñòèêè:

ρ(|(mid A)−1| · rad A) (35)

� ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ ìàòðèöû |(mid A)−1| · rad A. Ýòà õàðàêòåðèñòè-

êà èñïîëüçóåòñÿ â êðèòåðèè Ðèñà-Áåêà (38). Êàê ìîæíî çàìåòèòü, ýòîò

êðèòåðèé ñïðàâåäëèâ äëÿ êâàäðàòíûõ ìàòðèö, ïîçäíåå áóäåò ââåäåí åãî

àíàëîã äëÿ ïðÿìîóãîëüíûõ ìàòðèö.

∆σ = σmin(mid A)− σmax(rad A) (36)

� ðàçíèöà ìåæäó ìàêñèìàëüíûì ñèíãóëÿðíûì ÷èñëî ìàòðèöû ðàäèóñîâ

è ìèíèìàëüíûì ñèíãóëÿðíûì ÷èñëîì ñðåäíåé ìàòðèöû. Ýòà õàðàêòå-

ðèñòèêà, â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùåé, ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà êàê äëÿ

êâàäðàòíûõ òàê è äëÿ ïðÿìîóãîëüíûõ ìàòðèö. Îíà èñïîëüçóåòñÿ â êðè-

òåðèè Ðóìïà (37).

Öåëåñîîáðàçíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ ýòèõ õàðàêòåðèñòèê ñëåäóåò èç ñî-

îòâåòñòâóþùèõ óòâåðæäåíèé. Èõ ôîðìóëèðîâêè è äîêàçàòåëüñòâà ìîæ-
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íî íàéòè â [16]. Ïðè âûïîëíåíèè ýòèõ óñëîâèé:

∆σ > 0, (37)

ρ(|(mid A)−1| · rad A) < 1, (38)

ìàòðèöà A�ðåãóëÿðíàÿ, ò.å. âñå òî÷å÷íûå ìàòðèöû, âõîäÿùèå â íåå,

íåâûðîæäåííûå [17]. Äëÿ ìàòðèö òàêîãî òèïà ìîæíî çàðàíåå ñêàçàòü áó-

äåò ëè çíà÷åíèå 2∗ IVE áîëüøå ðàçìåðîâ îïòèìàëüíîé âíåøíåé îöåíêè,

ëèáî áóäåò ìåíüøå íåå.

Ïðîâåðèì ýòè õàðàêòåðèñòèêè è óñëîâèÿ äëÿ 2-õ ñåìåéñòâ ñèñòåì:
θ [0, 2] . . . [0, 2]

[0, 2] θ . . . [0, 2]
...

... . . . ...

[0, 2] [0, 2] . . . θ



x1

x2
...

xn

 =


[1, N ]

[1, N ]
...

[1, N ]


�ñèñòåìà Íîéìàéåðà, ñ èçìåíåííîé ïðàâîé ÷àñòüþ.


[n− 1, N ] [α− 1, 1− β] . . . [α− 1, 1− β]

[α− 1, 1− β] [n− 1, N ] . . . [α− 1, 1− β]
...

... . . . ...

[α− 1, 1− β] [α− 1, 1− β] . . . [n− 1, N ]



x1

x2
...

xn

 =


[2− n,K]

[2− n,K]
...

[2− n,K]


� ñèñòåìà Øàðîãî, ñ èçìåíåííîé ïðàâîé ÷àñòüþ.

Ïðîâåäåì ðàñ÷åòû äëÿ ýòèõ ñèñòåì. Â ýòèõ òàáëèöàõ x̂ � îïòèìàëü-

íàÿ âíåøíÿÿ îöåíêà äîïóñêîâîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé.

θ ρ ∆σ 2 ∗ IVE max | sup x̂− inf x̂|
n = 5, N = 10

2.0 6.00000 -3.00000 0.62113 2.50000
4.0 1.83333 -1.00000 0.97828 1.75000
6.0 1.04000 1.00000 1.02859 1.27778
8.0 0.71429 3.00000 0.99381 1.00000
10.0 0.53968 5.00000 0.93550 0.82000

Òàáëèöà 2: Ðàññ÷åòû äëÿ ñèñòåìû Íîéìàéåðà
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θ ρ ∆σ 2 ∗ IVE max | sup x̂− inf x̂|
n = 5, N = 20

2.0 6.0000 -3.0000 1.8634 7.5000
4.0 1.8333 -1.0000 2.3758 4.2500
6.0 1.04000 1.00000 2.37023 2.94444
8.0 0.71429 3.00000 2.23607 2.25000
10.0 0.53968 5.00000 2.07635 1.82000

n = 10, N = 10
8.0 1.89076 -2.00000 0.59088 0.84375
10.0 1.4211 0.0000 0.6302 0.7200
12.0 1.12987 2.00000 0.64536 0.62500
14.0 0.93311 4.00000 0.64561 0.55102
16.0 0.79200 6.00000 0.63752 0.49219

n = 10, N = 20
8.0 1.8908 -2.0000 1.4662 2.0938
10.0 1.4211 0.0000 1.5067 1.7200
12.0 1.1299 2.0000 1.5058 1.4583
14.0 0.93311 4.00000 1.48250 1.26531
16.0 0.79200 6.00000 1.44706 1.11719

Òàáëèöà 3: Ðàññ÷åòû äëÿ ñèñòåìû Íîéìàéåðà

Ïî ýòèì òàáëèöàì ìîæíî ïðîñëåäèòü çàêîíîìåðíîñòü: åñëè ∆σ < 0

èëè ρ > 1, òî íàøà ìåðà ïîëó÷àåòñÿ ìåíüøå, ÷åì ðåàëüíûå ðàçìåðû

âíåøíåé îöåíêè, åñëè ∆σ ñòàíîâèòñÿ áîëüøå íóëÿ, à ρ ïðèáëèæàåòñÿ ê

åäèíèöå, òî íàøà îöåíêà ñòàíîâèòñÿ áîëüøå, ÷åì îïòèìàëüíàÿ. Òàêæå

ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ðàçìåðû ïðàâîé ÷àñòè íå ñêàçûâàþòñÿ íà ñîîòíî-

øåíèè ìåæäó ðàçìåðàìè îïòèìàëüíîé îöåíêè è 2 ∗ IVE . Ïðàâàÿ ÷àñòü

ñèñòåì âëèÿåò ëèøü íà âåëè÷èíó ýòèõ îöåíîê, íî íå ñîîòíîøåíèå ìåæäó

íèìè.

Ïðè ïîëîæèòåëüíîñòè ∆σ ïî ìåðå ïðèáëèæåíèÿ ρ ê åäèíèöå âåëè-

÷èíà íàøåé îöåíêè ñòðåìèòñÿ ê îïòèìàëüíîé, ÷òî âèäíî èç ñëåäóþùèõ

òàáëèö.

N ρ ∆σ 2 ∗ IVE max | sup x̂− inf x̂|
n = 5, α = 0.2, β = 0.4, K = 15

35.0 0.95812 0.80000 0.85703 0.51429
45.0 0.96680 0.80000 0.65047 0.40000

Òàáëèöà 4: Ðàññ÷åòû äëÿ ñèñòåìû Øàðîãî
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N ρ ∆σ 2 ∗ IVE max | sup x̂− inf x̂|
n = 5, α = 0.4, β = 0.6, K = 15

5.0 0.60976 1.60000 12.54891 3.60000
15.0 0.82418 1.60000 2.46725 1.20000
25.0 0.88652 1.60000 1.32244 0.72000
35.0 0.91623 1.60000 0.89558 0.51429
45.0 0.93361 1.60000 0.67503 0.40000

n = 5, α = 0.6, β = 0.8, K = 15
5.0 0.41463 2.40000 11.28167 3.60000
15.0 0.73626 2.40000 2.58812 1.20000
25.0 0.82979 2.40000 1.38445 0.72000
35.0 0.87435 2.40000 0.93159 0.51429
45.0 0.90041 2.40000 0.69834 0.40000

n = 5, α = 0.8, β = 1.0, K = 15
5.0 0.21951 3.20000 10.37557 3.60000
15.0 0.64835 3.20000 2.68807 1.20000
25.0 0.77305 3.20000 1.44058 0.72000
35.0 0.83246 3.20000 0.96522 0.51429
45.0 0.86722 3.20000 0.72047 0.40000
55.0 0.89003 3.20000 0.57282 0.32727
65.0 0.90616 3.20000 0.47456 0.27692
75.0 0.91816 3.20000 0.40468 0.24000
85.0 0.92744 3.20000 0.35252 0.21176

Òàáëèöà 5: Ðàññ÷åòû äëÿ ñèñòåìû Øàðîãî

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî íàøà îöåíêà áóäåò ñòðîãî áîëü-

øå (ëþáî íåçíà÷èòåëüíî ìåíüøå â ìàëîì ÷èñëå ñëó÷àåâ) îïòèìàëüíîé

ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (37), (38). Ïðè ýòîì ïðèáëèæåíèå ρ ê åäèíèöå

ïðèâîäèò ê ïðèáëèæåíèþ ðàçìåðîâ íàøåé îöåíêè ê ðàçìåðàì îïòèìàëü-

íîé. Ïðè íàðóøåíèè ýòèõ óñëîâèé, âîîáùå ãîâîðÿ, íåëüçÿ ñ óâåðåííîñòüþ

ñêàçàòü áóäåò îöåíêà áîëüøå èëè ìåíüøå îïòèìàëüíîé.

Äëÿ ïðÿìîóãîëüíûõ ñèñòåì âìåñòî óñëîâèÿ (38) ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü

äðóãîå

ρ(|(mid A)+| · rad A) < 1, (39)

ãäå mid A+�ïñåâäîîáðàòíàÿ ìàòðèöà ê mid A îïèñàííîå â [18].

Èç âûïîëíåíèÿ ýòîãî óñëîâèÿ è óñëîâèÿ (37) ìû ïîëó÷àåì ðåçóëüòàò,
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÷òî ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ íàøà îöåíêà íåñêîëüêî áîëüøå îïòèìàëüíîé, íî

ïðè íàðóøåíèè ýòèõ óñëîâèé èëè ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ∆σ íàøà îöåíêà

â ðàçû îòëè÷àåòñÿ îò îïòèìàëüíîé. Ýòî âèäíî ïî ðàññ÷åòàì ïðîâåäåííûì

äëÿ ñèñòåìû Ax = b ñ ìàòðèöåé ðàçìåðà m × n è m-ìåðíûì âåêòîðîì

ïðàâîé ÷àñòè

A =



[1− α, 1 + β] [2− α, 2 + β] . . . [m− α,m+ β]

[2− α, 2 + β] [3− α, 3 + β] . . . [m− α,m+ β]
...

... . . . ...

[m− 1− α,m− 1 + β] [m− α,m+ β] . . . [m− α,m+ β]

[m− α,m+ β] [m− α,m+ β] . . . [m− α,m+ β]



b =
(

[1, 1 +m] [1, 1 +m] . . . [1, 1 +m] [1, 1 +m]
)>

.

α β ρ ∆σ 2 ∗ IVE max | sup x̂− inf x̂|
m = 5, n = 2

0.5 0.03 0.262386 1.873592 1.746847 0.943627
0.55 0.03 0.286819 1.796966 1.692669 0.921988
0.6 0.03 0.311192 1.720363 1.640445 0.900765
0.65 0.03 0.335505 1.643785 1.590070 0.879941
0.7 0.03 0.359758 1.567231 1.541443 0.859499
0.75 0.03 0.383948 1.490701 1.494472 0.839423
0.8 0.03 0.408076 1.414196 1.449071 0.819697
0.85 0.03 0.432139 1.337717 1.405160 0.800308
0.9 0.03 0.456138 1.261263 1.362661 0.781243
0.95 0.03 0.480070 1.184835 1.321506 0.762489
1.0 0.03 0.503936 1.108434 1.281627 0.744036

m = 5, n = 2
0.2 0.5 0.35204 1.57013 1.63482 0.94280
0.2 0.6 0.40308 1.40787 1.55297 0.91694
0.2 0.7 0.45429 1.24568 1.47700 0.89228
0.2 0.8 0.50566 1.08356 1.40637 0.86872
0.2 0.9 0.55720 0.92151 1.34057 0.84619
0.2 1.0 0.60889 0.75954 1.27917 0.82463
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α β ρ ∆σ 2 ∗ IVE max | sup x̂− inf x̂|
m = 10, n = 2

0.6 0.6 0.28982 5.21457 1.57812 0.90319
0.7 0.7 0.33812 4.76735 1.53457 0.87528
0.8 0.8 0.38642 4.32014 1.49167 0.84849
0.9 0.9 0.43473 3.87293 1.44944 0.82275
1.0 1.0 0.48303 3.42571 1.40788 0.79798

m = 10, n = 5
0.1 0.5 4.16513 -1.82361 109.67853 2.38267
0.2 0.5 4.85948 -2.17716 108.14512 2.24084
0.3 0.5 5.55389 -2.53071 106.60876 2.11518
0.4 0.5 6.24835 -2.88427 105.06959 2.00307
0.5 0.5 6.94286 -3.23782 103.52775 1.90244
0.6 0.5 7.63742 -3.59137 101.98339 1.81161
0.7 0.5 8.33203 -3.94493 100.43667 1.72922
0.8 0.5 9.02670 -4.29848 98.88774 1.65415
0.9 0.5 9.72143 -4.65204 97.33679 1.58547
1.0 0.5 10.41621 -5.00559 95.78397 1.52239

m = 20, n = 10
0.5 0.1 10.09627 -3.98438 540.31617 3.46413
0.5 0.2 11.77894 -4.69148 537.45227 3.34246
0.5 0.3 13.46159 -5.39859 534.61029 3.22896
0.5 0.4 15.14423 -6.10570 531.79002 3.12284
0.5 0.5 16.82686 -6.81280 528.99122 3.02340
0.5 0.6 18.50948 -7.51991 526.21370 2.93003
0.5 0.7 20.19209 -8.22702 523.45724 2.84220
0.5 0.8 21.87468 -8.93412 520.72162 2.75942
0.5 0.9 23.55726 -9.64123 518.00664 2.68127
0.5 1.0 25.23983 -10.34834 515.31208 2.60738

Òàêèì îáðàçîì, îò íàøåé îöåíêè ñòîèò îæèäàòü ðåçóëüòàòîâ áëèçêèõ

ê îïòèìàëüíûì äëÿ òåõ ñëó÷àåâ, êîãäà ìàòðèöà ñèñòåì áóäåò ðåãóëÿð-

íîé(äëÿ êâàäðàòíûõ ìàòðèö), ÷òî èìååò ìåñòî ïðè âûïîëíåíèè ïàðû

óñëîâèé (37)-(38), ëèáî ïîëíîðàíãîâîé, êîãäà âñå âõîäÿùèå â íåå ìàòðè-

öû ïîëíîðàíãîâûå (äëÿ ïðÿìîóãîëüíûõ ìàòðèö), ÷òî èìååò ìåñòî ïðè

âûïîëíåíèè óñëîâèé (38)-(39). Â ýòîé ãëàâå ìèíèìàëüíîå ÷èñëî îáóñëîâ-

ëåííîñòè ñ÷èòàëîñü ïî ðåöåïòó îïèñàííîìó â ïðåäûäóùåé ãëàâå, ò.å. îñó-

ùåñòâëÿëñÿ ïåðåáîð íå ïî âñåì óãëîâûì ìàòðèöàì, à ëèøü ïî íåêîòîðûì

ñ îïðåäåëåííûì øàãîì.
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7 ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Â ýòîé ðàáîòå áûë ïðîâåä¼í àíàëèç îäíîé èç âîçìîæíûõ êîíñòðóêöèé

ìåðû âàðèàáåëüíîñòè â çàäà÷å âîññòàíîâëåíèÿ ôóíêöèîíàëüíîé çàâèñè-

ìîñòè ïî äàííûì ñ èíòåðâàëüíîé íåîïðåäåëåííîñòüþ. Íà îñíîâàíèè ÷èñ-

ëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ, ïðîâåä¼ííûõ ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàçëè÷íûõ ìåòî-

äîâ, áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïðåäëîæåííàÿ âåëè÷èíà äåéñòâèòåëüíî ìîæåò

áûòü èñïîëüçîâàíà â êà÷åñòâå ìåðû, õàðàêòåðèçóþùåé ðàçìåðû ìíîæå-

ñòâà ðåøåíèé çàäà÷è(äîïóñêîâîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé). Òàêæå áûëà ïðî-

äåìîíñòðèðîâàíà âàæíîñòü ïðàâèëüíîãî îïðåäåëåíèÿ êàæäîé âõîäÿùåé

â ýòî âûðàæåíèå âåëè÷èíû. Ê ïðèìåðó, â ñëó÷àå íåòî÷íîãî îïðåäåëåíèÿ

ìèíèìàëüíîãî ÷èñëà îáóñëîâëåííîñòè ìîæíî ïîëó÷èòü îöåíêó, âî ìíîãî

ðàç ïðåâûøàþùóþ îïòèìàëüíóþ. Â õîäå ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ áû-

ëà îáíàðóæåíà ñåðüåçíàÿ ïðîáëåìà, ñâÿçàííàÿ ñ ïîèñêîì ìèíèìàëüíîãî

÷èñëà îáóñëîâëåííîñòè.

Ìèíèìóì ÷èñëà îáóñëîâëåííîñòè äîñòèãàåòñÿ íà ìàòðèöàõ, ñîñòîÿ-

ùèõ èç êîíöåâûõ ýëåìåíòîâ èíòåðâàëüíîé ìàòðèöû ñèñòåìû. Òàêèì îá-

ðàçîì, ïîèñê òàêîé ìàòðèöû áûë îñíîâàí íà ïðÿìîì ïåðåáîðå âñåõ óã-

ëîâûõ ìàòðèö, ÷òî âåñüìà òðóäîåìêî, òàê êàê â òàêîì ñëó÷àå àëãîðèòì

èìååò ýêñïîíåíöèàëüíóþ ñëîæíîñòü. Â ñâÿçè ñ ÷åì, âîçíèêàåò íåîáõîäè-

ìîñòü ðàçðàáîòêå èíîãî, áîëåå áûñòðîãî ñïîñîáà íàõîæäåíèÿ ìèíèìàëü-

íîãî ÷èñëà îáóñëîâëåííîñòè.

Ïîëó÷åííàÿ ìåðà âàðèàáåëüíîñòè ìîæåò ïðèìåíÿòüñÿ â êà÷åñòâå îöåí-

êè ðàçìåðîâ ìíîæåñòâà ðåøåíèé, îäíàêî, åå êà÷åñòâî çàâèñèò îò âèäà

ìàòðèöû ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ. Íàèáîëåå áëàãîïðèÿòíûì ñëó÷à-

ÿìè äëÿ ýòîãî ìåòîäà ÿâëÿþòñÿ ñèñòåìû, ìíîæåñòâà ðåøåíèé êîòîðûõ

èìååò îäèíàêîâóþ øèðèíó ïî âñåì êîìïîíåíòàì. Â òàêîì ñëó÷àå áîëåå

âåðîÿòíî, ÷òî íàøà îöåíêà, òàêæå èìåþùàÿ ôîðìó n-ìåðíîãî êóáà, áóäåò

êà÷åñòâåííî îöåíèâàòü äîïóñêîâîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé è íå çàõâàòûâàòü

ýëåìåíòû íå èç ýòîãî ìíîæåñòâà.

×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ïîêàçàëè, ÷òî íàøà ìåðà ìîæåò áûòü ïðè-

ìåíåíà äàæå äëÿ ñëó÷àåâ, êîãäà ÷èñëî ýêñïåðèìåíòîâ ê çàäà÷å ìåíüøå

÷èñëà íåèçâåñòíûõ. Îäíàêî, â ýòîì ñëó÷àå ìàòðèöà, ñîñòàâëåííàÿ èç ýêñ-
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ïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ äîëæíà áûòü ñóùåñòâåííî èíòåðâàëüíîé, òàê

êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, êîãäà ìàòðèöû ìàëî îòëè÷íà îò òî÷å÷íîé, ðàñ-

õîæäåíèÿ íàøåé îöåíêè ñ îïòèìàëüíîé áóäåò ñëèøêîì âåëèêî.

Â õîäå ðàáîòû áûëî èññëåäîâàíî âëèÿíèå íåêîòîðûõ õàðàêòåðèñòèê

èíòåðâàëüíûõ ìàòðèö íà ðàçìåð îöåíêè, ïîëó÷åííîé ñ èñïîëüçîâàíèåì

ìåðû âàðèàáåëüíîñòè. Îáíàðóæåíî, ÷òî îöåíêà, êîòîðóþ ìû ñòðîèì ñ

ïîìîùüþ íàøåé ìåðû, íàèëó÷øèì îáðàçîì ñîãëàñóåòñÿ ñ îïòèìàëüíîé

âíåøíåé îöåíêîé äîïóñêîâîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé äëÿ ñèñòåì ñ ðåãóëÿð-

íûìè ìàòðèöàìè (äëÿ êâàäðàòíûõ ìàòðèö), ëèáî äëÿ ñèñòåì ñ ïîëíî-

ðàíãîâûìè ìàòðèöàìè (äëÿ ïðÿìîóãîëüíûõ ìàòðèö).

Äëÿ ïðîâåäåíèÿ ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ áûë ðåàëèçîâàí ðÿä ÷èñ-

ëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ. Äëÿ íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíîé âíåøíåé îöåíêè

äîïóñêîâîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé áûë ðåàëèçîâàí àëãîðèòì, îñíîâàííûé

íà òåîðåìå Ðîíà è ìåòîäàõ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Áûë àäàïòè-

ðîâàí ìåòîä îòäåëÿþùèõ ïëîñêîñòåé ñ äîïîëíèòåëüíûìè îòñå÷åíèÿìè

äëÿ ïîèñêà ìàêñèìóìà ðàñïîçíàþùåãî ôóíêöèîíàëà. Ïðåäëîæåí îäèí

èç âîçìîæíûõ àëãîðèòìîâ ïîèñêà ìèíèìàëüíîãî ÷èñëà îáóñëîâëåííîñòè

ìàòðèö ñèñòåì.
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8 ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ

8.1 Îïòèìàëüíîå âíåøíåå îöåíèâàíèå äîïóñêîâîãî

ìíîæåñòâà ðåøåíèé

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

function est = optimalEstimation(infA, supA, infb, supb, n, m)

%A ìàññèâ, îïèñûâàþùèé ëåâóþ ÷àñòü îãðàíè÷åíèé â òåîðåìå Ðîíà

A = [supA -infA; -infA supA];

%b ìàññèâ, îïèñûâàþùèé ïðàâóþ ÷àñòü îãðàíè÷åíèé â òåîðåìå Ðîíà

b = [supb; -infb];

%Ôîðìèðóåì ìàññèâ ñèìâîëîâ ñ âèäîì îãðàíè÷åíèé,

%U îçíà÷àåò îãðàíè÷åíèå âèäà <=

ctype = 'U';

for i = 2:m

ctype = strcat(ctype, 'U');

endfor

%Ôîðìèðóåì ìàññèâ ñèìâîëîâ îïèñûâàþùèõ òèï ïåðåìåííîé,

%Ñ îçíà÷àåò âåùåñòâåííûé òèï

vartype = 'C';

for i = 2:n

vartype = strcat(vartype, 'C');

endfor

%sense îïðåäåëÿåò òèï îïòèìèçàöèè(1 äëÿ ìàêñèìèçàöèè, -1 äëÿ ìèíèìèçàöèè)

sense = 1;

%dim ÿâëÿåòñÿ ðàçìåðíîñòüþ ïðîñòðàíñòâà

dim = n/2;

%est âåêòîð ñîäåðæàùèé îïòèìàëüíóþ îöåíêó äîïóñêîâîãî ìíîæåñòâà

est = zeros(n,2);

%Îñíîâíàÿ ÷àñòü ìåòîäà

for i = 1:dim

%Âåêòîð ñ îïðåäåëÿåò öåëåâóþ ôóíêöèþ

c = zeros(n, 1);

%Äàëåå ïîñëåäîâàòåëüíî ðåøàåì çàäà÷è ìàêñèìèçàöèè è

%ìèíèìèçàöèè äëÿ êàæäîé ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé

c(i) = 1;

c(i + dim) = -1;

sense = 1;

[xmin, fmin, status] = glpk (c, A, b, [], [], ctype,vartype, sense);

sense = -1;

[xmax, fmax, status] = glpk (c, A, b, [], [], ctype,vartype, sense);

est(i,1) = fmin;

est(i,2) = fmax;

endfor

endfunction

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
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8.2 Ïîèñê ìèíèìàëüíîãî ÷èñëà îáóñëîâëåííîñòè

function findCondBoarders(infA, supA)

min = cond(infA);

max = cond(infA);

m = size(infA, 1);

n = size(infA, 2);

A = zeros(m, n);

N = 2^(m*n);

Ak = zeros(m, n);

for iter = 0:(N-1)

for i=1:m

for j=1:n

if mod(iter, 2) == 0

A(i, j) = infA(i, j);

N = fix(N / 2);

else

A(i, j) = supA(i, j);

N = fix(N / 2);

endif

endfor

endfor

if cond(A) < min

min = cond(A);

endif

if cond(A) > max

max = cond(A);

endif

endfor

disp("______________________________________\r\n");

disp("Minimun value of cond");

disp(min);

disp("______________________________________");

disp("______________________________________\r\n");

disp("Cond of mid(A)");

disp(cond((infA + supA)/2));

disp("______________________________________");

disp("______________________________________\r\n");

disp("Maximum value of cond");

disp(max);

disp("______________________________________");

endfunction
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