
МИНИСТЕРСТВО ОБРАЗОВАНИЯ РОССИЙСКОЙ ФЕДЕРАЦИИ 
АЛТАЙСКИЙ ГОСУДАРСТВЕННЫЙ УНИВЕРСИТЕТ 

 
 
 

На правах рукописи 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Жилин Сергей Иванович 
 

НЕСТАТИСТИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ И МЕТОДЫ 
ПОСТРОЕНИЯ И АНАЛИЗА ЗАВИСИМОСТЕЙ 

 
 

05.13.01 – системный анализ, управление и обработка информации 
(физико-математические науки) 

 
 
 
 
 

Диссертация 
на соискание ученой степени  

кандидата физико-математических наук 
 
 
 
 
 

Научный руководитель: 
д.т.н., профессор Ю.А. Поляков 
 

 
 
 
 
 
 
 

Барнаул – 2004 



СОДЕРЖАНИЕ 

Введение.........................................................................................................................3 
1. Теоретические аспекты обработки информации: нестатистический подход .....9 

1.1 Проблемы построения и анализа эмпирических зависимостей ....................9 
1.2 Обоснование постановок информационных задач, возникающих при   

 построении и анализе эмпирических зависимостей.....................................16 
 1.2.1 Формализация схемы эмпирического моделирования при 

нестатистическом подходе.........................................................................16 
 1.2.2 Логическая схема построения и анализа зависимостей при 

нестатистическом подходе.........................................................................27 
 1.2.3 Математические методы и модели решения информационных задач .......31 

1.3 Направления дальнейших исследований.......................................................39 
2. Построение и анализ зависимостей методом центра неопределенности..........42 

2.1 Метод центра неопределенности: предпосылки, варианты и основные 
результаты ........................................................................................................42 

2.2 Обработка информации методом центра неопределенности при 
правильных наблюдениях ...............................................................................51 

 2.2.1. Задачи регрессионного анализа ................................................................51 
 2.2.2. Задачи дисперсионного и ковариационного анализов ..............................57 
 2.2.3. Временные тренды в данных ....................................................................60 

2.3 Обработка информации в случае неправильных наблюдений....................66 
2.4 Метод центра неопределенности и статистические методы оценивания: 

сравнительный анализ ......................................................................................70 
 2.4.1. Метод центра неопределенности и метод максимального 

правдоподобия ..........................................................................................73 
 2.4.2. Метод центра неопределенности и метод наименьших квадратов ...........79 

3. Использование метода центра неопределенности при решении задач  
обработки пространственных данных...................................................................86 
3.1 Геометрические преобразования и привязка изображений.........................86 
3.2 Совместная обработка неравноточных инженерно-геодезических 

измерений .........................................................................................................89 
Заключение ..................................................................................................................97 
Литература ...................................................................................................................99 
Приложения ...............................................................................................................114 



ВВЕДЕНИЕ 

Актуальность темы. Проблема построения и анализа функциональной 

зависимости по эмпирическим данным встает перед многими исследователя-

ми в различных отраслях науки. С помощью конструируемых математиче-

ских моделей реальных объектов, явлений и процессов в природе и обществе 

решаются задачи выяснения внутренних характеристик изучаемого процесса, 

сжатия массивов эмпирической информации, прогнозирования, управления и 

т.п. Задача анализа зависимости включает в себя выявление и устранение 

противоречий в исходных данных, проверку гипотез о виде искомой зависи-

мости, ее свойствах и оценку степени работоспособности найденной функ-

ции, то есть ответ на вопрос о пригодности эмпирической зависимости на 

практике.  

В настоящее время построение и анализ зависимостей по эмпириче-

ским данным развивается чаще всего в рамках вероятностно-статистического 

подхода, основными инструментами которого является метод наименьших 

квадратов и статистические процедуры исследования и анализа полученных с 

его помощью оценок. Указанные методы обладают экстремальными свойст-

вами при выполнении определенных предположений. Однако на практике 

обеспечение или проверка исходных гипотез по имеющейся совокупности 

эмпирических данных затруднена. В то же время имеются случаи, в которых 

предположения об ограниченности ошибки наблюдений являются более ес-

тественными. Эти обстоятельства привели к появлению нестатистического 

подхода, который развивался как самостоятельно, так и в рамках интерваль-

ного анализа в работах отечественных исследователей А.Ф. Бочкова, 

А.П. Вощинина, Л.В. Канторовича, А.В. Максимова, Н.М. Оскорбина, 

А.Е. Померанцева, О.Е. Родионовой, В.А. Суханова и др., а также зарубеж-

ных авторов таких, как Г. Бельфорте, Е. Вальтер, В. Крейнович, М. Милане-

зе, Р.Е. Мур, Дж. Нортон, Л. Пронцато, Г.Р. Сотиров и других. Основное 

предположение нестатистического подхода состоит в том, что границы оши-

бок наблюдения переменных и невязок зависимости являются известными. 
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Такие задачи, в частности, возникают при геометрической коррекции цифро-

вых изображений и при обработке инженерно-геодезических измерений. 

Вместе с тем, в литературе отсутствуют исследования, устанавливаю-

щие связь статистического и нестатистического подходов и описывающие 

концептуальные основы моделирования с использованием нестатистического 

подхода. Недостаточное внимание уделено в рамках нестатистического под-

хода постановке и решению ряда значимых задач таких, как определение 

ценности наблюдений в общей совокупности, выделение активных наблюде-

ний, устранение выбросов, моделирование процесса старения информации и 

др. Решение указанных проблем позволило бы расширить сферу применения 

нестатистического подхода, заимствовать ряд приемов из статистического 

подхода и разграничить области применения статистического и нестатисти-

ческого подходов в прикладных исследованиях. 

Цель исследования. Цель работы заключается в разработке концепту-

альных основ и методов построения и анализа зависимостей при обработке 

наблюдений с интервально заданными нестатистическими ошибками. 

Задачи исследования. 

1. Разработка концептуальной модели процесса эмпирического моде-

лирования при нестатистическом подходе. 

2. Разработка логической схемы процесса эмпирического моделирова-

ния. 

3. Разработка способов построения зависимостей, включающих коли-

чественные и качественные факторы, с использованием метода внешней ап-

проксимации множества неопределенности гиперпараллелепипедом (метода 

центра неопределенности) по интервальным наблюдениям без выбросов. 

4. Разработка метода обработки совокупности интервальных наблюде-

ний с выбросами при построении и анализе зависимостей. 

5. Экспериментальное сравнение метода центра неопределенности с 

основными статистическими методами построения зависимостей. 
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6. Апробация разработанных нестатистических методов построения и 

анализа зависимостей при решении задач обработки пространственно-

распределенных интервальных измерений. 

Объектом исследования является обработка наблюдений с интер-

вально заданными нестатистическими ошибками.  

Предметом  исследования являются математические задачи построе-

ния и анализа зависимостей в рамках нестатистического подхода, сравнение 

статистических и нестатистических методов оценивания, нестатистические 

методы обработки наблюдений с выбросами, нестатистические методы по-

строения зависимостей, включающих количественные и качественные фак-

торы. 

Методы исследования. При выполнении работы использовались ме-

тоды системного анализа, математического программирования, математиче-

ской статистики, имитационного моделирования, обработки изображений. 

Научная новизна. 

1. Предложена теоретико-множественная концептуальная модель про-

цесса обработки информации при нестатистическом подходе к построению и 

анализу зависимостей, позволяющая формализовать информационные задачи 

сжатия данных, определения ценности наблюдений, учета старения данных, 

планирования одиночных наблюдений, и разработана логическая схема об-

работки совокупности наблюдений. 

2. Разработана методика сравнения метода центра неопределенности с 

методами максимума правдоподобия и наименьших квадратов при обработке 

наблюдений без выбросов и по результатам вычислительного эксперимента 

определены области преимущественного использования сравниваемых мето-

дов. 

3. Разработан нестатистический метод обработки интервальных на-

блюдений с выбросами, апробированный на реальных данных. 
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Теоретическая и практическая значимость результатов работы. 

Разработанная концептуальная теоретико-множественная модель по-

зволяет формализовать и выработать математические постановки задач обра-

ботки информации, возникающие при эмпирическом моделировании в рам-

ках нестатистического подхода. 

Выводы об областях преимущественного использования статистиче-

ских и нестатистических  методов оценивания могут использоваться для 

обоснованного выбора способов построения и анализа зависимостей по эм-

пирическим данным в условиях отсутствия достоверной информации о рас-

пределении ошибок. 

Предложенные в работе методы обработки наблюдений с интервально 

заданной нестатистической ошибкой могут быть использованы при обработ-

ке данных физического эксперимента, геодезических измерений, данных 

дистанционного зондирования. 

Основные положения, выносимые на защиту. 

1. Формализация эмпирического моделирования, включающая кон-

цептуальную теоретико-множественную модель и логическую схему процес-

са построения и анализа зависимостей при нестатистическом подходе. 

2. Результаты сравнения статистических и нестатических методов по-

строения и анализа зависимостей, проведенного на основе вычислительного 

эксперимента, и разграничение областей преимущественного применения 

указанных методов. 

3. Методика построения и анализа зависимостей в рамках нестатисти-

ческого подхода, апробированная при решении задач обработки пространст-

венных данных. 

Апробация работы. Основные положения и отдельные результаты ис-

следования докладывались и обсуждались на Республиканской научно-

технической конференции "Региональные проблемы информатизации", (Бар-

наул, 1995), третьей Международной конференции "Методы дистанционного 

зондирования и ГИС-технологии для контроля и диагностики состояния ок-
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ружающей среды"  (Москва, 1996), на второй и четвертой Международных 

конференциях Интеркарто (Иркутск, 1996; Барнаул, 1998), на Международ-

ной научно-практической конференции «Историческая и современная карто-

графия в развитии Алтайского региона» (Барнаул, 1997), первой и шестой 

краевых конференциях по математике (Барнаул, 1998; Барнаул, 2003). 

Публикации. По теме диссертации опубликовано 13 печатных работ, в 

том числе 6 статей в журналах и сборниках статей и 7 тезисов докладов на 

конференциях. 

Структура и объем работы. Диссертация состоит из введения, трёх 

глав, заключения, списка литературы из 143 источников, двух приложений. 

Общий объем работы составляет 119 страниц. 

В первой главе рассматриваются проблемы построения и анализа эм-

пирических зависимостей с помощью статистических методов, излагаются 

основные идеи нестатистического подхода, в рамках которого проводится 

формализация процесса эмпирического моделирования и построение поэтап-

ной логической схемы указанного процесса. При этом выделяются информа-

ционные задачи, которые возникают при реализации разработанной логиче-

ской схемы, и указываются математические инструменты (модели и методы), 

необходимые для решения этих задач. 

Вторая глава посвящена разработке нестатистических методов обра-

ботки интервальных наблюдений. В частности, предлагаются способы ис-

пользования метода центра неопределенности для решения задачи построе-

ния зависимости по эмпирическим данным при наличии в ее структуре не 

только количественных, но и качественных факторов. Разрабатывается метод 

обработки совокупности наблюдений с выбросами. Методом статистических 

испытаний производится сравнение метода центра неопределенности с мето-

дами максимального правдоподобия и наименьших квадратов, и по результа-

там сравнения на модельной зависимости указываются области преимущест-

венного использования сравниваемых методов. 
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В третьей главе приведены решения двух прикладных задач обра-

ботки пространственных данных с использованием МЦН и моделей, разрабо-

танных во второй главе. 

В приложениях содержится ряд вспомогательных материалов, кото-

рые иллюстрируют результаты расчетов, выполненных в третьей главе. 

Автор выражает глубокую благодарность к.ф.-м.н., доц., зав. кафедрой 

информатики Алтайского госуниверситета Максимову А.В. за научное кон-

сультирование при разработке теоретических аспектов нестатистического 

подхода в ходе работы над диссертацией, д.т.н., проф., зав. кафедрой теоре-

тической кибернетики и прикладной математики Алтайского госуниверсите-

та Оскорбину Н.М за обсуждение постановок ряда задач и своему научному 

руководителю д.т.н., проф. Полякову за ряд ценных замечаний, способство-

вавших как лучшему пониманию проблем обработки информации, так и их 

решению. 



ГЛАВА 1. ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ АСПЕКТЫ ОБРАБОТКИ 
ИНФОРМАЦИИ: НЕСТАТИСТИЧЕСКИЙ ПОДХОД 

1.1. Проблемы построения и анализа 
 эмпирических зависимостей 

При изучении какого-либо явления принципиально не удается учесть 

все бесконечное множество связей и факторов, от которых зависит протека-

ние моделируемого процесса. Наличие неучтенных связей приводит к необ-

ходимости появления в структуре модели составляющих, так или иначе от-

ражающих элемент неопределенности, вносимый неучтенными связями в 

«закономерный» ход процесса. Довольно широкий класс конструируемых за-

висимостей выражается в форме, разделяющей детерминирован-

ную и неопределенную составляющие: 

 XxxFy y ∈+= ,),( εβ , (1.1) 

где x  – входной вектор; β  – вектор  параметров; X – множество значений x ; 

y  – выходная переменная, которая ради простоты записей предполагается 

скалярной и, соответственно, F  – скалярная функция, которая описывает де-

терминированную составляющую вариации y ; yε  – величина, описывающая 

непредсказуемую составляющую исследуемого объекта. 

Для описания факторов неопределенности могут использоваться раз-

личные модели: вероятностно-статистическая, интервальная, нечеткая [10, 

31]. 

Статистическое описание неконтролируемых факторов предполагает 

возможность приписывания величине yε  вероятностного, случайного харак-

тера. Случайные факторы полностью стохастически описаны, если задана их 

плотность распределения вероятностей. В большинстве ситуаций в условиях 

ограниченного эксперимента удается получить лишь выборочные оценки па-

раметров плотности, точность которых определяется планом эксперимента, 

числом опытов, дисперсией помехи, методом оценивания и т.д.  
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Вероятностно-статистический подход описания неопределенности и 

основанные на нем методы построения и анализа зависимостей имеют наи-

большее распространение среди прочих методов восстановления зависимо-

стей [6, 20, 26]. В частности, повсеместное применение находят классические 

методы параметрической статистики: регрессионный, дисперсионный, кова-

риационный анализы [2-4, 24, 36, 37, 52, 54, 64, 65, 70-71]. 

Согласно [78], регрессия – это зависимость среднего значения случай-

ной величины от некоторой другой как случайной, так и неслучайной одной 

или нескольких величин, т.е. условное математическое ожидание: 

 ).(]|[ xfxyM =  

Таким образом, функция регрессии описывает вероятностное соотно-

шение между объясняющими переменными (регрессорами, факторами, вход-

ными, независимыми переменными) и зависимой переменной (откликом вы-

ходной, результирующей переменной). Естественным первым приближением 

для функции регрессии является ее линеаризация, и соответствующая модель 

носит название линейной регрессии. Для заданной совокупности N  наблю-

дений предлагается следующее функциональное соотношение между реали-

зовавшимся значением зависимой переменной и регрессорами: 

 εβ += Xy , (1.2) 

где ( )TNyyy ,...,1= – зависимая переменная; в матрице nNijxX ×= )(  построчно 

записаны наблюдения n
i Rx ∈ , Ni ,...,1=  за объясняющими переменными 

nXX ,...,1 ;  ( )Tnβββ ,...,1=  – вектор  параметров; ( )TNεεε ,...,1= – вектор невя-

зок модели объекта. 

В классической модели линейной регрессии помимо функционального 

соотношения (1.1), формулируются дополнительные предположения о сто-

хастической структуре модели [4, 54]: 

 0=iMε , (1.3) 

 22 σε =iM , (1.4) 
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 0=jiM εε , ji ≠∀ , (1.5) 

 rk NnX <= , (1.6) 

 jX  детерминированы,  (1.7) 

 ),0(~ 2σε Ni . (1.8) 

При подобных предположениях основным способом оценки парамет-

ров β  является метод наименьших квадратов (МНК): 

 ( )∑
=

−∧
=−=

N

i

TT
iiМНК yXXXxy

1

12)(minarg ββ
β

. (1.9) 

Теоретическим обоснованием метода наименьших квадратов служит 

Теорема  (Гаусс, Марков) МНК-оценки являются несмещенными и эффек-

тивными линейными оценками при выполнении условий (1.2)-(1.7), и имеют 

нормальное распределение при дополнительном предположении (1.8). 

При выполнении предположения (1.8) МНК-оценки совпадают с оценками 

максимального правдоподобия и обладают свойством  состоятельности. 

Именно благодаря наличию таких свойств, как несмещенность, эффек-

тивность и состоятельность, МНК нашел широкое применение в прикладной 

статистике. Однако, классическая модель линейной регрессии достаточно 

чувствительна к нарушениям базовых предположений, при которых полез-

ные свойства МНК-оценок, устанавливаемые теоремой Гаусса-Маркова, мо-

гут потерять свою силу. Недостатком МНК-оценок является и то, что эти по-

тери трудно контролировать на практике. 

Например, нарушение условий на вторые моменты – условия гомоске-

дастичности (1.4) и условия независимости (1.5) – приводит к тому, что 

МНК-оценки перестают быть эффективными в своем классе. Кроме того, 

МНК-оценка ковариационной матрицы оценок коэффициентов оказывается 

смещенной и несостоятельной, из-за чего тесты на значимость коэффициен-

тов показывают неверный уровень значимости. Как правило, теоретические 

оценки дисперсии оценок коэффициентов занижаются, т.е. оценки оказыва-

ются слишком «оптимистическими». На практике же часто имеет место 
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своеобразная неустойчивость оценки точности МНК-оценок. Она заключает-

ся в том, что при сколь угодно малых отклонениях от заданных значений ма-

тематического ожидания и ковариационной матрицы ошибок исходных дан-

ных относительная погрешность оценки точности конечного результата не-

ограниченно возрастает с увеличением числа используемых наблюдений. Это 

делает иллюзорным свойство состоятельности оценки, так как оно является 

асимптотическим, то есть при конечном числе измерений привлечение до-

полнительной информации в ряде случаев может ухудшать точность МНК-

оценки. Всегда на практике имеющее место любое сколь угодно малое от-

клонение от заданных значений математического ожидания и ковариацион-

ной матрицы ошибок приводит к нарушению свойства состоятельности [33, 

103]. Это позволяет автору работы [103] назвать свойство состоятельности 

МНК-оценок одним из «мифов XX века». 

Идентификация нарушения условий на вторые моменты ошибок пред-

ставляет собой нетривиальную проблему. Известен, однако, ряд задач, в ко-

торых эти условия априорно нарушены. В первую очередь, это задачи анали-

за временных рядов, а также анализ стратифицированных обследований. Ге-

тероскедастичность можно обнаружить (тестами Гольдфельда-Куандта, 

Бройша-Пагана и т.п.) лишь в специальных случаях (например, при незави-

симости наблюдений), сделав дополнительное предположение об определен-

ной функциональной форме этой зависимости [36, 54]. В общем случае гете-

роскедастичность без дополнительных предположений выявить, учесть и 

нейтрализовать невозможно: ковариационная матрица ошибок содержит 

2/)1( −⋅ NN  неизвестных, оценить которые по N  наблюдениям невозможно. 

Указанные нарушения основных свойств метода наименьших квадра-

тов становятся особенно существенными при большом числе используемых 

наблюдений. Именно поэтому на них было обращено внимание в последние 

десятилетия, когда число измерений, проводимых в процессе наиболее ответ-

ственных экспериментов, стало достигать тысяч и десятков тысяч. При этом 

некритическое использование результатов теории метода наименьших квад-
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ратов приводило часто к грубым ошибкам при решении важных прикладных 

задач. Примеров неработоспособности метода наименьших квадратов нако-

пилось довольно много [103]. 

Одним из самых сложных случаев для анализа чувствительности МНК-

оценок является нарушение предположения о виде распределения ошибок. 

Как правило, нельзя указать каких-либо веских причин, по которым конкрет-

ное распределение результатов наблюдений должно входить в то или иное 

параметрическое семейство. Исключения хорошо известны: если вероятно-

стная модель предусматривает суммирование независимых случайных вели-

чин, то сумму естественно описывать нормальным распределением; если же 

в модели рассматривается произведение таких величин, то итог приближает-

ся логарифмически нормальным распределением, и т.д. Однако в подавляю-

щем большинстве реальных ситуаций подобных моделей нет, и приближение 

реального распределения с помощью некоторого теоретического – чисто 

формальная операция [68, 71]. 

Неоднократно публиковались экспериментальные данные, свидетель-

ствующие о том, что распределения реально наблюдаемых случайных вели-

чин, в частности, ошибок измерения, в подавляющем большинстве случаев 

отличны от нормальных [66, 73, 103]. Тем не менее, теоретики продолжают 

строить и изучать статистические модели, основанные на нормальности, а 

практики – применять подобные методы и модели, то есть, по меткому вы-

ражению А.И. Орлова [73], "ищут под фонарем, а не там, где потеряли". 

Наиболее остро (возможно, излишне) критика некорректных случаев 

применения регрессионного анализа и статистических методов вообще про-

звучала в работах [8, 9]. В этих работах отмечается, что математическую ста-

тистику нельзя считать наукой в строгом смысле этого слова, так как невоз-

можно проверить на практике достоверность полученных с ее помощью ре-

зультатов. В качестве примера «неверифицируемых» характеристик приво-

дятся понятие генеральной совокупности, доверительного интервала на неиз-

вестное среднее случайной величины, ошибки первого и второго рода при 
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проверке гипотез и др., которые невозможно проверить на реальных экспе-

риментальных установках. Более того, ставится под сомнение сама возмож-

ность воспроизведения статистического эксперимента в различных лаборато-

риях. Полемика вокруг подобных утверждений привела к более четкому по-

ниманию границ применимости вероятностно-статистических методов и вы-

явила ограничения слишком жесткой системы исходных допущений регрес-

сионного анализа и основанных на нем процедур обработки данных [4, 62, 

90, 91]. 

Многие прикладные задачи не укладываются в рамки статистического 

подхода к интерпретации неопределенности, поскольку, во-первых, само по-

нятие неопределенности часто не ограничивается рамками случайности, а 

может быть трактовано и как незнание, и как неединственность возможных 

исходов и т.п. [10, 27, 31], а, во-вторых, многие ситуации характеризуются  

принципиальным несоблюдением условий статистического ансамбля при 

сборе информации о моделируемом явлении [4]. 

Одним из наиболее естественных способов описания факторов неопре-

деленности является их интервальное представление, когда относительно yε  

ничего неизвестно, за исключением свойства быть ограниченным, то есть 

принадлежащим некоторому интервалу [ ]yy εε , . При этом полагается, что yε  

может принимать любые значения из этого интервала, то есть ему не припи-

сывается никакой вероятностной меры. По этой причине такой подход часто 

именуют нестатистическим [22,30, 31]. 

По-видимому, первой отечественной работой, указывающей на пер-

спективность развития методов обработки наблюдений, оперирующих огра-

ниченными неопределенностями, является работа Л.В. Канторовича [51].  

Впоследствии подобный подход нашел широкое применение при ре-

шении разнообразных прикладных задач, в частности, задач идентификации, 

анализа и управления системами в условиях ограниченных возмущений [48, 

57, 58, 98, 110, 113, 120, 124], задач оптимизации в условиях неопределенно-
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сти [10, 29, 31, 110], и, наконец, при оценивании параметров эмпирических 

зависимостей [22, 28, 30, 105, 109, 114, 120, 126, 127]. 

Интервальное описание неопределенности позволяет взглянуть на про-

цесс эмпирического моделирования с иных, нестатистических позиций. В 

своем исследовании мы ставим задачу формализации процесса эмпирическо-

го моделирования, делая акцент на те возможности, которые открываются 

при нестатистическом подходе к интерпретации неопределенности и которые 

часто “исчезают” или связаны с существенными затруднениями при вероят-

ностно-статическом подходе.  

Одной из таких фундаментальных возможностей, которой должен рас-

полагать исследователь в процессе эмпирического моделирования, является 

возможность выделять наблюдения, содержащие выбросы. Совокупность на-

блюдений, в которой отсутствуют «выбросы» назовем правильными наблю-

дениями. Наблюдения, содержащие выбросы (неправильные наблюдения), 

существенно «сдвигают» оценки, и выявление таких наблюдений представ-

ляется достаточно сложной задачей [69]. Способы обработки данных с вы-

бросами изучаются в теории робастных оценок [73, 80, 92, 93, 96], в которой, 

однако, для этого приходится либо формулировать дополнительные гипоте-

зы, либо привлекать дополнительную информацию, например, о доле выбро-

сов в используемой совокупности. Необходимо также выполнение гипотез 

непротиворечивости информационных совокупностей и, следовательно, 

нужны и методы их проверки. 

Еще одним важным инструментом является возможность рекуррентно-

го оценивания эмпирической зависимости. Действительно, в ходе эксплуата-

ции эмпирической модели в большинстве случаев необходимо постоянно 

формировать новые наблюдения  и уточнять оценки. Традиционной в данном 

случае является проблема сложности оценивания параметров. Кроме того, 

пополнение совокупности эмпирической информации сопровождается про-

цессом старения некоторых частей информации, и, следовательно, при нако-

плении эмпирической информации необходимо «удалять» старые данные. 
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При этом особое внимание следует обратить на ценность каждой порции ин-

формации.  

Таким образом, актуальны системные исследования методов эмпири-

ческого моделирования и, в частности, дополнительные исследования в сле-

дующих направлениях. 

1. Формализация процесса эмпирического моделирования при интер-

вальной форме описания неопределенности (нестатистическом под-

ходе). 

2. Выделение частных информационных задач и разработка логиче-

ской схемы, увязывающей их в единую процедуру построения и 

анализа зависимостей при интервальной форме описания неопреде-

ленности (нестатистическом подходе). 

3. Разработка математических инструментов, используемых при реше-

нии информационных задач, возникающих при построении и анали-

зе эмпирических зависимостей в рамках нестатистического подхода. 

1.2. Обоснование постановок информационных задач, 
возникающих при построении и анализе 

 эмпирических зависимостей 

1.2.1. Формализация схемы эмпирического моделирования 
при нестатистическом подходе 

В данном разделе решается первая из выделенных в разделе 1.1 задач 

системного анализа проблемы эмпирического моделирования – проводится 

формализация схемы эмпирического моделирования, которая выступает но-

вой методологической основой построения и анализа зависимостей. Кон-

кретным объектом формализации является принципиальная схема обработки 

данных и знаний при эмпирическом моделировании, изображенная на рис. 

1.1. Формализация должна коснуться предположений об обрабатываемых 

данных и знаниях; гипотез, выдвигаемых относительно исследуемого объек-

та; форм описания конечного результата. Главным результатом формализа-
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ции должен стать перечень и математическое описание задач, возникающих в 

процессе обработки эмпирической информации. 

 
Рис. 1.1. Принципиальная схема процесса обработки данных и 
знаний при эмпирическом моделировании. 

При вероятностно-статистическом подходе к эмпирическому модели-

рованию фундаментом для формализации является предположение о сущест-

вовании генеральной совокупности  исследуемых объектов,  на  которой за-

дано  некоторое распределение вероятностей. Математический аппарат веро-

ятностно-статистических методов построения и анализа зависимостей на-

правлен на исследование характеристик этого распределения по ограничен-

ной совокупности эмпирических данных, полученных при соблюдении усло-

вий статистического ансамбля [4] (статистической устойчивости [9]) и по-

строение вытекающих отсюда выводов о свойствах исследуемого объекта. 

Поскольку нестатистический подход состоит в отказе от такого спосо-

ба формализации ситуации, в которой получена ограниченная совокупность 

эмпирических данных и знаний, необходимо найти иной принцип, по своей 

роли совпадающий с предположением о существовании генеральной сово-

купности в вероятностно-статистическом подходе. Такой принцип должен 

служить основанием для формализации всего процесса эмпирического моде-

лирования и определять соотношение реальных исследуемых объектов и их 

математических описаний, т.е. являться важным элементом логического 

обоснования возможности использования формальных математических ме-

тодов и моделей при исследовании реальных объектов. Анализ литературы, 

посвященной нестатистическим методам построения зависимостей [22, 28, 

30, 51, 105, 109, 114, 120, 126, 127], показывает, что эта проблема логическо-

Совокупность 
 предположений 

Процесс обработки
 данных и знаний 

Искомая зависимость
и ее точностные 
 характеристики 

Эмпирическая 
информация 

( данные и знания) 
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го обоснования применимости математического аппарата нестатистического 

подхода не ставится, формализация проводится на уровне математической 

модели исследуемой зависимости, а особенности процессов сбора исходных 

данных и перенесения математических выводов в реальность не формализу-

ются. 

С целью обоснованного использования математического языка для 

описания процесса эмпирического моделирования обсудим основания соот-

несения эмпирических моделей с реальностью.  

Основой эмпирического моделирования и эмпирических моделей ис-

следуемых объектов являются наблюдения за совокупностью объектов, вы-

ступающих по отношению к исследуемому в качестве объектов-аналогов. 

Чаще всего объектом-аналогом выступает сам объект с его поведением в 

прошлом. При моделировании часто возникает задача отделения в общей 

информационной совокупности объектов-аналогов от объектов, которые та-

ковыми не являются. Например, задача устранения выбросов в совокупности 

наблюдений является, по сути, задачей устранения из общей информацион-

ной совокупности объектов, которые не могут выступать в качестве объек-

тов-аналогов. Процесс обработки стареющей информации также есть процесс 

разделения объектов-аналогов и не объектов-аналогов, которые возникают в 

результате понижения их относительной информативности в общей совокуп-

ности. 

Основанием переноса полученных по объектам-аналогам знаний на ис-

следуемый выступает базовый принцип эмпирического познания «так было – 

так будет» (принцип эмпирической индукции) [9]. Хорошо известно, что этот 

принцип далек от безупречности. Для эмпирического моделирования в осно-

ве подхода заложен риск, что этот принцип в каждом конкретном случае мо-

жет не выполняться, то есть выводы, полученные по объектам-аналогам, бу-

дут неверными. Этот риск должен, так или иначе, учитываться при построе-

нии эмпирической зависимости. Кроме того, должны учитываться ограни-

ченность числа объектов-аналогов, неидеальность наблюдателей объектов-
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аналогов и степень «усвоения знаний» при выбранном методе обработки 

данных. Таким образом, основными причинами снижения точности описания 

моделируемого объекта выступают:  

1. Возможность нарушения основного принципа эмпирического моде-

лирования (принципа «так было – так будет»). 

2. Ограниченность числа объектов-аналогов и их неоптимальное соче-

тание. 

3. Неидеальность наблюдателей за объектами-аналогами. 

4. Низкий уровень «усвоения знаний» используемого метода обработки 

данных. 

Отметим, что принцип «так было – так будет» является базовым и в 

мизесовском подходе в теории математической статистики [8, 9], однако 

формализация самой схемы эмпирического моделирования в этих работах не 

проводится. 

Таким образом, несмотря на недостатки, присущие принципу «так бы-

ло – так будет», он согласуется с естественнонаучными традициями и может 

быть принят в качестве основы формализации процесса эмпирического мо-

делирования при нестатистическом подходе. Что касается развиваемого нами 

математического аппарата, то он тесно связан с подходом, изложенным в 

[112], где, однако, не ставится вопрос о соотношении предлагаемых матема-

тических конструкций с реальными исследуемыми объектами. 

Итак, определим вначале возможные формы описания эмпирических 

зависимостей. Предлагается использовать две формы: параметрическую и 

интервальную. При описании детерминированной части модели объекта (1.1) 

в параметрической форме  

 XxxBxFy ∈∈= ),(),,(0 ββ , (1.10) 

ключевым элементом является множество )(xB  значений параметров β , оп-

ределяющее семейство допустимых функциональных зависимостей. Интер-

вальная форма описания семейства допустимых зависимостей состоит в ука-

зании нижней ( )(xF н ) и верхней ( )(xF в ) границ для ),( βxF :  
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 )(),()( xFxFxF вн ≤≤ β . (1.11) 

Очевидно, что описание (1.11) может быть получено по известному описа-

нию (1.10): 

 
).,(max),()(

);,(min),()(

)(

)(

ββ

ββ

β

β

xFxFxF

xFxFxF

xB

вв

xB

нн

∈

∈

==

==
 (1.12) 

Следует, однако, заметить, что интервальная форма описания позволя-

ет охватить более широкое семейство зависимостей по сравнению с парамет-

рической формой и может использоваться в случаях, когда неизвестна струк-

тура восстанавливаемой функции ),( βxF . Обобщая интервальную форму 

описания зависимостей, можно говорить о множестве F  всех функций, 

построенных по заданной совокупности объектов-аналогов, предполагая при 

этом, что для искомой функции ),( βxF  выполняется условие принадлежно-

сти: 

  F∈),( βxF . (1.13) 

Обобщенную форму описания зависимости целесообразно использовать в 

случаях, когда вид связи входных и выходных переменных моделируемого 

объекта неизвестен и при эмпирическом моделировании используются те или 

иные рабочие гипотезы. При этом в реальной практике моделирования могут 

возникать случаи, когда для выбранной функции условие (1.13) не выполня-

ется. 

Далее, если не оговорено особо, мы предполагаем, что ),( βxF  скаляр-

ная функция и известна с точностью до параметров; наблюдения за перемен-

ными x, y  являются правильными; наблюдаемые значения входных перемен-

ных ix , Ni ,...,1=  для всех объектов-аналогов известны точно (измеряются с 

пренебрежимо малой погрешностью), а соответствующие им значения вы-

ходной переменной iy  измеряются с ошибками 
iyε , для которых извест-

ны оценки  

 Niii
yy ,...,1,|| =≤ εε , (1.14) 
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Определение  1 .1 . Порцией информации назовем группу наблюдений 

(данных) и знаний, которая позволяет сформировать самостоятельное ог-

раничение на параметры β  

 )(),()( xyxFxy ≤≤ β , XXx ⊆′∈ . (1.15) 

Следует подчеркнуть важность введенного понятия порции информа-

ции как отражения существенных сторон реальных информационных про-

цессов при эмпирическом моделировании. Понятие «порция информации» 

соединяет в себе такие важные информационные понятия как «данные» и 

«знания». При сборе, хранении, обработке эмпирической информации эти 

понятия не разделимы. Выражение (1.3) можно воспринимать как некоторый 

предикат, т.е. один из способов выражения знаний, а сужение области дейст-

вия этого предиката производится за счет подстановки в него конкретных 

данных. Как будет показано ниже (примеры 1.1 и 1.2), иногда порции ин-

формации могут образовываться исключительно знаниями (априорной ин-

формацией). При этом знания могут отражать не только факты, но и являют-

ся способом выражения гипотез. Введение понятия «порция информации» 

позволяет перевести словесные формулировки знаний и данных в теоретико-

множественные соотношения. 

Определение  1 .2 . Множество B  значений параметров β , удовле-

творяющих (1.15), назовем информационным множеством. 

Определение  1 .3 . Множество iB  значений параметров β , удовле-

творяющих неравенству 

  ii yiiyi yxFy εβε +≤≤− ),( , (1.16) 

 назовем информационным множеством объекта-аналога i  

Определение  1 .4 . Априорным назовем информационное множест-

во, сформированное только на основе знаний о свойствах моделируемого 

объекта (знаний теоретического характера). 

Приведем примеры, иллюстрирующие определение 1.4. 
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Пример  1 .1 .  Пусть известно, что ),( βxF  – неотрицательная функ-

ция. Тогда }0),(|{)( ≥∈= ββ xFRxB n  – информационное множество, сфор-

мированное только на основе этих знаний, т.е. представляет собой априор-

ную информацию.  

Пример  1 .2 .  Пусть относительно параметров функции ),( βxF  из-

вестно, что первая компонента вектора ),...,( 1 nβββ =  неотрицательна. Тогда 

априорной информацией, отражающей эти знания, является информационное 

множество }0|{ 1 ≥∈= ββ nRB . 

Использование введенных понятий порции информации и информаци-

онного множества позволяет основным инструментом процесса обработки 

информации при эмпирическом моделировании сделать теоретико-

множественные операции. Суть обработки информации в этом случае сво-

дится к выяснению того, каким образом соотносятся между собой, а также со 

свойствами моделируемого объекта информационные множества iB , 

Ni ,...,1= , сформированные на основе эмпирической информации, априор-

ных знаний и т.д. Основной принцип при этом дает следующее 

Определение  1 .4 .  Информационное множество B , не противоре-

чит свойствам моделируемого объекта, если выполнено включение 

 B∈β , (1.17) 

где β  – «истинное» значение параметров. 

При эмпирическом моделировании проверить условие (1.17) не пред-

ставляется возможным. В связи с этим расширим принцип эмпирического 

моделирования «так было – так будет», включив в него условие: если пересе-

чение информационных множеств, имеющихся при построении модели, не 

пусто, то есть 

 ∅≠=
=
I
N

i
i xBNB

1
)()( , (1.18) 

то условие (1.17) выполнено. 
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Условие (1.18) можно усилить введением эмпирически формируемого 

множества NBmin , которое можно трактовать как «минимальное» допусти-

мое. Этот вариант условия имеет вид: 

  N
N

i
i BxBNB min

1
)()( ⊇=

=
I . (1.18’) 

Замена условия (1.17) на (1.18) или (1.18’), несущественная при эмпи-

рическом моделировании, требует при построении модели определенной на-

учной добросовестности в процессе формирования множеств iB . Легко при-

вести примеры, когда (1.17) выполнено, а (1.18) не выполнено. В частности, в 

случае, когда неверно выбран вид функции ),( βxF . Развитие и формализа-

ция этого случая в эмпирическом моделировании представляются перспек-

тивными, однако, в данной работе не проводятся. 

Ниже мы предполагаем, что (1.17) выполнено, а (1.18) используется 

лишь для контроля данного факта. Тогда задача эмпирического моделирова-

ния зависимости ),( βxFy =  решается в предположении (1.18).  

Приведем графическую иллюстрацию к описанному принципу эмпири-

ческого моделирования на примере построения модели, которая являет-

ся линейной по параметрам: 

 ∑
=

⋅=
n

j
jj xy

1

)(ϕβ , (1.19) 

где )(xjϕ , nj ,...,1=  – заданная система базисных функций. 

Графически проиллюстрируем случай 2=n , 1)(1 =xϕ , xx =)(2ϕ , т.е. 

задача состоит в определении коэффициентов 1β , 2β  прямой xy 21 ββ +=  по 

экспериментальным данным ),( ii xy , Ni ,...,1= , если модуль ошибки 
iyε  оце-

нен сверху величиной iyε . 

В данном случае информационные множества NBBB ...,,, 21 заданы 

следующими двусторонними неравенствами 

 Ni yxy iyiiiyi ,...,1,21 =+≤+≤− εββε . (1.20) 
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Следуя работе [35], эти множества иногда будем называть “полоска-

ми”, не только на плоскости (рис. 1.2.б), но и в многомерном пространстве. 

Название объясняется тем, что в линейном случае (1.19) при 2=n  границы 

множеств iB  – две параллельные прямые (при 2>n  – гиперплоскости), что 

непосредственно следует из (1.20). 

На рисунке 1.2.б) приведено множество )(NB , которое получается в 

результате пересечения (1.18) множеств NBB ,...,1 . Практически, это означает, 

что совокупность информационных множеств iB  мы рассматриваем как сис-

тему неравенств. Современные вычислительные средства позволяют эффек-

тивно «работать» с этой системой. 

 
Рис. 1.2. Идентификации модели (1.19) a) в пространстве ),( yx ; 
б) в пространстве параметров ),( 21 ββ . 

Между множеством параметров )(NB  и множеством функций ),( βxF , 

))(),()(( xFxFxF вн ≤≤ β  устанавливается взаимно однозначное соответст-

вие. Каждой точке )(0 NB∈β  соответствует единственная функция 

),( 0βxFy =  и наоборот. Этот факт может быть использован в технологии 

обработки данных и знаний при эмпирическом моделировании. 

Выделим два фундаментальных для эмпирического моделирования 

свойства множества )(NB . Первое связано с его «размером» и непротиворе-

чивостью наблюдений и априорных знаний. Формальный признак непроти-

2

Fв(x) 

Fн(x) 

б)а) 
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воречивости исходной информации выражается условием (1.18), которое 

можно на содержательном уровне выразить так. Если )(NB  пусто, то исход-

ные данные и знания противоречивы, однако, нельзя утверждать, что если 

)(NB  не пусто, то противоречий нет. Более реальным для практики может 

оказаться индикатор непротиворечивости, выражающий скорость уменьше-

ния меры множества неопределенности )(NB  при ∞→N . Если для множе-

ства )(NB  известна или легко конструируется его внутренняя аппроксима-

ция, то динамика объема аппроксимирующего множества и ее сравнение с 

нормативной (закономерной) при росте N  могли бы быть индикатором не-

противоречивости исходных предположений и наблюдений. Этот прием яв-

ляется еще одним способом усиления условия (1.18). 

Второе фундаментальное свойство )(NB  связано с его ограниченно-

стью. Можно утверждать, что если множество )(NB  содержит бесконечно 

удаленные точки, то исходных данных для построения модели недостаточно. 

Следует иметь в виду, что если )(NB  ограниченное множество, то может 

оказаться, что эмпирическая модель не является работоспособной, т.е конеч-

ные пользователи не получают результаты с требуемой точностью. В каждой 

конкретной ситуации необходимо разработать критерии на «размер» множе-

ства неопределенности, при выполнении которых эмпирическая модель ста-

новится работоспособной. 

Рассматриваемый подход к эмпирическому моделированию применим 

и в случае, когда структура функции ),( βxF  неизвестна (см. (1.13)). Без де-

тального анализа это утверждение иллюстрируется рисунком 1.3 (см. [32]), 

на котором представлена задача оценки скалярной функции скалярного ар-

гумента, удовлетворяющая условию Липшица с константой L  

 |||)()(| 2121 xxLxFxF −⋅≤− , Xxx ∈∀ 21, . 

Предполагается, что ix  на интервале ],[ ba  измерены точно, а iy  – с некото-

рой ошибкой, ограниченной по модулю сверху величиной iyε . 
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Рис. 1.3. Оценка функции )(xF  при неизвестной структуре, (N = 5).  

Развитие методов построения и анализа эмпирических зависимостей в 

подобных ситуациях не входит в задачи нашего исследования. Поэтому ог-

раничимся формальной записью функций )(xF н , )(xF в . Для этого опреде-

лим iZ  – информационные множества в следующем виде: 

 NixxLyyxxLyxyZ iyiiiyiii ,...,1  },)()(|),{( =+−+≤≤−−−= εε . 

Введем 

 I
N

i
iZZ

1=

= . 

Тогда 

 }),(|min{)( ZxyyxF н ∈= , }),(|max{)( ZxyyxF в ∈= . (1.21) 

Таким образом, в данном случае мы имеем несколько иной способ 

формирования информационных множеств. Однако суть задач эмпирическо-

го моделирования при этом не меняется. 

Итак, мы сформулировали основные понятия и принципы, используе-

мые при эмпирическом моделировании в случае ограниченной неопределен-

ности и ввели формализм, необходимый для математической постановки ин-

формационных задач, возникающих при эмпирическом моделировании. Сле-

дующий шаг в нашем исследовании состоит в выявлении таких информаци-

онных задач и построении принципиальной логической схемы, устанавли-

вающей взаимосвязи между выделенными задачами. 

F(x) 

xx1 x2 x3 x4 x5 b a 

Fв(x) 
Fн(x) 
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1.2.2. Логическая схема построения и анализа зависимостей 
при нестатистическом подходе  

Построение эмпирических зависимостей при нестатистическом подхо-

де является многоэтапной процедурой, результатом которой является эмпи-

рическая модель и оценки ее работоспособности. На каждом этапе этой про-

цедуры приходится решать частные информационные задачи, логические 

взаимосвязи между которыми отражает схема, приведенная на рисунке 1.4. 

Дадим общую характеристику задач, решаемых на каждом этапе. 

1. Принятие системно-технических решений по построению эмпи-

рической зависимости. На первом этапе проводится изучение и анализ мо-

делируемого объекта, объектов-аналогов, по результатам которых определя-

ются входные и выходные переменные, и проводится обоснование возмож-

ности применения нестатистического подхода к построению и анализу зави-

симостей. На этом этапе формулируются требования к модели, определяется 

область пространства входных переменных, в рамках которой проводится 

моделирование, выбирается способ описания и, если возможно, вид эмпири-

ческой зависимости. 

2. Сбор априорных знаний и данных. На этом этапе априорные зна-

ния о моделируемом объекте формулируются в виде порций информации, 

выбираются объекты-аналоги для наблюдений, формируется стартовая  ин-

формационная совокупность 0B  (преимущественно на основе априорных 

знаний об объекте) и устанавливаются правила «поведения» множества не-

определенности (минимальный допустимый «размер», темп сокращения и 

т.п.). 

3. Планирование эксперимента и включение новых порций ин-

формации. Дополнительные к множеству 0B  порции информации NBB ,...,1  

могут являться результатом формализации новых знаний о моделируемом 

объекте и сбора данных путем проведения «активного» или «пассивного» 

эксперимента [89]. «Активный» эксперимент позволяет собрать более каче-

ственные данные  и  дает возможность управлять размерами множества неоп- 
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Рис. 1.4 Логическая схема построения и анализа эмпирических 
зависимостей при нестатистическом подходе. 
 

ределенности путем указания точек факторного пространства ),( xy , для ко-

торых необходимо подобрать объекты-аналоги, однако его проведение тре-

бует дополнительных затрат. Затраты на «пассивный» эксперимент сущест-

венно ниже, однако именно в этом случае чаще всего приходится сталкивать-
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ся с проблемой неправильных измерений, что порождает дополнительные за-

траты на их выявление и устранение. 

4. Выявление и устранение противоречий. Противоречия во вновь 

образованной информационной совокупности могут быть обусловлены дву-

мя причинами: неправильными измерениями, поставляющими порции ин-

формации, несовместимые с общей массой наблюдений, и несоответствием 

гипотетического вида зависимости, выбранного на этапе принятия системно- 

технических решений, накопленной информационной совокупности. В пер-

вом случае перед переходом к следующему этапу можно ограничиться поис-

ком и устранением неправильных порций информации. Во второй ситуации 

приходится корректировать вид зависимости, что в общем случае требует 

повторного прохождения всех предыдущих этапов.  

5. Сжатие информационных совокупностей. Включение каждой 

порции информации в общую информационную совокупность на этапах 2 и 3 

сопровождается  определением ее ценности. Содержание настоящего этапа 

состоит в выделении активных порций информации, то есть порций, имею-

щих ненулевую ценность. Порции информации, имеющие нулевую ценность, 

могут быть устранены, что позволяет сократить размерность задачи описания 

множества неопределенности. 

6. Расчет, анализ и уточнение параметров зависимости. На этом 

этапе производится построение множества неопределенности или его прием-

лемых аппроксимаций, позволяющих выяснить интервалы изменения пара-

метров конструируемой зависимости и, если необходимо, получить точечные 

оценки, оптимальные в некотором смысле. Анализ полученных интервалов 

значений параметров зависимости позволяет выдвигать гипотезы  о их свой-

ствах, например, о их значимости или незначимости. Проверка этих гипотез 

может проводиться непосредственным включением порций информации, 

описывающих те или иные предположения, в общую информационную сово-

купность. Наличие или отсутствие противоречий во вновь полученной ин-



 30

формационной совокупности может служить основанием для отклонения или 

принятия гипотез соответственно. 

7. Использование зависимости. После проверки полноты и работо-

способности построенной зависимости модель может приниматься в экс-

плуатацию. Использование модельной зависимости сопровождается процес-

сами старения имеющейся информации и накопления новых данных и зна-

ний о моделируемом объекте, что делает необходимым повторение шагов 3-6 

через определенные промежутки времени и подчеркивает актуальность раз-

работки рекуррентных алгоритмов оценивания. 

8. Корректировка вида зависимости. Изменение структуры зависи-

мости, возможно сопровождаемое изменением состава входных переменных, 

требует дополнительных исследований моделируемого объекта и его объек-

тов-аналогов. Переход к этому шагу производится в случае, когда на стадии 

выявления противоречий в информационной совокупности  завершена про-

цедура удаления выбросов, но множество неопределенности по-прежнему 

остается пустым, или, несмотря на непустоту множества неопределенности, 

модель оказывается неработоспособной. 

Для реализации описанной логической схемы необходимы следующие 

математические инструменты (модели и методы). 

1. Методы определения меры ценности порции информации iB  и всей 

совокупности NBB ,...,1  по отношению к исходному множеству 0B . 

2. Методы внешней и внутренней аппроксимации множества )(NB . 

3. Методы точечного и интервального оценивания параметров зависи-

мости и выходной переменной. 

4. Методы сжатия информационной совокупности, то есть выделения 

активных порций информации. 

5. Модель процесса старения информационных совокупностей в слу-

чае, когда свойства моделируемых объектов меняются во времени. 

6. Методы обработки потока наблюдений, то есть бесконечной после-

довательности информационных множеств ,..., 21 BB  
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7. Методы определения оптимального плана эксперимента, т.е. точек 

),( ii yx , Ni ,...,1= , которые позволяют получить множество неопре-

деленности )(NB  «минимальных размеров». 

8. Методы обработки наблюдений с выбросами, то есть обработки 

данных и знаний в случае их искажения. 

Ниже рассмотрим лишь проблемные вопросы, возникающие при реше-

нии задач с помощью этих инструментов. 

1.2.3. Математические методы и модели 
 решения информационных задач 

Ценность информационных порций 

Пусть известны информационные множества NBB ,...,1 , определяющие  

замкнутое и ограниченное множество неопределенности )(NB  параметров β  

и необходимо определить ценность очередной порции информации, выра-

женную в информационном множестве 1+NB . Для 2=N  и однофакторной ли-

нейно параметризованной зависимости пример этой ситуации представлен 

графически на рисунке 1.5, где множество )2(B  образовано пересечением 

порций 1B  и 2B  – многоугольник ABDF . При добавлении нового информа-

ционного множества 3B  получается множество неопределенности )3(B  – 

многоугольник ABCEF . 

Мерой ценности порции 1+NB  может служить отношение мер множеств 

)1(\)( +NBNB  и )1( +NB , т.е. треугольника CDE  и многоугольника ABFD  

в нашем примере. Порция, определяющая 1+NB , имеет нулевую ценность по 

отношению к )(NB , если с ее  получением множество )1( +NB  не изменяет-

ся по сравнению с множеством )(NB .  

Информационная ценность порции, определяющей 1+NB , по отноше-

нию к )(NB  максимальна, если )1( +NB  содержит лишь одну точку *β  – 

истинное значение искомого параметра (при условии, что имеется включение 

)1(* +∈ NBβ , то есть условие (1.17) выполнено). 
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Рис. 1.5. Иллюстрация к задаче определения информационной ценности 
данных и знаний. Многоугольник ABDF – множество неопределенности 

21)2( BBB I= . Многоугольник ABCEF – множество неопределенности 

3)2()3( BBB I= .  
 

Аналогично можно определять ценности произвольных парных, трой-

ных и другие сочетаний порций информации и множеств неопределенности. 

Например,  если )1|(NB  – множество неопределенности, полученное пересе-

чением множеств NBB ,...,2 , то ценность сочетания порций, определяющих  

NBB ,...,2 , по отношению к )1(B  зависит от соотношения мер множеств )1(B  и 

))1|()1((\)1( NBBB I . 

При реализации описанной схемы определения ценности информации 

необходимо допускать, что рассматриваемая порция информации, опреде-

ляющая 1B , может быть сформирована на базе неправильных наблюдений 

или знаний, то есть может быть ложной ( 1
* B∉β ). Так, если ценность этой 

порции максимальна, то это событие, вообще говоря, мало вероятно. На ри-

сунке 1.5 в этом случае полоска 1B  расположится так, что 1B  будет содержать 

лишь точку A . Необходимо для каждой схемы определять нормативную ме-

ру ценности информационных порций и для порции 1B  либо проверять ее 

уникальность (то есть менять схему формирования данных), либо «загруб-
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лять» порцию 1B  до нормативной ценности (в данном случае расширить пор-

цию 1B ). Эти рекомендации соответствуют условию (1.18’). 

Внешняя и внутренняя аппроксимация множества B(N) 

Множество неопределенности )(NB  в общем случае эмпирического 

моделирования имеет сложную форму, не является выпуклым даже в случае 

построения линейной по параметрам модели. Исследование его свойств для 

некоторых классов моделей проведено в рамках интервальной математики 

(см., например, работу [100] и библиографию в ней). В связи с этим исполь-

зуются различные аппроксимации этого множества [18, 27, 28, 30, 100, 120, 

135-137], среди которых наиболее простой является аппроксимация гиперпа-

раллелепипедом. С информационной точки зрения допустима внешняя ап-

проксимация множества )(NB , которая, ухудшая в целом качество эмпири-

ческой модели, не вносит дезинформации (не нарушает условие (1.17)), од-

нако во многих случаях упрощает обработку данных, анализ информацион-

ного процесса эмпирического моделирования, представление результатов и 

их визуализацию. Внешняя аппроксимация гиперпараллелепипедом множе-

ства )(NB  имеет вид: 

 },...,1,|{ njRB jjj
nП =≤≤∈= ββββ , (1.22) 

где )}(|max{)};(|min{ NB  NB jjjj ∈=∈= ββββββ . (1.23) 

Таким образом, при внешней аппроксимации необходимо решить n2  

экстремальных задач (1.23). Заметим, что замена множества )(NB  на множе-

ство ПB  связана с потерей информации, которая, вообще говоря, зависит от 

«формы» множества )(NB , его ориентации относительно выбранных систем 

координат и от размерности вектора β . 

Оценку качества внешней аппроксимации можно выполнить, проводя 

внутреннюю аппроксимацию множества )(NB . Один из подходов и алгорит-

мы для ее определения предложен в работе [99] для множества решений пе-

реопределенной интервальной системы линейных уравнений. Сравнивая ин-
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формационную ценность внутренней аппроксимации по отношению к внеш-

ней, можно сделать заключение о допустимости использования внешней ап-

проксимации множества )(NB . Кроме того, при этом исследовании можно 

выделить активные информационные множества и использовать их при сжа-

тии информации. 

В том случае, когда внешняя аппроксимация множества )(NB  допус-

тима вне зависимости от числа N  информационных совокупностей, доста-

точно сохранить для описания эмпирической модели n  двусторонних нера-

венств (1.22). При этом, число хранимых информационных порций заметно 

сокращается. 

Сжатие информации 

Основная идея сжатия данных описана выше. Пусть )(NB  задано и 

пусть по отношению к этому множеству  выделены из NBB ...,,1  информа-

ционные совокупности ci IiB ∈, , имеющие ненулевую ценность. Оставшие-

ся порции информации ci INi B \},...,1{, ∈  имеют нулевую ценность. Точное 

сжатие информации состоит в отбрасывании нулевых по ценности информа-

ционных совокупностей. 

Приближенное сжатие-замена )(NB  на ПB  может быть произведено с 

ухудшением качества эмпирической модели. 

Практическая задача состоит в разработке алгоритмов и программ для 

выполнения только точного сжатия данных. Процедуры приближенного сжа-

тия описаны выше и принципиальных трудностей при их реализации не 

встречается. 

Старение информации 

Содержание процесса старения информации состоит в потере ее ценно-

сти в зависимости от времени хранения. Введенные выше понятия информа-

ционной порции, ее ценности, позволяют формализовать этот процесс. 

Прежде всего, понятие старения данных возникает в ситуации, когда 

новые данные и знания имеют значительную информационную ценность. Эта 
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ситуация определяет процесс обновления данных, который сопутствует про-

цессу старения информации и является противоположным ему. 

В собственном понимании, процесс старения информации связан с из-

менением свойств объекта описания, для которого ранее полученные порции 

информации теряют информационную ценность во времени. В рамках рас-

сматриваемого подхода эмпирического моделирования данный процесс мож-

но описать так. Пусть структура функции ))(,()( txFty β=  не зависит от вре-

мени, а ее параметры )(tβ  меняются с течением времени. Рассмотрим ин-

формационную совокупность iB  в момент времени 0=t  – в момент ее фор-

мирования. При правильных измерениях имеет место включение (1.17) 

 iB∈)0(β , (1.24) 

т.е. выполнено двухстороннее неравенство (см. выражение (1.19)): 

 iyiiiyi yxFy εβε +≤≤− ))0(,( . (1.25) 

Предположим, что ))(,( txF β  удовлетворяет условию Липшица по па-

раметру t  с константой L . Тогда для любого времени it  с момента измере-

ния, справедливо неравенство 

 iiyiiiiyi tLytxFtLy ⋅++≤≤⋅−− εβε ))(,( . (1.26) 

Выражение (1.26) задает порцию информации iB , которая стареет 

(расширяется) с течением времени it  формирования i-й порции информации. 

Если для объекта, свойства которого «дрейфуют» во времени, известен пара-

метр L , то информационная порция )( ii tB , будучи активной в момент време-

ни 0=it , постепенно теряет информационную ценность и через некоторый 

интервал времени будет исключена при сжатии информационной совокупно-

сти. 

Основной проблемой применения модели старения порций информа-

ции (1.26) на практике является оценка параметра L  для реальных данных и 

ее адекватность реальным информационным процессом. Возможны и техни-

ческие сложности, если константа L  зависит от переменных x  и β . 
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Задача планирования эксперимента 

В некоторых ситуациях пополнение информационной совокупности 

NBB ...,,1  можно осуществлять путем активного воздействия на моделируе-

мые объекты. В этом случае необходимо найти точку XxN ∈+1 , такую, что 

ожидаемая ценность информационной порции 1+NB  по отношению к множе-

ству неопределенности )(NB  была бы максимальной. В качестве иллюстра-

ции подхода рассмотрим задачу идентификации параметров ),( 21 ββ  функ-

ции 

 2
2

1 0,1ln β
β

β <≤







−−= xxy . (1.27) 

Пусть ix  измеряется точно, а iy  – с ошибкой Ni
iy ,...,1, =ε . Рисунок 1.6 

иллюстрирует схему обработки данных в пространстве параметров. 
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Рис. 1.6. Множества неопределенности параметров β1 и β2 
зависимости (1.27) при различном выборе точек наблюдения:  
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рисунке 1.6 (область ABCD). В силу «близости» полосок 1B  и 2B  область не-

определенности является «бананообразной» и точность построения модели 

не велика. Выбор точки 95,0=x  и добавление полоски 3B  резко сокращает 

множество неопределенности )3(B  (область EFGH на рисунке 1.6). 

Данный пример показывает необходимость эффективного планирова-

ния эксперимента. Вместе с тем, строгая формализация схем планирования 

одиночных или групповых наблюдений требует дополнительных исследова-

ний, в частности, с использованием понятий априорных и апостериорных 

оценок  информационной ценности наблюдений. 

Задачи обработки потока данных 

Часто при эксплуатации эмпирической модели новые наблюдения по-

ступают непрерывно, «вытесняя» устаревшие. В рассматриваемом подходе 

эмпирического моделирования каждое новое наблюдение ),( 11 ++ NN yx  приво-

дит к увеличению состава информационной совокупности. При последова-

тельной обработке данных возникают две проблемы. Во-первых, не ясно, 

можем ли мы «отбросить» указанную порцию информации, особенно в слу-

чае старения информации, если ее начальная ценность является нулевой. Ос-

нованием для этого сомнения выступает возможность ненулевой ценности 

порции 1+NB  в ином составе информационных множеств. Во-вторых, может 

возникнуть проблема большой размерности множества наблюдений, влеку-

щая дополнительные расход вычислительных ресурсов и рост сложности ал-

горитмов обработки. Как показано в [40, 118], при определенных условиях 

второй проблемы можно избежать. Таким образом, в реальных условиях мы 

без потери информационной ценности можем «забывать» результаты про-

шлых наблюдений, имеющих нулевую ценность. 

Обработка данных, содержащих выбросы 

Проблема выявления нарушений в исходных данных относится к числу 

самых сложных [69], в том числе и в предлагаемом подходе к эмпирическому 

моделированию. Она неоднократно обсуждалась выше и следует подчерк-
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нуть ее фундаментальный характер для эмпирического моделирования в це-

лом, когда уровень априорной информации (знаний) об объекте является 

низким, а каждая точка наблюдений, возможно, содержит ошибки, превы-

шающие их оценки. Мы рассмотрим случай, когда структура модели выбрана 

верной, оценки ошибок большинства измеренных значений правильны, а не-

которое число измерений содержат выбросы. Данный случай является основ-

ным в робастной статистике. Описываемый ниже на примере построения ли-

нейно параметризованной функции подход способен обнаружить противоре-

чия в исходных предположениях и в общем случае, однако, точно определить 

причину нарушения в этих случаях вряд ли возможно. 

Пусть обработке подлежат информационные совокупности NBB ...,,1 и 

пусть, определенности ради, 1B  сформировано на основе данных, содержа-

щих грубые ошибки. Для линейной по параметрам модели (1.19) запишем 

систему неравенств 

 ∑
=

=⋅+≤⋅≤⋅−
n

j
iyiijjiyi Niwyxwy

1

,...,1,)( εϕβε , (1.28) 

в которой множителем 0>w  границы информационных множеств можно ис-

кусственно сжимать ( 1<w ) или раздвигать ( 1>w ). При 1=w  информацион-

ные совокупности совпадают с (1.25): 

 Множество неопределенности NB  зависит от 0>w , то есть имеет вид 

),( wNB . Проверку непротиворечивости исходных данных выполним пу-

тем решения задачи 

 }),(|min{* ∅≠= wNBww . (1.29) 

В данном случае мы находим такое *w , при котором система неравенств на-

ходится на границе совместимости, то есть ∅=− ),( * εwNB  при любом 

0>ε . Очевидно, что при 1* <w  мы не имеем оснований для утверждения о 

противоречивости исходных данных. При 1* >w , мы определенно утвержда-

ем, что исходные данные противоречивы. 
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В простейшем случае, когда в наборе наблюдений присутствует оди-

ночный выброс, процедура устранения выбросов может состоять в следую-

щем. Удаляем по одному из неравенств-строк в системе (1.28) и решаем за-

дачу (1.29). При удалении из системы неравенств строки, соответствующей 

выбросу, получим 1* ≤w . На этом процесс исключения выбросов завершает-

ся. 

В случае наличия нескольких выбросов, исключение наблюдений не-

обходимо проводить с использованием некоторых более  сложных критери-

ев. Один из возможных вариантов предлагается в разделе 2.3. Перспектив-

ным для выявления выбросов представляется использование теории несобст-

венных задач математического программирования [38]. 

1.3. Направления дальнейших исследований 

Проведенный анализ проблем эмпирического моделирования указыва-

ет на определенные трудности в практическом использовании процедур ве-

роятностно-статистического подхода и ограниченность сферы их примени-

мости при построении и анализе зависимостей. В результате формализации 

процесса эмпирического моделирования при нестатистическом подходе по-

строена принципиально новая логическая схема, для реализации которой не-

обходимо располагать рядом математических инструментов. Детальные раз-

работка и обоснование всей совокупности этих математических моделей и 

методов, а также разработка способов их использования в практике модели-

рования представляют собой довольно обширную задачу, полное решение 

которой вряд ли возможно в рамках одной диссертационной работы. 

Настоящая диссертационная работа посвящена разработке в рамках 

предложенной концептуальной схемы эмпирического моделирования мето-

дов обработки интервальных наблюдений. В частности, исследования прово-

дятся в следующих направлениях. 
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1. Разработка методов обработки интервальных наблюдений в задачах, 

постановки которых являются традиционными для статистических процедур 

построения и анализа зависимостей по эмпирическим данным: 

• задач дисперсионного анализа; 

• задач ковариационного анализа; 

• задач учета временных трендов при анализе временных рядов. 

2. Разработка методов выявления выбросов в совокупности наблюде-

ний. 

3. Разработка методики сравнения и сравнение нестатистических мето-

дов оценивания с оценками метода максимального правдоподобия и оценка-

ми метода наименьших квадратов в условиях правильных наблюдений.  

4. Апробация разработанных методов при решении задач обработки 

пространственных данных: 

• геометрического преобразования и привязки изображений; 

• обработки неравноточных инженерно-геодезических измерений. 

Выводы по главе 1 

1. На практике не всегда удается обеспечить выполнение или проверку 

условий применимости вероятностно-статистических процедур построения и 

анализа зависимостей, традиционно используемых для обработки эмпириче-

ских данных. Кроме того, принятая при вероятностно-статистическом подхо-

де интерпретация неопределенных факторов как случайных не охватывает 

всех практически значимых ситуаций, в которых неопределенность может 

быть также связана с незнанием и неединственностью возможных исходов. 

Эти причины обуславливают актуальность развития нестатистического под-

хода к обработке эмпирических данных, система гипотез которого требует не 

знаний о виде распределения ошибки, а только факта ее ограниченности. 

2. Проведено исследование нестатистического подхода к построению и 

анализу зависимостей, исходя из общей схемы эмпирического моделирова-

ния процессов, основанного на принципе «так было – так будет» и предло-
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жена логическая схема процесса построения и анализа зависимостей. Указа-

ны подлежащие разработке математические модели и методы, необходимые 

для реализации основных этапов предложенной схемы. 

3. В реализации указанных математических инструментов, необходи-

мых для применения логической схемы процесса эмпирического моделиро-

вания, основное внимание в диссертационной работе предложено сосредото-

чить на разработке: 

• нестатистических методов, позволяющих решать задачи построения 

и анализа зависимостей, содержащих среди входных переменных 

как количественные, так и качественные факторы; 

• методов обработки совокупности наблюдений с выбросами; 

• методики сравнения статистических и нестатистических процедур 

оценивания в условиях правильных наблюдений; 

• схем использования предложенных методов при решении задач об-

работки пространственных данных. 



ГЛАВА 2. ПОСТРОЕНИЕ И АНАЛИЗ ЗАВИСИМОСТЕЙ 
 МЕТОДОМ ЦЕНТРА НЕОПРЕДЕЛЕННОСТИ 

2.1. Метод центра неопределенности: 
 предпосылки, варианты и основные результаты 

Идея исследования области допустимых значений параметров β  (мно-

жества неопределенности) той или иной модели является довольно естест-

венной и высказывалась многими исследователями не только в связи с реше-

нием задачи построения эмпирических зависимостей. Во многих ситуациях 

множества неопределенности довольно сложны как с точки зрения описания, 

так и с точки зрения восприятия и интерпретации исследователем. Поэтому 

довольно часто исследователь заинтересован не в полной характеризации 

множеств неопределенности, а в их оценивании (аппроксимации) с помощью 

некоторых простых объектов: гиперпараллелепипедов [17, 27, 28, 88, 99, 

100], эллипсоидов [18, 22, 135-137] и т.п. 

Спектр подходов к оцениванию возникающих в различных задачах 

множеств неопределенности и дальнейшего использования этих оценок до-

вольно широк. Так, в 1962 году Л.В. Канторович в работе [51] предлагает в 

случае построения линейно параметризованной эмпирической зависимости 

использовать для этой цели методы линейного программирования [39].  

Становление интервальной математики [7, 50, 100, 101] позволило 

многим задачам, неотъемлемой частью постановки которых являются огра-

ниченные неопределенности, обрести свой специфичный язык. В настоящий 

момент язык интервальной математики представляет собою мощное средство 

описания такого рода задач в наиболее общей постановке. Арсенал методов 

решения интервальных задач довольно богат [7, 50, 100, 101, 121-123, 130]. В 

частности, создан ряд методов внешнего и внутреннего оценивания мно-

жеств неопределенности с помощью гиперпараллелипипедов для интерваль-

ных систем линейных уравнений, в том числе, и переопределенных [99, 100].  
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Однако в ряде случаев использование методов интервальной математи-

ки оказывается не вполне эффективным. Это связано со следующими обстоя-

тельствами. Многие из задач интервального анализа в общей постановке ока-

зываются принципиально трудно решаемыми [123]. Кроме того, получение 

оптимальных или хотя бы достаточно «узких» оценок множеств неопреде-

ленности во многих ситуациях затруднено из-за специфического для интер-

вальных методов эффекта обертывания (wrapping effect).  

Указанные моменты заставляют искать некоторые специфические под-

ходы к решению некоторых интервальных задач. Одним из таких направле-

ний является сведение интервальных задач к оптимизационным задачам с 

последующим использованием разного рода методов оптимизации [108, 129, 

143]. Еще одной причиной, стимулирующей развитие этого направления, яв-

ляется тот факт, что некоторые задачи не требуют постановки и решения в 

самой общей интервальной форме (например, когда не все величины, фигу-

рирующие в задаче обязаны быть интервальными). Это упрощает задачу и 

делает еще более оправданным и эффективным использование ее оптимиза-

ционной постановки и применение традиционных методов оптимизации и, в 

частности, методов математического программирования. Поэтому наряду с 

методами интервальной математики направление, обозначенное Л.В. Канто-

ровичем, получило свое дальнейшее развитие. 

Одним из методов, укладывающихся в это русло, является следующий 

метод, реализующий идеи эмпирического моделирования применительно к 

задаче определения параметров линейно параметризованной многофактор-

ной зависимости 

 ∑
=

=
n

i
ii xy

0
β  (2.1) 

по эмпирической информации, главное место в которой занимает таблица 

экспериментальных данных, полученная в N  наблюдениях: 

 ( ){ }NjxxxyT njjjj ,...,1  ,...,, , 10 == . (2.2) 

Предполагается, что значения входных переменных ix  известны эксперимен-
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татору точно или, иначе говоря, погрешностью их измерения можно пренеб-

речь, а выходная переменная y  в j -м наблюдении измеряется с абсолютной 

погрешностью, оцениваемой по модулю величиной jε . Если точное значение 

выходной переменной в каждом j -м наблюдении обозначить 0
jy , то имеют 

место неравенства 

 jjj yy ε≤−0 . (2.3) 

Учитывая (2.1), получаем 

 j

n

i
jiji yx εβ ≤−∑

=0
, (2.4) 

или, что то же самое, 

 ∑
=

+≤≤−
n

i
jjijijj yxy

0
εβε . (2.5) 

Основным объектом дальнейшего анализа является область B  допус-

тимых значений параметров iβ , ni ,...,0= : 

 








=+≤≤−== ∑
=

Nj yxy  B
n

i
jjijijjn ,...,1,),...,(

0
0 εβεβββ . (2.6) 

Очевидно, что B  – полиэдральное, а, следовательно, и выпуклое множество. 

При этом B  ограничено тогда и только тогда, когда ранг матрицы наблюде-

ний NnijxX ×+= )1()(  равен 1+n . Содержательно неограниченность множества 

B  может интерпретироваться как недостаток эмпирической информации. 

Пустота множества B  говорит о противоречивости собранной информации. 

Главным принципом нестатистической обработки наблюдений, опре-

деляющим все последующие алгоритмы обработки наблюдений и получае-

мые выводы, является отсутствие предпочтений для элементов множества B  

(их равная значимость при выборе в качестве оценок параметров). 

В виду сложности полного описания множества B  в ряде случаев ог-

раничиваются некоторыми его аппроксимациями. В частности, в этой роли 

можно использовать брусы (гиперпараллелепипеды с гранями, параллельны-
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ми координатным плоскостям), охватывающие множество неопределенности 

B . Наименьший из таких брусов отыскивается путем решения следующих 

задач линейного программирования: 

 iBi ββ
β∈

= min ,   iBi ββ
β∈

= max ,  ni ,...,0= . (2.7) 

Интервалы ],[ ii ββ , ni ,...,0= , определяющие этот брус, содержат в себе воз-

можные точечные оценки параметров iβ , а их длины могут выступать в ка-

честве меры точности точечных оценок.  

В соответствии с главным принципом нестатистической обработки на-

блюдений точечной оценкой параметров iβ  зависимости (2.1) в равной сте-

пени может служить любой из элементов множества B . В частности, одним 

из наиболее простых способов построения точечной оценки 





=

∧∧∧

nβββ ,...,0  

является выбор в этом качестве срединной точки охватывающего бруса, оты-

скиваемого при решении задач (2.7): 

 ( )iii βββ +=
∧

2
1 , 

2
ii

i
ββ

β
−

=∆ , ni ,...,0= . (2.8) 

Помимо задачи точечного и интервального оценивания параметров за-

висимости (2.1) в отношении множества B  может ставиться и задача интер-

вального оценивания выходной переменной y  зависимости (2.1) в точке x : 

 xxy
B
β

β∈
= min)( ,   xxy

B
β

β∈
= max)( . (2.9) 

Интервал )]( ),([ xyxy  содержит возможные значения выходной переменной 

y  в точке x  при различном выборе параметров зависимости. В качестве то-

чечной оценки прогнозного значения зависимости (2.1) в точке x  по анало-

гии с (2.8) может использоваться полусумма концов интервала: 

 ( ))()(
2
1)( xyxyxy +=

∧
, ( ))()(

2
1)( xyxyxy −=∆ . (2.10) 

Приведенные постановка и методы решения задач интервального и то-

чечного оценивания параметров линейно параметризованной зависимости и 

интервальной и точечной задач прогноза значений выходной переменной вы-
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текают из идеи Л.В. Канторовича и были независимо предложены в разных 

формах сразу несколькими исследователями: Спиваком с соавторами в 

1970 г., Миланезе и Бельфорте 1982 г., Оскорбиным в 1983 г, Вощининым и 

Сотировым в 1989 г. Базовые построения и выводы у всех названных авторов 

совпадают в своих ключевых идеях с точностью до терминологии.  

Так С.И. Спивак с соавторами [23, 49, 53, 81-86] в рамках идеологии 

Канторовича при построении точечных оценок параметров используют метод 

выравнивания по Чебышеву, который сводится к решению экстремальной 

задачи 

  ∑
==∈

∧
−=

n

i
jiijNjB

xy
0,...,1

maxminarg ββ
β

. (2.11) 

Точка 
∧
β , являющаяся решением этой задачи, называется чебышевским цен-

тром множества B . Наряду с (2.8) поиск чебышевского центра множества 

неопределенности дает еще один способ построения точечной оценки пара-

метров линейно параметризованной зависимости. В [23] рассматривается за-

дача чебышевского выравнивания для модели с дробно-линейной зависимо-

стью от параметров. Заметим, что на идее оптимального выбора оценок или 

управляющих воздействий в наихудшем случае основаны такие близкие по 

духу к нестатистическим методам оценивания подходы к обработке инфор-

мации как минимаксная обработка информации [59], гарантированное оце-

нивание [57, 58, 102, 103] и грубая идентификация [87]. 

В работе [126] М. Миланезе и Г. Бельфорте указывают на ряд сложно-

стей в практическом применении метода максимума правдоподобия  и ука-

зывают на возможность использования нестатистического подхода, позво-

ляющего получить интервалы неопределенности параметров (2.7) и интерва-

лы неопределенности оценок (2.9) в случае ограниченной ошибки неизвест-

ной природы. В [109] предлагаются рекуррентные методы вычисления оце-

нок (2.8) и (2.11), которые сравниваются по сходимости с рекуррентными 

оценками наименьших квадратов и рекуррентным методом Фогеля-Хуанга 

[118]. 
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В работе Н.М. Оскорбина [75] наряду с понятием множества неопреде-

ленности вводится и термин «центр неопределенности» для обозначения вы-

бираемой согласно (2.8) и (2.10) точечных и интервальной оценок парамет-

ров. В дальнейшем вся совокупность приемов построения и анализа эмпири-

ческих зависимостей в рамках идеологии Канторовича была названа Оскор-

биным «метод центра неопределенности». В 1987 г. в Алтайском госунивер-

ситете Н.М. Оскорбиным и А.В. Максимовым разработана программа MCN, 

реализующая метод центра неопределенности. Программа позволяет для за-

висимости вида (2.1) отыскивать интервальные оценки параметров (2.7), 

строить интервальный прогноз значения выходной переменной (2.9) при из-

вестных значениях входных переменных, получать оценки «ценности» каж-

дого из наблюдений, основанные на решении двойственной задачи линейно-

го программирования и, наконец, отыскивать центр неопределенности (стро-

ить точечную оценку параметров) следующим образом. 

В описание множества неопределенности B  вводится параметр w , по-

зволяющий изменять «размер» множества неопределенности: 

 








=+≤≤−== ∑
=

NjwyxwyB
n

i
jjijijjnw ,...,1 ,  ),...,(

0
0 εβεβββ . (2.12) 

При 1=w  множество wB  совпадает с исходным множеством неопределенно-

сти. Увеличение w  соответствует растяжению множества неопределенности, 

а уменьшение параметра w  влечет сжатие множества неопределенности. 

Среди возможных значений параметра w  отыскивается наимень-

шее, при котором wB  остается непустым, то есть 

 }|min{arg0 ∅≠= wBww . (2.13) 

Оптимальное значение 0w  отыскивается методом деления отрезка по-

полам, при этом непустота множества wB  проверяется методами линейного 

программирования. 

Построение точечной оценки 





=

∧∧∧

nβββ ,...,0  параметров зависимости 
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предлагается производить, используя формулу (2.8) для множества 
0wB : 

 






 +=
∈∈

∧

iBiBi
ww

 βββ
ββ 00

maxmin
2
1 . (2.14) 

Среди прочих работ Оскорбина и его соавторов отметим работу [40], в 

которой рассматривается задача рекуррентного оценивания множества неоп-

ределенности в случае обработки больших массивов эмпирической инфор-

мации. Указанные подходы и программные средства использовались при вы-

выполнении прикладных исследований [5]. 

Работы А.П. Вощинина, А.Ф. Бочкова и Г.Р. Сотирова [30, 31] содер-

жат описание метода анализа данных при интервальной нестатистической 

ошибке, основанного на построении интервальных оценок параметров ли-

нейно параметризованной зависимости (2.7), интервальных оценок выходной 

переменной (2.9), построении минимаксной точечной оценки параметров 

(2.11) и точечной оценки, наиболее точной в среднем: 

 i

V

iBB
b

V

B

−= ∑
=∈

∧
ββ

β 0

1min , (2.15) 

где ib , BVi  ..., ,0=  – вершины множества B . Работа [30] знаменательна тем, 

что редакция журнала «Заводская лаборатория» провела на ее основе круг-

лый стол, и в полном объеме опубликовала результаты обсуждения [25, 34, 

56, 60, 61, 67], содержащие некоторые ценные критические замечания. 

Среди прочих результатов, связанных с методом центра неопределен-

ности, выделим работы В.А. Суханова с соавторами [17-19, 21-22, 88] и 

О.Е. Родионовой и А.Е. Померанцева [133, 134, 138-140]. 

Значительная часть работ Суханова с соавторами посвящена аппрок-

симации множества неопределенности эллипсоидом [18, 22] и, в том числе, 

разработке рекуррентных алгоритмов построения эллипсоида. Более поздние 

работы [88] этой группы авторов касались исследования теоретико-ве-

роятностных свойств оценок метода центра неопределенности и, в частности, 

оценок (2.7)-(2.8), и являются своеобразным ответом на критические замеча-

ния, сформулированные в полемических заметках А.И. Хлебникова [94, 95]. 
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В основу метода, предлагаемого в работах О.Е. Родионовой и 

А.Е. Померанцева [140] под названием «простые интервальные вычисления»  

(simple interval calculation, SIC), положен способ построения интервального 

прогноза линейной зависимости, описываемый формулой (2.9). Простые ин-

тервальные вычисления предлагается использовать для решения задачи ка-

либровки многофакторной линейной модели и прогнозирования выходной 

переменной по новым измерениям совместно с проекционными методами 

многофакторного анализа такими, как регрессия на главные компоненты, 

регрессия на латентные структуры и т.п. [1, 116, 125]. В частности, в случае 

неограниченности множества неопределенности, то есть когда ранг матрицы 

наблюдений NnijxX ×= )(  меньше n , модельную зависимость βXy =  предла-

гается заменять проекционной моделью Tqy = , где T  – матрица счетов, а q  

– вектор нагрузок (см. [125]), конструируемые методом главных компонент. 

Кроме того, в работах О.Е. Родионовой и А.Е. Померанцева поднима-

ется вопрос о выборе верхней границы ошибок наблюдений maxε  при отсут-

ствии информации о ней и предлагается несколько эмпирических правил вы-

бора maxε , основанных на разного рода показателях качества предсказания 

(ширина прогнозного интервала, соотношение предсказанного интервала и 

интервала, соответствующего тестовым калибровочным образцам и т.п.). 

Итак, обобщая результаты разных авторов, в качестве ключевых (ха-

рактеристических) идей, лежащих в основе рассмотренных нестатистических 

методов построения и анализа зависимостей, выделим следующие: 

1. Гипотеза о точном (с пренебрежимо малой ошибкой) измерении зна-

чений входных переменных в модели исследуемого объекта. 

2. Гипотеза об ограниченности по модулю ошибок измерения  выход-

ной переменной (невязок модели). 

3. Аппроксимация множества неопределенности (области допустимых 

значений) параметров модели. 
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4. Построение интервальных и точечных оценок параметров модели 

как некоторых характеристик сконструированной аппроксимации множества 

неопределенности. 

В рамках «каркаса», определяемого этими идеями некоторые элементы 

нестатистических методов выступают в роли «параметров», то есть их «на-

полнение» может варьироваться. В частности, в качестве вида конструируе-

мой зависимости можно задаваться не только линейно параметризованными 

функциями, но и прочими классами функций. Исходя из особенностей усло-

вий моделирования, могут выбираться различные способы аппроксимации 

множества неопределенности: гиперпрямоугольник, эллипсоид, и т.п. Вы-

бранные вид зависимости и способ аппроксимации множества неопределен-

ности определяют и математический аппарат, используемый для построения 

аппроксимации и конструирования точечных и интервальных оценок пара-

метров модели: линейной программирование, нелинейное программирова-

ние, методы интервальной математики и т.д. 

Отметим, что границы термина «метод центра неопределенности» до 

сих пор в литературе остаются довольно размытыми. Поэтому в целях кон-

кретизации смысла, вкладываемого далее в указанный термин, договоримся 

обозначать им метод, опирающийся на сформулированные ключевые идеи 

нестатистических методов построения и анализа зависимостей, и в котором 

а) вид конструируемой зависимости не ограничивается классом линей-

но параметризованных функций; 

б) внешняя аппроксимация множества неопределенности производится 

гиперпараллелепипедом; 

в) интервальные и точечные оценки параметров зависимости отыски-

ваются согласно (2.7) и (2.8) или (2.13) с использованием подходящих мето-

дов оптимизации; 

г) интервальные и точечные оценки значения выходной переменной за-

висимости отыскиваются согласно (2.9) и (2.10) с использованием подходя-

щих методов оптимизации. 



 51

2.2 Обработка информации методом центра неопределенности 
при правильных наблюдениях 

В настоящем разделе рассмотрим, каким образом с помощью метода 

центра неопределенности могут решаться некоторые задачи, связанные с по-

строением и анализом эмпирической зависимости, традиционно решаемые 

статистическими методами. При этом на протяжении всего раздела предпо-

лагается, что наблюдения, на основе которых выполняются построение зави-

симости, правильны, то есть не содержат выбросов. Методы обработки ин-

формации с выбросами рассматриваются в разделе 2.3. 

Для решения задач построения и анализа эмпирических зависимостей, 

содержащих среди входных переменных только количественные факторы, 

только качественные факторы или одновременно факторы той и другой при-

роды традиционно используют такие статистические инструменты, как рег-

рессионный, дисперсионный и ковариационный анализы соответственно 

[37]. Метод центра неопределенности  применим для решения подобного ро-

да задач, если конструируемым моделям придать специальный вид. 

2.2.1. Задачи регрессионного анализа 

Задачи, решаемые с использованием регрессионного анализа, состоят в 

построении эмпирической зависимости априорно определенного вида (далее 

ограничимся лишь случаем линейно-параметризованной зависимости (2.1)) 

по совокупности эмпирической информации, главное место в которой зани-

мает таблица наблюдений за значением выходной переменной при опреде-

ленных значениях входной переменной (2.2). Система гипотез о стохастиче-

ской структуре модели классического регрессионного анализа подробно об-

суждалась в разделе 1.1. Система гипотез метода центра неопределенности в 

этом случае является частной формой (1.10)-(1.14) и состоит из предположе-

ний 1) о структуре модели, 2) об ограниченности ошибки измерения выход-

ной переменной (2.3) и 3) об адекватности любой зависимости, описываемой 
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функцией заданного вида и проходящей через все интервальные измерения 

выходной переменной. 

Основные идеи решения поставленной задачи с помощью метода цен-

тра неопределенности, а именно 

• построение на основе таблицы данных (2.2) множества неопреде-

ленности (2.6): 

• построение интервальных оценок параметров (2.7); 

• построение точечных оценок (2.8), (2.11), (2.14) или (2.15); 

• построение интервальных (2.9) и точечных (2.11) прогнозных значе-

ний зависимости в заданной точке; 

описаны в разделе 2.1, поэтому ограничимся примером. 

Данные для примера (см. таблицу 2.1) взяты из [37, c. 30]. В таблице 

приведены 25 наблюдений за работой выпарного аппарата на промышленном 

предприятии, а именно, значения переменных: 

• количество используемого пара ежемесячно в фунтах ( y ); 

• средняя температура в градусах Фаренгейта ( x ). 

Необходимой информацией, используемой методом центра неопреде-

ленности, являются еще и сведения о границах ошибки каждого из измере-

ний, содержащегося в таблице эмпирических данных. Такая информация от-

сутствует в [37]. Вопрос выбора границ ошибки измерения ε  выходной пе-

ременной y  в случае отсутствия такой информации в явном виде заслужива-

ет отдельного обсуждения вне рамок данного примера. Однако, в нашем кон-

кретном случае, мы не повредим достижению основной цели, преследуемой 

настоящим примером – проиллюстрировать схему решения задач регресси-

онного анализа при правильных наблюдениях, если положим верхнюю гра-

ницу абсолютного значения ошибки измерения выходной переменной удво-

енному стандартному отклонению ее табличных значений от линии МНК-

регрессии, построенной в [37]: 1,74=ε . Данные из таблицы 2.1 с границами 

ошибки измерения выходной переменной в графическом виде представлены 
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на рисунке 2.1.  

Таблица 2.1 
Данные о выпарном аппарате  

(количество используемого пара ежемесячно в фунтах» ( y ),  
средняя температура в градусах Фаренгейта ( x )) 

Номер 
опыта y  x  

Номер 
опыта y  x  

1 10,98 35,3 14 9,57 39,1 
2 11,13 29,7 15 10,94 46,8 
3 12,51 30,8 16 9,58 48,5 
4 8,40 58,8 17 10,09 59,3 
5 9,27 61,4 18 8,11 70,0 
6 8,73 71,3 19 6,83 70,0 
7 6,36 74,4 20 8,88 74,5 
8 8,50 76,7 21 7,68 72,1 
9 7,82 70,7 22 8,47 58,1 
10 9,14 57,5 23 8,86 44,6 
11 8,24 46,4 24 10,36 33,4 
12 12,19 28,9 25 11,08 28,6 
13 11,88 28,1    
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Рис. 2.1. Диаграмма рассеяния данных из таблицы 2.1. 

В качестве гипотетической структуры конструируемой зависимости  

между входной переменной x  и выходной переменной y  может быть приня-

та линейно параметризованная: 

 εββ ++= xy 10 . (2.16) 

При наличии каких-то априорных сведений их можно использовать для 

формирования стартовой информационной совокупности. Например, инфор-

мация о монотонном возрастании или убывании зависимости позволяет по-

местить в стартовую информационную совокупность неравенства 01 >β  или 

y 

x
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01 <β  соответственно. В нашем случае такого рода сведениями мы не распо-

лагаем. 

Основную информацию в себе несет таблица наблюдений 2.1 и факт 

ограниченности по модулю ошибки измерения выходной переменной y  ве-

личиной ε , которые позволяют добавить к множеству неопределенности ог-

раничения вида 

 25,...,1  ,10 =+≤+≤− jyxy jjj εββε . (2.17) 

Решая задачи линейного программирования (2.7) при ограничениях 

(2.17), получим интервальные оценки параметров зависимости 0β , 1β : 

 ]6814;65,12[0 , ∈
∧
β , ]060;10,0[1 ,−−∈

∧
β . 

В качестве точечной оценки параметров может быть принята одна из 

оценок, приведенных в таблице 2.2. 
Таблица 2.2 

Точечные оценки параметров зависимости (2.16) 

Вид оценки 
∧

0β  
∧

1β  
Центр прямоугольника (2.8) 13,665 –0,081 
Чебышевский центр (2.11) 13,665 –0,081 
Центр Оскорбина (2.14) 13,581 –0,083 
Наиболее точная в среднем (2.15) 13,155 –0,071 
Центр тяжести множества неопределенности 13,439 –0,078 

В нашем случае все пять оценок довольно близки между собой и близ- 
ки к МНК-оценке ( 623,130 =

∧
β , 080,01 −=

∧
β ). Однако, в общем случае значе-

ния точечных оценок могут заметно различаться, а МНК-оценка часто не 

принадлежит множеству неопределенности.  Близость точечных оценок в 

нашем случае обусловлена довольно простой структурой множества неопре-

деленности (см. рисунок 2.2), которое определяется всего четырьмя актив-

ными наблюдениями: 3, 7, 11 и 20-м. О степени активности (ценности) тех 

или иных наблюдений позволяют судить соответствующие им значения 

двойственных оценок, получаемые при решении задач линейного програм-

мирования. При рекуррентном оценивании знание списка активных (с нену-

левой ценностью) наблюдений позволяет проводить сжатие информационной 
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совокупности, описывающей множество неопределенности, путем отбрасы-

вания неактивных наблюдений. В нашем случае сжатая таблица наблюдений 

содержала бы только четыре строки с упомянутыми номерами. 
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Рис. 2.2. Множество неопределенности и точечные оценки параметров 
зависимости (2.16) в пространстве параметров (β0, β1): 1 – центр 
прямоугольника, 2 – чебышевский центр, 3 – центр Оскорбина, 4 – 
оценка, наиболее точная в среднем, 5 – центр тяжести, 6 – МНК-оценка. 

Значительный интерес представляет проверка гипотезы о том, что ко-

эффициент iβ  равен нулю, или, другими словами, о значимости вклада пере-

менной, соответствующей этому коэффициенту, в общее уравнение. Реже, 

но, тем не менее, в ряде случаев нас интересует проверка гипотезы о том, что 

угловой коэффициент равен некоторой константе, отличной от нуля. Такого 

рода гипотезы могут непосредственно проверяться путем добавления к сис-

теме ограничений, описывающих множество неопределенности, ограничений 

вида ii b=β  и выяснения совместности вновь полученной системы ограниче-

ний. Более того, таким же образом могут проверяться гипотезы о равенстве 

некоторой линейной комбинации параметров некоторой константе. 

β0 

β1 

4 

5 

3 1,2
6 
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Одна из основных причин построения зависимости заключается в воз-

можности использования ее для прогноза. Вычисление интервальной оценки 

прогноза выходной переменной y  в заданной точке x  сводится к решению 

двух задач линейного программирования (2.9). Интервалы прогнозных зна-

чений зависимости  )]( ),([ xyxy  для каждого из значений входной перемен-

ной ix , содержащихся в таблице 2.1, приведены в таблице 2.3, а на рисун-

ке 2.3 показаны их верхняя и нижняя огибающие, являющиеся, по сути, гра-

ницами множества неопределенности в пространстве ),( yx . 

Таблица 2.3 
Интервалы прогнозных значений зависимости 

в экспериментальных точках 
Номер 
опыта y  y  y  x  

Номер 
опыта y  y  y  x  

1 10,39 11,11 10,98 35,3 14 10,08 10,73 9,57 39,1 
2 10,83 11,67 11,13 29,7 15 9,44 9,96 10,94 46,8 
3 10,77 11,56 12,51 30,8 16 9,30 9,84 9,58 48,5 
4 8,44 9,15 8,40 58,8 17 8,40 9,12 10,09 59,3 
5 8,23 8,98 9,27 61,4 18 7,51 8,40 8,11 70,0 
6 7,40 8,31 8,73 71,3 19 7,51 8,40 6,83 70,0 
7 7,15 8,10 6,36 74,4 20 7,14 8,10 8,88 74,5 
8 6,91 7,96 8,50 76,7 21 7,34 8,26 7,68 72,1 
9 7,45 8,35 7,82 70,7 22 8,50 9,20 8,47 58,1 
10 8,55 9,24 9,14 57,5 23 9,62 10,17 8,86 44,6 
11 9,47 9,98 8,24 46,4 24 10,55 11,30 10,36 33,4 
12 10,88 11,75 12,19 28,9 25 10,90 11,79 11,08 28,6 
13 10,93 11,84 11,88 28,1      
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Рис. 2.3.Верхняя и нижняя огибающие интервалов прогнозных значений 
(показаны пунктирными линиями). 
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Продемонстрированный подход к решению задач регрессионного ана-

лиза с помощью метода центра неопределенности совместно с приемом пре-

образования входных переменных и использованием фиктивных переменных 

позволяет строить и более сложные модели. В частности, возможно построе-

ние и анализ зависимостей при наличии в списке входных переменных каче-

ственных факторов, то есть решение задач дисперсионного и ковариационно-

го анализов. 

2.2.2. Задачи дисперсионного и ковариационного анализов 

Основной прием, позволяющий при построении зависимости ввести в 

рассмотрение качественные факторы, состоит в использовании фиктивных 

переменных. В классическом статистическом анализе хорошо известны [36, 

37] способы применения этого аппарата для сведения задач дисперсионного 

анализа (все факторы качественные) и ковариационного анализа (часть фак-

торов – количественные, а часть – качественные) к задаче регрессионного 

анализа. В настоящем разделе будет показано, что использование того же 

приема при нестатистическом подходе делает возможным решение задач 

дисперсионного и ковариационного анализов с помощью метода центра не-

определенности. 

Для учета влияния на значение выходной переменной каждого из каче-

ственных факторов ix , принимающих значения на iL  уровнях 

},...,{ 10 −=
iiLii xxX , в зависимость вводятся 1−iL  фиктивных переменных, 

значения которых в совокупности кодируют уровень фактора ix , соответст-

вующий каждому из наблюдений. Способ выбора фиктивных переменных не 

единственен, но одним из наиболее простых для реализации и интерпретации 

является следующий вариант сопоставления уровней фактора и значений со-

вокупности фиктивных переменных. 

Один из уровней фактора выбирается в качестве эталонного, например, 

0ix , а для остальных определяются фиктивные переменные )1(1,..., −iLii dd , при-
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нимающие значения 0 или 1. Ситуация, когда все переменные )1(1,..., −iLii dd  

равны нулю, соответствует эталонному уровню фактора 0ix . Равенство еди-

нице переменной ikd  при нулевых значениях остальных фиктивных пере-

менных соответствует уровню фактора ikx .  

Коэффициент ikδ  при каждой из заданных таким способом фиктивных 

переменных ikd  представляет собой оценку так называемого «чистого» эф-

фекта, то есть разницы в значении выходной переменной, обусловленной пе-

реходом фактора ix  с эталонного уровня 0ix  на уровень ikx  при фиксирован-

ных значениях прочих переменных, входящих в зависимость. 

После пополнения фиктивными переменными структура зависимости 

приобретает вид 

 ∑∑∑
=

−

=

−

=
+=

n

mi

L

k
ikik

m

i
ii

i

dxy
1

1

1

0
δβ , (2.18) 

где входные переменные 10 ,..., −mxx  являются количественными факторами, а 

качественные факторы nm xx ,...,  представлены группами фиктивных пере-

менных 11,..., −iiLi dd , nmi ,...= . При 0=m  задача построения и анализа зави-

симости вида (2.18) соответствует задаче дисперсионного анализа, а при 

0>m  – задаче ковариационного анализа. Для оценивания коэффициентов iβ  

и ikδ  используются методы, изложенные в предыдущем разделе. 

Рассмотрим пример, данные для которого (таблица 2.4) взяты из [37, 

с. 301] и представляют собой вес ( y ) в фунтах и возраст в неделях для три-

надцати индеек. Четыре из этих индеек выращены в штате Джорджия, четыре 

– в Виргинии и пять – в Висконсине. Попытаемся связать вес и возраст пти-

цы простой линейной зависимостью и  выяснить, какое влияние на зависи-

мость оказывает место ее происхождения. Для учета влияния этого качест-

венного фактора, принимающего значение на трех уровнях, введем две фик-

тивные переменные 1d  и 2d , определив их значения, как показано в табли-



 59

це 2.4. Конструируемая зависимость имеет вид: 

 εδδββ ++++= 221110 ddxy .  (2.19) 

Отсутствующую информацию о верхней границе абсолютного значе-

ния ошибки (ε ) измерения выходной переменной восполним, положив ее 

равной 1 фунту. Множество неопределенности в нашей задаче определяет-

ся неравенствами вида 

  13,...,1  ,221110 =+≤+++≤− jyddxy jjjjj εδδββε , (2.20) 

где ),,,( 21 jjjj ddxy  – данные из j -й строки таблицы 2.4. 

Таблица 2.4 
Данные об индейках  

(вес в фунтах ( y ), возраст в неделях ( x ), место происхождения) 

Номер 
опыта y  x  Происхождение 

1d  2d  
1 13,3 28 Джорджия 1 0 
2  8,9 20 Джорджия 1 0 
3 15,1 32 Джорджия 1 0 
4 10,4 22 Джорджия 1 0 
5 13,1 29 Виргиния 0 1 
6 12,4 27 Виргиния 0 1 
7 13,2 28 Виргиния 0 1 
8 11,8 26 Виргиния 0 1 
9 11,5 21 Висконсин 0 0 
10 14,2 27 Висконсин 0 0 
11 15,4 29 Висконсин 0 0 
12 13,1 23 Висконсин 0 0 
13 13,8 25 Висконсин 0 0 

Используя те же процедуры, что и при решении задачи регрессионного 

анализа, получаем интервальные оценки параметров зависимости: 

 ]5,570 ;750,1[0 ∈
∧
β , ]450,0 ;350,0[1∈

∧
β , 

 ],8500;350,3[1 −−∈
∧
δ , ]450,0;600,2[2 −−∈

∧
δ . 

В качестве точечной оценки примем наиболее просто вычисляемый 

центр прямоугольника: 

 750,30 =
∧
β , 400,0 1 =

∧
β , 100,21 −=

∧
δ , 525,12 −=

∧
δ . 
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Однозначно отрицательные интервальные оценки коэффициентов 1δ , 

2δ  при фиктивных переменных указывают на различия в индейках, первая  –

из Джорджии и Висконсина, а вторая – из Виргинии и Висконсина соответ-

ственно. Подставляя три различных набора значений фиктивных переменных 

( 1d , 2d ) и используя точечные оценки параметров, получим зависимо-

сти для трех разных штатов: 

 для Джорджии при 11 =d , 02 =d : xy 400,0650,1 +=
∧

: 

 для Виргинии  при 01 =d , 12 =d : xy 400,0225,2 +=
∧

; 

  для Висконсина при 01 =d , 02 =d : xy 400,0750,3 +=
∧

. 

Полученные результаты не противоречат результатам обработки этих 

данных методами регрессионного анализа [37]. 

2.2.3. Временные тренды в данных 

Прием использования фиктивных переменных оказывается полезным и 

при решении задач, связанных с обработкой временных рядов в рамках не-

статистического подхода. Во многих практических случаях в выходной пе-

ременной проявляется временной тренд. Иногда тренд представляет собой 

единственный фактор, а иногда он налагается на эффекты других входных 

переменных. Мы можем описать временной тренд, добавив в структуру зави-

симости  один или несколько подходящим образом определенных фиктивных 

факторов, а затем оценивая параметры зависимости аналогично тому, как по-

казано в предыдущем примере. 

Когда в данных представлен простой линейный тренд, для его учета 

достаточно ввести одну фиктивную переменную d . Если данные получены в 

результате наблюдений через равные промежутки времени, то значения пе-

ременной d , соответствующие каждой строке таблицы наблюдений, могут 

определяться как узлы регулярной сетки с целочисленными узлами idi = , 

Ni ,...,1= , где N – количество строк таблицы. Иногда, в целях улучшения 

вычислительной структуры матрицы наблюдений, значения d  можно цен-
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трировать, то есть использовать фиктивную переменную ddd −=/ , где d – 

среднее значение. Зависимость в этих случаях выражается уравнениями:  

 εβδδ +++= ∑
=

n

i
ii xdy

1
10  (2.21) 

и εβδβεβδδβ +++=++++= ∑∑
==

n

i
ii

n

i
ii xdxddy

1

/
1

/
0

1

/
110 )( . (2.22) 

Если данные не равномерны по времени, то значения фиктивной пере-

менной выбираются в узлах сетки (желательно целочисленной), расстояние 

между узлами которой пропорционально временным промежуткам, через ко-

торые проводились наблюдения. 

В случае квадратичного временного тренда к зависимости следует до-

бавлять члены 2
210 ddy δδδ ++=  или 

2/
2

//
1

/
0 ddy δδδ ++= . Используя чле-

ны более высоких порядков, таким же образом можно учитывать и тренды 

более высоких порядков. 

Когда в данных представлены два временных тренда, то в зависимость 

добавляются фиктивные переменные для каждого из них. Уровень сложности 

этой задачи зависит от того, известно ли какому тренду принадлежат данные 

или нет. При отсутствии информации о принадлежности данных областям 

того или иного трендов, приходится просматривать все возможные варианты 

разбиения точек данных между трендами, подбирая наилучшую в некотором 

смысле модель. 

В ситуации, когда известно, какие данные принадлежат каким трендам, 

можно выделить два подтипа задач: (1) когда имеется информация о том, что 

абсцисса точки «стыковки» тренда совпадает с одной их точек наблюдения, и 

(2) когда абсцисса точки пересечения линий трендов неизвестна. 

Проиллюстрируем на примерах, как решаются задачи каждого из двух 

подтипов в случае двух линейных трендов.  

Данные, приведенные в таблице 2.5 (взяты из [37, c.310]), относятся к 

первому подтипу. Известно, что с точностью 5,0=ε  первые пять точек лежат 
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на первой прямой, а последние пять точек – на второй. Таким образом, пятая 

точка является общей для обеих прямых. Пара фиктивных переменных 1d , 

2d  для двух этих прямых вводятся так, как указано в таблице 2.5. Если в 

предположении, что нет других входных переменных, подобрать зависи-

мость 

  εδδδ +++= 22110 ddy , (2.23) 

то полученные оценки будут иметь следующий смысл: 

0
∧
δ  – значение 

∧
y  в точке пересечения (при 021 == dd ), 

1
∧
δ  – угловой коэффициент прямой первого тренда, 

2
∧
δ  – угловой коэффициент прямой второго тренда. 

Интервальные оценки этих коэффициентов:  

  ]800,9;700,9[0  ∈
∧
δ , ]900,1;800,1[1  ∈

∧
δ , ]100,1;967,0[2  ∈

∧
δ . 

Точечные оценки центра прямоугольника: 

 750,90 =
∧
δ , 850,11 =

∧
δ , 033,12 =

∧
δ . 

Графики прямых 

 1850,1750,9 dy +=
∧

 и 2033,1750,9 dy +=
∧

, 

 описывающие линейные тренды приведены на рисунке 2.4. 

 
Таблица 2.5 

Данные для примера с двумя прямыми, 

 абсцисса пересечения которых известна 

Номер 
опыта Дата y  1d  2d  

1 1970 г. 2,3 – 4 0 
2  3,8 – 3 0 
3 1971 г. 6,5 – 2 0 
4  7,4 – 1 0 
5 1972 г. 10,2 0 0 
6  10,5 0 1 
7 1973 г. 12,1 0 2 
8  13,2 0 3 
9 1974 г. 13,6 0 4 
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Рис. 2.4. Графики двух линейных трендов, стыкующиеся в точке 
с известной абсциссой. 

Данные, приведенные в таблице 2.6 (взяты из [37, c.312]), относятся ко 

второму подтипу. Здесь известно, что первые четыре точки лежат на одной 

прямой, а остальные пять – на другой с точностью 5,0=ε . Однако точка пе-

ресечения не известна. Чтобы обнаружить неизвестную точку, необходимо 

ввести третью фиктивную переменную 3d . Ее полагают равной нулю для 

всех точек первой прямой и единице для точек второй прямой, чтобы отра-

зить скачок от первой прямой ко второй. Значения фиктивных переменных 

1d , 2d  выбираются несколько иначе, чем в предыдущем примере, что иллю-

стрирует неединственность способов представления фиктивных переменных. 

Здесь значения 1d  сдвинуты на пять единиц вправо относительно значений 

этой переменной в предыдущем примере. Это представление даст такие же 

оценки угловых коэффициентов, что и предыдущее, но свободный член 0d , 

соответствующий значениям 021 == dd , станет свободным коэффициентом 

первого уравнения с абсциссой в точке 1969,5. 

t 

y 
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Таблица 2.6 
Данные для примера с двумя прямыми, 

 абсцисса пересечения которых не известна 

Номер 
опыта Дата y  1d  2d  3d  

1 1970 г. 1,8 1 0 0 
2  4,3 2 0 0 
3 1971 г. 5,6 3 0 0 
4  8,2 4 0 0 
5 1972 г. 9,1 5 0 1 
6  10,7 5 1 1 
7 1973 г. 11,5 5 2 1 
8  12,5 5 3 1 
9 1974 г. 14,0 5 4 1 

Если в зависимость не включать прочих входных переменных, то кон-

струируемая модель будет иметь вид: 

 εδδδδ ++++= 3322110 dddy  (2.24) 

Параметр 3δ  представляет собой шаг изменения, приводящий к эффек-

ту в пятой точке, то есть, другими словами, он равен расстоянию, на котором 

в этой точке вторая прямая проходит выше (или ниже при 03 <δ ) первой. 

При 5,0=ε  для данных из таблицы 2.6 получаются следующие интер-

вальные оценки коэффициентов: 

  ]500,0;100,0[0  ∈
∧
δ , ]900,1;800,1[1  д ∈

∧
, 

  ]400,1;767,0[2  ∈
∧
δ , ]933,0;800,0[3  −∈

∧
δ . 

Разные знаки интервальной оценки 
∧

3δ  означают, что в пятой точке 

может оказаться как первая прямая выше второй, так и наоборот, или, что то 

же самое, абсцисса точки пересечения трендовых прямых может распола-

гаться как по левую, так и по правую сторону от пятой точки. 

Центр прямоугольника дает следующие точечные оценки: 

 300,00 =
∧
δ , 825,11 =

∧
δ , 083,12 =

∧
δ , 067,03 =

∧
δ . 

Соответствующие полученным точечным оценкам графики трендовых 

линий, выражающиеся в шкале переменной 1d  уравнениями  
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 1850,1300,0 dy +=
∧

 и 1033,1200,4 dy +=
∧

, 

приведены на рисунке 2.5. 

Абсцисса точки пересечения прямых в шкале переменной 1d  при этих 

значениях коэффициентов равна 5,087 или, после перевода во временную 

шкалу, 15.01.1972 19:41. 
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Рис. 2.5 Графики двух линейных трендов, стыкующиеся в точке 
с заранее неизвестной абсциссой. 

Таким образом, в случае правильных наблюдений модели, полученные 

с помощью приема использования фиктивных переменных, примененного в 

настоящем разделе для решения задач дисперсионного и ковариационного 

анализов, позволяют при построении и анализе зависимостей принимать в 

расчет не только количественные, но и качественные входные переменные. 

Кроме того, использование фиктивных переменных позволяет вести обработ-

ку данных, содержащих временные тренды. 

t 

y 
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2.3 Обработка информации 
в случае неправильных наблюдений 

Наиболее значимым с практической точки зрения свойством метода 

центра неопределенности является его потенциальная способность выявлять 

ситуации, в которых собранные для построения зависимости совокупности 

знаний и данных противоречивы. Основными источниками противоречий яв-

ляются либо нарушение гипотезы о структуре конструируемой зависимости, 

либо наличие выбросов в данных. Выбор способа разрешения противоречий 

в конечном итоге определяется исследователем по результатам всесторонне-

го анализа. Однако результаты анализа во многом зависят и от того, какой 

информацией располагает для этого исследователь. Настоящий раздел по-

священ описанию возможностей, предоставляемых нестатистическими мето-

дами, для получения информации, позволяющей разрешить противоречия, 

возникающие в случае неправильных наблюдений. Предлагаемый метод вы-

явления выбросов является развитием идеи, изложенной в главе 1, и состоя-

щей в решении задачи (1.28)-(1.29). 

Присутствие выбросов в совокупности собранных данных является од-

ной из главных причин пустоты множества неопределенности на первичных 

этапах построения зависимости. Выброс представляет собой определенную 

особенность, нетипичное наблюдение по отношению к остальным данным. 

Это означает, что выбросы должны подвергаться особенно тщательному рас-

смотрению с целью выяснения причин их возникновения. Иногда выброс да-

ет такую информацию, которую не могут дать другие наблюдения, и является 

результатом измерений при необычной комбинации условий. В этом случае 

требуется дальнейшее углубленное исследование. Однако чаще выбросы вы-

званы грубыми промахами при регистрации значений наблюдаемых величин. 

В этом случае производится исключение наблюдений из общей информаци-

онной совокупности. 

Выброс, обусловленный грубым промахом при регистрации результа-

тов измерений, можно трактовать как наблюдение, предельная погрешность 
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которого jε  занижена по отношению к реальной ошибке, имевшей место при 

измерении. Чтобы такое наблюдение стало фиктивно правильным, необхо-

димо найти такое новое значение /
jε , являющееся нижней границей реальной 

ошибки, при котором наблюдение не будет вступать в противоречие с ос-

тальными.  

Нижние границы предельных ошибок наблюдений, при которых мно-

жество неопределенности становится непустым, можно отыскивать, ре-

шая задачу 

 ∑
=

N

j
jw

w
1,

min
β

, (2.25) 

 jjj

n

i
jiijjj wyxwy εβε +≤≤− ∑

=0
, 1≥jw , Nj ,...,1= , (2.26) 

где jw  – масштабирующие коэффициенты, при умножении на которые ис-

ходные значения ошибок наблюдений jε  дают искомые величины /
jε . При 

этом выполнение неравенства 1>jw  означает, что j-е наблюдение является 

выбросом и для совместимости с общей информационной совокупностью не-

обходимо увеличить соответствующую ему предельную ошибку наблюдения 

в jw  раз. Если у исследователя есть основания считать, что надежность неко-

торых наблюдений одинакова, то система ограничений (2.26) может быть по-

полнена ограничениями вида 
Kjjj www === ...

21
. В случае, когда в надежно-

сти каких-либо наблюдений исследователь уверен полностью, при решении 

задачи (2.25)-(2.26) соответствующие им величины jw  можно положить рав-

ными единице. 

Количество наблюдений, для которых масштабирующие коэффициен-

ты jw , полученные в результате решения задачи (2.15)-(2.26), превосходят 

единицу, позволяет судить о доле выбросов в совокупности данных. Большая 

доля выбросов может говорить либо о неверно выбранной структуре зависи-

мости, либо о том, что предельные ошибки измерения занижены во многих 
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наблюдениях (например, в результате неверной оценки точности измери-

тельного прибора). 

Проиллюстрируем высказанные предложения примером. Данные из 

таблицы 2.7 получены четырьмя различными способами A, B, C и D и  имеют 

диаграмму рассеяния, приведенную на рисунке 2.6. Требуется построить 

простую линейную зависимость xy 10 ββ += . Построив, как и ранее, на ос-

нове таблицы данных систему ограничений 

  10,...,1,10 =+≤+≤− j  yxy jjjjj εββε , 

выясним, что она противоречива. 

Таблица 2.7 
Данные с выбросами 

Номер 
опыта 

Способ на-
блюдения y  x  ε  

1 A 2,13 1 0,20 
2 A 2,95 2 0,20 
3 A 5,01 3 0,20 
4 A 4,99 4 0,20 
5 A 5,97 5 0,20 
6 B 7,04 6 0,40 
7 B 8,02 7 0,40 
8 C 8,15 8 0,40 
9 C 10,01 9 0,40 
10 D 10,98 10 0,50 
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Рис 2.6. Диаграмма рассеяния данных из таблицы 2.7. 

x 

y 
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Чтобы понять, имеются ли выбросы, для начала пытаемся решить в от-

ношении наших данных задачу (2.25)-(2.26). Полученные значения масшта-

бирующих коэффициентов предельной ошибки приведены в первом столбце 

таблицы 2.8. Анализируя эти числа, можно прийти к выводу, о том, что 

третье и восьмое наблюдения вступают в противоречие с остальными. При-

чем третье наблюдение особенно не вписывается в общую картину, посколь-

ку посчитать его правильным возможно только при увеличении предельной 

ошибки измерения более чем в четыре с половиной раза, и это притом, что 

способ A, которым получено третье наблюдение, является наиболее точным 

из всех четырех. Эти соображения позволяют нам склониться к заключению, 

что третье наблюдение есть результат грубых промахов при его проведении и 

должно быть исключено из всех дальнейших построений. 

Что касается восьмого наблюдения, то его принадлежность к непра-

вильным менее выражена. Здесь следует отработать как гипотезу о грубых 

промахах во время проведения этого измерения, так и о возможной пере-

оценке точности способа C. С этой целью задачу (2.1)-(2.2) нужно решать, 

либо исключая из рассмотрения восьмое наблюдение, либо предполагая, что 

способ C менее точен, но все выполненные им наблюдения правильны, т.е. 

 98 ww = . (2.27) 

Таблица 2.8 

Масштабирующие коэффициенты jw  

предельной ошибки измерений для данных таблицы 2.7 

Номер 
опыта 

Решение за-
дачи  

(2.25)-(2.6) 

Решение за-
дачи  

(2.25)-(2.27) 
1 1,000 1,000 
2 1,000 1,000 
3 4,686 – 
4 1,000 1,000 
5 1,000 1,000 
6 1,000 1,000 
7 1,000 1,000 
8 1,343 1,143 
9 1,000 1,143 
10 1,000 1,000 
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Результат решения задачи (2.25)-(2.27), приведенный во втором столб-

це таблицы 2.8, говорит о том, что точность измерений способом C завышена 

и обеспечиваемая им предельная ошибка не может иметь значение менее чем 

46,040,0143,19988 ≈⋅== εε ww . Такой вывод, конечно, не может служить ос-

нованием автоматического увеличения 8ε  и 9ε  до указанного уровня, а мо-

жет означать лишь необходимость дополнительных исследований точности 

способа измерений C. 

Таким образом, в каждом из случаев 

1) если и третье, и восьмое наблюдения исключить из совокупности 

наблюдений; 

2) если в результате дополнительных исследований выяснится, что 

способ измерений C, действительно, менее точен и предельная 

ошибка восьмого и девятого измерений будет увеличена; 

множество неопределенности в задаче (2.25)-(2.26) станет непустым, что со-

ответствует ситуации правильных наблюдений. Дальнейший анализ может 

проводиться с использованием приемов, описанных в разделе 2.2. 

2.4. Метод центра неопределенности 
и статистические методы оценивания: 

сравнительный анализ  

Любой метод построения эмпирических зависимостей опирается на не-

которую систему гипотез, которые должны выполняться для получения каче-

ственных оценок параметров зависимостей. Одним из методов выяснения ка-

чества оценок при нарушении тех или иных гипотез является имитационный 

эксперимент. На актуальность проведения имитационного эксперимента, по-

зволяющего сравнить статистические и нестатистические методы построения 

эмпирических зависимостей, указывалось, в частности, при обсуждении ме-

тода анализа данных, предложенного А.П. Вощининым [25]. Имитационный 

эксперимент является главным способом сравнения методов, опирающихся 

на различные системы гипотез. 
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Настоящий раздел посвящен экспериментальному изучению поведения 

оценок прогнозных значений эмпирической зависимости, полученных мето-

дом центра неопределенности (МЦН) и статистическими методами – мето-

дом максимума правдоподобия (ММП) и методом наименьших квадратов 

(МНК) – при различных распределениях ошибки в условиях правильных на-

блюдений. Как указано в [45] ММП в достаточно широком круге практиче-

ски важных случаев является в известном смысле наилучшим, что способст-

вует его достаточно широкому употреблению. Свойства МНК, который явля-

ется частной формой ММП, и причины его широкого использования в зада-

чах эмпирического моделирования подробно освещены в главе 1.  

Описательную способность каждого из рассматриваемых методов 

предлагается выяснить по результатам вычислительного эксперимента, со-

стоящего в многократном решении следующей задачи прогноза: 

По таблице экспериментальных данных )},{( yxT =  по-

строить оценку 
^
β  параметров функциональной зависи-

мости ),( βxfy =  и вычислить оценку прогнозного зна-

чения функции )*,(*
^^
βxfy =  в заданной точке *x . 

(2.28) 

 
Схема вычислительного эксперимента состоит в следующем. Для за-

данной линейно параметризованной функции ),( 0βxfy =  с известными па-

раметрами 0β  предварительно формируется совокупность пар значений 

 { }PixfyyxT iiii ,...,1  ),,(|),( 0000 === β . (2.29) 

Далее, в каждом n -м испытании ( Nn ,...,1= ) в каждой точке ix  имитируется 

Q  «наблюдений» за значением выходной переменной y  c ошибкой ε , 

имеющей заданное распределение, то есть генерируется таблица эксперимен-

тальных данных 

 ( ){ }QjPiyyyxT iji
n

ij
n

iji
n ,...,1 ,,...,1 ,  , 0)()()( ==+== ε , (2.30) 
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где ijε – значение ошибки j -го наблюдения за значением y  в точке ix . Таким 

образом, полная таблица наблюдений )(nT  содержит QP ⋅  строк. 

По сгенерированной таблице экспериментальных данных )(nT  в каж-

дом n -м испытании  производится оценивание параметров функциональной 

зависимости f  двумя сравниваемыми методами. Полученные оценки пара-

метров для первого и второго методов обозначим, соответственно, ММП

^
β  и 

МЦН

^
β . На основе этих оценок параметров вычисляются прогнозные значения 

функциональной зависимости )*,(
)(^)(^ n

m

n

m xfy β= , МЦНММПm ,= . 

По результатам N  испытаний вычисляются среднеквадратичные от-

клонения прогнозных значений 
)(^ n

my от истинного значения :)*,(* βxfy =  

 ∑
=

−=
N

n

n

mm yy
N

d
1

2
)(^
)*(1 , МЦНММПm ,= . (2.31) 

Сравнение значений ММПd  и МЦНd  позволяет выяснить «качество» про-

гнозных значений, обеспечиваемое различными методами при заданном рас-

пределении ошибки наблюдений.  

Что касается выбора распределения ошибки, то интерес представляют 

ситуации «наилучшие» для каждого из сравниваемых методов, а также неко-

торые близкие к ним варианты. Наилучшими условиями для статистических 

методов являются ситуации, когда ошибка распределения подчиняется неко-

торому унимодальному распределению, в частности, для МНК таковым явля-

ется нормальное распределение ошибки. Базовому для МЦН предположению 

о равнозначимости всех элементов множества неопределенности в вероятно-

стных терминах наиболее адекватно соответствует равномерное распределе-

ние. Таким образом, сравнительный эксперимент предлагается провести для 

унимодального и равномерного распределений ошибки, а также некоторых 

промежуточных распределений. 
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2.4.1. Метод центра неопределенности 
 и метод максимального правдоподобия 

Сравнение МЦН и ММП предлагается произвести для распределения 

ошибки, изменяющегося от треугольного до равномерного. При этом пути 

«эволюции» треугольного распределения к равномерному могут быть раз-

личны. Предлагается три варианта описания этого процесса с помощью се-

мейств распределений, имеющих плотности вероятностей с носителем 

],[ εε−  и зависящими от параметра α : 
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Изменение параметра α  от нулевого значения до максимального maxα  вызы-

вает «перетекание» треугольного распределения в равномерное. При 1=ε  

графики функций 1
αp , 2

αp  и 3
αp  для граничных и двух внутренних значений 

параметра α  приведены на рисунках 2.7-2.9. При проведении эксперимента в 

качестве значений параметра α  выбираются узлы регулярной сетки 

 maxαα
K
k

k = , Kk ...,,1,0= . (2.35) 
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  а б в г 
Рис. 2.7. Графики функции плотности 1

αp  при 1=ε  и  а) 0=α ,   
б) 31=α ,  в) 32=α ,  г) 1=α . 

 
 

  а б в г 
Рис. 2.8. Графики функции плотности 2

αp  при 1=ε  и  а) 0=α ,  
б) 61=α ,  в) 31=α ,  г) 21=α . 

 
 

 
  а б в г 

Рис. 2.9. Графики функции плотности 3
αp  при 1=ε  и  а) 0=α ,  

б) 31=α ,  в) 32=α ,  г) 1=α . 
 

При построении оценок ММП при распределении ошибки, близком к 

равномерному, возникают сложности в выборе оценки, обусловленные не-

единственностью максимума функции правдоподобия. Выход из этой ситуа-

ции видится в регуляризации задачи поиска максимума функции правдопо-

добия 

  ∏
⋅

=

−=
QP

i
ii xfypL

1
)),(()( ββ , (2.36) 

где p  – функция плотности распределения ошибки. С этой целью предла-

гается к максимизируемой функции добавить регуляризирующее слагае-

мое вида 

 20 )(|)(| βββδ −L , (2.37) 
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где 0<δ  – постоянный весовой коэффициент, 0β  – известные значения оце-

ниваемых параметров. 

Описанная схема статистических испытаний была реализована в виде 

программы на языке C++ (компилятор IBM C Set++ for AIX 4.2) для рабочей 

станции IBM RS/6000 Model 43P-140. В качестве исследуемой зависимости 

рассматривалась функция  

  1+= xy , (2.38) 

то есть вектор истинных значений параметров )1 ,1(0 =β . Совокупность пар 

значений 0T  представляла собой значения функции (2.38) в узлах регулярной 

сетки с шагом 1 на интервале ]10,1[ , то есть в (2.29) ixi = , 10...,,1=i , а 

10=P . Совокупность экспериментальных данных )(nT  в n -м испытании 

строилась на основе 0T  добавлением к каждому 0
iy случайной ошибки ijε – 

случайной величины из интервала [ ]2
1

2
1 ,−  c одной из функций плотности 

(2.32)-(2.34). Кратность наблюдений Q  в каждой из точек ix  равнялась пяти. 

Таким образом, суммарное количество строк-наблюдений в таблице )(nT  со-

ставляло 50=⋅QP . 

Датчики случайных чисел с заданными плотностями были реализованы 

на основе следующего известного факта. Случайные числа с произвольной 

функцией распределения )(xF  могут быть построены по последовательности 

равномерно распределенных чисел iξ  как )(1
ii F ξη −= , то есть найдены из 

уравнения )( ii F ηξ = , ,...2,1=i . Источником равномерно распределенных 

псевдослучайных чисел служила стандартная функция rand(). 

Прочие параметры схемы статистических испытаний выбирались сле-

дующими. Весовой коэффициент регуляризующего слагаемого (2.37) 

01,0−=δ . Количество узлов в сетке (2.35), определяющей значения парамет-

ра α , 211=+K . Количество повторений эксперимента при фиксированных 

параметрах метода статистических испытаний принималась равной 

10000=N . В этом случае дисперсии оценок параметров была настолько ма-
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ла, что их можно считать точными. Оценки прогнозного значения функции 

)*,(*
^^
βxfy =  строились в точке 5,5*=x , где истинное значение функции 

5,6*=y . 

Результаты эксперимента для каждого из семейств плотностей распре-

деления ошибки (2.5)-(2.7) приведены в таблице 2.9 и на рисунках 2.10-2.12. 

Таблица 2.9 

Среднеквадратичные отклонения оценок прогнозных значений, полученных 

ММП ( ММПd ) и МЦН ( МЦНd ) при различных распределениях ошибки 

)(1 xp
kα  )(2 xp

kα  )(3 xp
kα  

k  
ММПd  МЦНd  ММПd  МЦНd  ММПd  МЦНd  

0 0,000242 0,000572 0,000241 0,000572 0,000227 0,000596 

1 0,000235 0,000576 0,000253 0,000598 0,000238 0,000593 

2 0,000242 0,000573 0,000254 0,000594 0,000262 0,000586 

3 0,000239 0,000552 0,000269 0,000588 0,000261 0,000576 

4 0,000239 0,000568 0,000269 0,000560 0,000273 0,000560 

5 0,000241 0,000536 0,000289 0,000548 0,000275 0,000521 

6 0,000239 0,000523 0,000296 0,000517 0,000275 0,000475 

7 0,000232 0,000514 0,000308 0,000507 0,000283 0,000451 

8 0,000232 0,000482 0,000313 0,000473 0,000286 0,000438 

9 0,000227 0,000458 0,000313 0,000448 0,000284 0,000397 

10 0,000227 0,000437 0,000319 0,000423 0,000268 0,000380 

11 0,000213 0,000407 0,000326 0,000389 0,000278 0,000351 

12 0,000207 0,000378 0,000320 0,000374 0,000269 0,000304 

13 0,000204 0,000349 0,000323 0,000347 0,000251 0,000293 

14 0,000185 0,000313 0,000325 0,000312 0,000226 0,000261 

15 0,000178 0,000278 0,000333 0,000295 0,000220 0,000257 

16 0,000156 0,000247 0,000328 0,000269 0,000197 0,000226 

17 0,000144 0,000228 0,000327 0,000254 0,000173 0,000210 

18 0,000118 0,000208 0,000318 0,000228 0,000137 0,000209 

19 0,000081 0,000191 0,000309 0,000219 0,000095 0,000212 

20 0,000000 0,000206 0,000000 0,000212 0,000000 0,000215 
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Рис. 2.10. Среднеквадратичные отклонения оценок прогнозных 
значений от истинных значений для ММП ( ММПd ) и МЦН ( МЦНd ) при 

ошибке с плотностью распределения )(1 xp
kα . 

 
Рис. 2.11 Среднеквадратичные отклонения оценок прогнозных значений 
от истинных значений для ММП ( ММПd ) и МЦН ( МЦНd ) при ошибке с 

плотностью распределения )(2 xp
kα . 
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Рис. 2.12. Среднеквадратичные отклонения оценок прогнозных 
значений от истинных значений для ММП ( ММПd ) и МЦН ( МЦНd ) при 

ошибке с плотностью распределения )(3 xp
kα . 

Анализ результатов проведенного сравнения ММП и МЦН показывает, 

что при распределениях погрешности, близких к «треугольным», характер 

поведения ошибки прогноза соответствует известным соотношениям и зако-

номерностям, свойственным использованным методам оценивания. Действи-

тельно, МЦН как нестатистическая процедура не учитывает дополнительную 

информацию, связанную с характером распределения, и, соответственно, 

имеет большую ошибку прогноза. Кроме того, ошибка прогноза, обеспечи-

ваемая МЦН, снижается по мере приближения распределения погрешности к 

равномерному. Это объясняется тем, что в такой ситуации становится вы-

полненным базовое для МЦН предположение о равноценности всех элемен-

тов множества неопределенности и устойчивость оценок повышается. Оди-

наковое поведение оценок МЦН для всех семейств распределений служит 

подтверждением достоверности результатов.  

Рассматривая оценки метода максимального правдоподобия, следует 

отметить, что среднеквадратичное отклонение прогнозного и истинного зна-

чений при совпадении распределений с треугольным, практически, совпадает 
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во всех трех случаях ( ]000242,0;000227,0[∈ММПd ). Существенным представ-

ляется также заметить, что при распределениях погрешности, удаляющихся 

от треугольного, эта величина не убывает. Рост погрешности объясняется 

тем, что по мере приближения к равномерному распределению количество 

используемой для оценивания информации уменьшается. Дальнейшее нару-

шение этой тенденции объясняется «притяжением» оценок к истинным зна-

чениям искомых коэффициентов зависимости, вызванным возрастающим ве-

сом регуляризирующего слагаемого (2.37). 

Проведем сравнение МЦН и статистических процедур по точности 

оценок в предельном случае равномерного распределения. Исходя из выше 

сказанного и анализируя результаты эксперимента, мы можем утверждать, 

что ошибка прогноза МЦН будет меньше соответствующей ошибки для 

ММП. Действительно, среднеквадратичное отклонение ошибки МЦН для 

равномерного распределения оценена в пределах ]000215,0;000206,0[∈МЦНd , 

что меньше указанной выше величины ММПd  для статистических процедур в 

случае треугольного распределения. При этом ММПd  возрастает по мере при-

ближения распределения к равномерному.  

Данный результат, который мы готовы защищать, вообще говоря, про-

тиворечит известным закономерностям соотношения точности статистиче-

ских и нестатистических процедур оценивания. Причины этого явления мо-

гут быть рассмотрены как дискуссионные. 

2.4.2. Метод центра неопределенности  
и метод наименьших квадратов 

Сравнение МЦН и МНК предлагается провести при ошибке, имеющей 

нормальное распределение, усеченное на разных уровнях, что позволяет 

имитировать условия оценивания, соответствующие гипотезам каждого из 

методов и некоторые промежуточные ситуации. 

На практике, при использовании МНК для построения эмпирических 

зависимостей распределение ошибки, как правило, полагают усеченным 
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нормальным ),( 2σaNk , то есть полагают, что ошибка принимает значения из 

интервала ],[ σσ kaka +− , где a  – математическое ожидание, σ  – средне-

квадратическое отклонение, k  – некоторая константа, определяющая уровень 

отсечения.. Использование усеченного нормального распределения обосно-

вывается тем, что значения нормально распределенной случайной величины 

с достаточно большой вероятностью сосредоточены на конечном интервале. 

Значение уровня усечения k  нормального распределения, описываю-

щего ошибку измерения, на практике выбирают из интервала [1,5; 2,5] (см., 

например, [56]). Это эмпирическое правило недавно получило и теоретиче-

ское обоснование [131]. В проведенной серии экспериментов уровень отсе-

чения выбирался из более широкого интервала [0,2, 3] с шагом 0,2. По мере 

роста уровня отсечения получаемые распределения принимали вид от почти 

равномерного, при 2,0=k , до почти нормального, при 3=k . 

Совокупность пар значений 0T  представляла собой значения функции 

(2.38) в узлах регулярной сетки с шагом 1 на интервале ]10;1[  , то есть в (2.29) 

ixi = , 10 ..., ,1=i , а 10=P . Совокупность экспериментальных данных )(nT  в 

n -м испытании строилась на основе 0T  добавлением к каждому 0
iy  ошибки 

ijε – случайной величины с распределением )1,0(kN . Для каждого из значе-

ний уровня усечения нормального распределения ошибки k , а также одного 

из значений кратности «измерений» Q  = 1, 2, 3, 5, 7, 9 осуществлялось 

1000=N  испытаний. Оценки прогнозного значения функции )*,(* βxfy =  

строились в точке 5,5*=x , где истинное значение функции 5,6*=y . Схема 

статистических испытаний была реализована в виде сценария (m-файла) сис-

темы MATLAB. Датчик случайных чисел с усеченным нормальным распре-

делением был реализован на основе стандартной функции randn(), воз-

вращающей нормально распределенные числа. 

Результаты вычислительных экспериментов приведены в таблицах 2.10 

и 2.11, а также графически представлены на рисунках 2.13-2.15. 
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Таблица 2.10 

Среднеквадратическое отклонение МНК-прогноза (dМНК) при различных 

уровнях усечения нормального распределения ошибки ( k ) 

 и кратности измерений (Q ) 

Q 
k 1 2 3 5 7 9 

0,2 0,090 0,066 0,054 0,038 0,033 0,031 
0,4 0,090 0,066 0,052 0,041 0,033 0,030 
0,6 0,089 0,064 0,050 0,041 0,033 0,031 
0,8 0,088 0,064 0,052 0,040 0,033 0,029 
1,0 0,083 0,059 0,047 0,038 0,033 0,029 
1,2 0,079 0,060 0,048 0,037 0,032 0,027 
1,4 0,081 0,058 0,045 0,034 0,030 0,027 
1,6 0,079 0,055 0,044 0,034 0,028 0,025 
1,8 0,075 0,054 0,043 0,034 0,026 0,024 
2,0 0,069 0,051 0,041 0,030 0,026 0,023 
2,2 0,066 0,047 0,036 0,029 0,025 0,021 
2,4 0,063 0,043 0,037 0,028 0,024 0,021 
2,6 0,058 0,041 0,034 0,026 0,023 0,020 
2,8 0,055 0,038 0,031 0,025 0,021 0,019 
3,0 0,052 0,038 0,031 0,023 0,019 0,018 

 

Таблица 2.11 

Среднеквадратическое отклонение МЦН-прогноза ( МЦНd ) при различных 

уровнях усечения нормального распределения ошибки ( k ) 

 и кратности измерений (Q ) 

Q 
k 1 2 3 5 7 9 

0,2 0,095 0,056 0,041 0,025 0,019 0,015 
0,4 0,093 0,062 0,038 0,026 0,019 0,015 
0,6 0,100 0,060 0,042 0,026 0,020 0,016 
0,8 0,099 0,061 0,043 0,030 0,021 0,017 
1,0 0,101 0,063 0,048 0,031 0,023 0,018 
1,2 0,099 0,068 0,052 0,034 0,025 0,020 
1,4 0,102 0,069 0,052 0,037 0,028 0,024 
1,6 0,105 0,071 0,054 0,039 0,033 0,027 
1,8 0,107 0,070 0,059 0,044 0,036 0,030 
2,0 0,109 0,077 0,061 0,046 0,039 0,035 
2,2 0,112 0,076 0,062 0,051 0,044 0,039 
2,4 0,111 0,078 0,063 0,054 0,046 0,042 
2,6 0,117 0,089 0,065 0,057 0,050 0,045 
2,8 0,115 0,097 0,070 0,057 0,051 0,047 
3,0 0,109 0,099 0,077 0,058 0,052 0,048 
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Рис 2.13. Зависимость среднеквадратического отклонения прогнозных 
значений, полученных МНК ( МНКd ), от уровня отсечения нормального 
распределения ( k ) и кратности  наблюдений (Q ). 

 
Рис 2.14. Зависимость среднеквадратического отклонения прогнозных 
значений, полученных МЦН ( МЦНd ), от уровня отсечения нормального 
распределения ( k ) и кратности  наблюдений (Q ). 
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Рис 2.15. Зависимость среднеквадратического отклонения прогнозных 
значений, полученных МНК (dМНК) и МЦН (dМЦН), от уровня отсечения 
нормального распределения ( k ) и кратности  наблюдений (Q ). 

Качественный анализ взаимосвязей среднеквадратичных отклонений 

МНК- и МЦН-прогнозов с уровнем усечения нормального распределения 

ошибки и кратностью измерений позволяет сделать следующие наблюдения: 

1. По мере уменьшения уровня усечения нормального распределения 

ошибки измерений k  среднеквадратичные отклонения и МНК-, и МЦН-

прогнозов также убывают. При этом для МНК-прогноза скорость убывания 

можно качественно охарактеризовать как логарифмическую или линейно-

логарифмическую, в то время как для МЦН-прогноза – как полиномиальную. 

2. При больших значениях k  оценки МНК-прогноза более устойчивы, 

чем МЦН-оценки. Однако с уменьшением k  их преимущество утрачивается. 

Кроме того, с увеличением кратности измерений Q  более устойчивыми ста-

новится МЦН-оценки. Объяснение этому факту состоит в уменьшении сте-

пени соответствия распределения ошибки измерения гипотезе о нормально-

сти, в рамках которой МНК дает наилучшие результаты. В то же время, при-

ближение распределения ошибки к равномерному все более соответствует 
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одному из базовых предположений МЦН о равноценности всех элементов 

множества неопределенности. 

3. С увеличением кратности измерений Q  устойчивость МЦН-оценок 

растет несколько быстрее. Тенденция усиливается по мере уменьшения уров-

ня усечения нормального распределения ошибки измерений, то есть по мере 

приближения распределения к равномерному. Этот факт свидетельствует о 

способности МЦН неявно накапливать информацию о распределении 

ошибки, незадействуемую явным образом в отличии от статистических про-

цедур оценивания, и подтверждает теоретический вывод В.А. Суханова о вы-

сокой скорости сходимости МЦН-оценок с ростом числа наблюдений. 

Экспериментально выявленные качественные характеристики МНК- и 

МЦН-оценок свидетельствуют о более высокой эффективности МНК при 

оценивании  параметров эмпирической зависимости при соблюдении гипотез 

о нормальности и независимости ошибок измерений, хотя при нарушении 

гипотез о распределении ошибок и увеличении кратности наблюдений МЦН 

не уступает в качестве оценок. При распределении ошибки, близком к рав-

номерному более эффективными являются МЦН-оценки. Полученные ре-

зультаты позволяют осуществить выбор процедуры оценивания в зависимо-

сти от условий наблюдений в конкретных случаях и, в частности, при отсут-

ствии достоверной информации о распределении ошибки. 

Выводы по главе 2 

1.  Анализ литературы, посвященной нестатистическим методам по-

строения и анализа линейно параметризованных зависимостей по эмпириче-

ским данным, позволяет говорить о принципиальном родстве подходов и 

приемов, независимо предложенных рядом авторов в различное время, и от-

сутствии единой устоявшейся терминологии нестатистического подхода.  

2.  На основе техники применения фиктивных переменных разработа-

ны способы использования метода центра неопределенности для решения в 

условиях правильных наблюдений 1) задачи построения и анализа зависимо-

стей, включающих наряду с количественными качественные входные пере-



 85

менные; 2) задачи обработки данных, содержащих временные тренды, в том 

числе кусочно-линейные при известных и неизвестных абсциссах точек из-

лома. 

3. Разработан метод обработки противоречивых наблюдений, позво-

ляющий выявлять выбросы путем поиска минимальных коэффициентов уве-

личения предельной ошибки наблюдений-выбросов, при которых множество 

неопределенности является непустым. 

4.  Разработана схема статистических испытаний, позволяющая срав-

нить статистические и нестатистические методы построения зависимостей. 

Схема состоит в построении и сравнении разброса оценок прогнозных значе-

ний для модельных зависимостей каждым из сравниваемых методов при раз-

личных распределениях ошибки. Функция плотности вероятностей ошибки 

выбирается из параметрического семейства плотностей, в различной степени 

соответствующих базовым гипотезам сравниваемых методов в зависимости 

от параметра. 

5. На основе разработанной схемы статистических испытаний проведен 

сравнительный анализ метода центра неопределенности и метода макси-

мального правдоподобия, а также метода центра неопределенности и метода 

наименьших квадратов. Результаты сравнительного анализа свидетельствуют 

1) о более высокой эффективности оценок метода центра неопределенности 

по отношению к оценкам метода наименьших квадратов при нарушении ис-

ходной гипотезы метода наименьших квадратов о виде распределения ошиб-

ки и 2) о более высокой эффективности оценок метода центра неопределен-

ности по отношению к оценкам метода максимального правдоподобия при 

распределении ошибки, близком к равномерному. 



ГЛАВА 3. ИСПОЛЬЗОВАНИЕ МЕТОДА ЦЕНТРА 
НЕОПРЕДЕЛЕННОСТИ ПРИ РЕШЕНИИ ЗАДАЧ 
ОБРАБОТКИ ПРОСТРАНСТВЕННЫХ ДАННЫХ 

3.1 Геометрические преобразования и привязка изображений 

Во многих задачах обработки пространственных данных возникает по-

требность во взаимном сопоставлении изображений различной природы ме-

жду собой. Наиболее ярким примером может служить использование данных 

дистанционного зондирования в геоинформационных технологиях. В частно-

сти, при решении задач мониторинга экосистем необходимо сопоставлять 

спутниковые снимки одной и той же территории, сделанные в разное время, 

и осуществлять их координатную привязку с одновременной геометрической 

коррекцией для последующего совместного анализа. 

Для построения геометрического преобразования изображения требу-

ется установить соответствие между элементами преобразуемого и эталонно-

го изображения, что сводится к выделению так называемых сопряженных 

(или, по-другому, реперных, контрольных, опорных) точек на изображениях. 

Точки на двух изображениях называются сопряженными, если они являются 

образами одной и той же точки сцены.  

Если известен некоторый набор сопряженных точек, то задача геомет-

рического преобразования изображения решается в два этапа. На первом эта-

пе производится построение зависимости, связывающей координаты соот-

ветствующих сопряженных точек на разных изображениях: 

 
),,(
),,(

vugy
vufx

=
=

 (3.1) 

где ),( vu  – координаты точек эталонного изображения, ),( yx  – соответст-

вующие им координаты на преобразуемом изображении. На втором этапе 

производится собственно геометрическая коррекция изображения, состоящая 

в вычислении для каждого элемента изображения в эталонных координатах 

соответствующего ему элемента преобразуемого изображения с помощью 
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построенной зависимости (3.1) и восстановлении уровня яркости преобразо-

ванного элемента. 

Отметим, что координаты опорных точек ),( vu  на эталонном изобра-

жении известны, как правило, с довольно высокой точностью, поскольку оп-

ределяются либо по крупномасштабной карте, либо с помощью систем спут-

никовой навигации, так что ошибкой их измерения можно пренебречь. Коор-

динаты опорных точек ),( yx  на преобразуемом изображении, как правило, 

указываются оператором с возможной последующей автоматизированной 

подгонкой. Это означает, что точность измерения величин x  и y  не может 

превышать одного пиксела, то есть предельная ошибка их измерений 1≥ε  и 

устанавливается оператором. 

Структура преобразования (3.1) зависит от того, какой информацией 

мы располагаем относительно характера геометрических искажений в исход-

ном изображении. Формирование спутниковых изображений  сопровождает-

ся различного рода нелинейными искажениями (см., например [55]), связан-

ными с особенностями регистрирующей камеры (например, оптической дис-

торсией линзы), неравномерностью движения платформы камеры по орбите 

и т.п. Поэтому геометрическая коррекция изображений в таком случае воз-

можна только с помощью нелинейной функции.  

На практике для аппроксимации преобразующей зависимости исполь-

зуют (см. [79, 97, 118]) полиномы двух переменных 
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Количество параметров в каждом из выражений зависимости (3.2), а, следо-

вательно, и наименьшее число пар опорных точек, необходимых для оцени-

вания этих параметров, равно 2)2)(1( ++ mm .  
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Как правило, для оценивания параметров ija  и ijb  преобразующей зави-

симости (3.2) по таблице опорных точек используется метод наименьших 

квадратов. Использование для решения этой задачи метода центра неопреде-

ленности позволяет получить два следующих преимущества. 

Во-первых, при расстановке оператором опорных точек становится 

возможным автоматическое отслеживание неправильно заданных точек. Об-

наружение некорректно установленных опорных точек осуществляется мето-

дом, описанным в разделе 2.3. После устранения противоречий построение 

геометрического преобразования изображения проводится с помощью мето-

да центра неопределенности. 

Во-вторых, изображение, полученное после геометрической коррек-

ции, может сопровождаться картой неопределенности 

 ),(),(),( vuUvuUvuU yx += , 

 ),(),(),( vuxvuxvuU x −= , 

 ),(),(),( vuyvuyvuU y −= , 

где )],(),,([ vux vux  и )],(),,([ vuy vuy  – соответствующие точке ),( vu  интер-

вальные оценки координат ),( yx , полученные методом центра неопределен-

ности по таблице опорных точек (см. (2.9)). В некоторых ситуациях удобно 

использовать не только интегральную карту неопределенности ),( vuU , но и 

ее покоординатные слагаемые ),( vuU x  и ),( vuU y . На практике непрерывную 

функцию ),( vuU  удобнее представлять в дискретизированном виде с некото-

рым заданным шагом по u  и v . 

Карта неопределенности может использоваться оператором в качестве 

руководства к расстановке дополнительных опорных  точек с целью пониже-

ния пространственной неопределенности в некоторых областях изображения. 

Однако получаемая карта неопределенности не только служит вспомогатель-

ным средством при выполнении операции геометрической коррекции изо-

бражения, но и является в некоторой степени самоценным продуктом. 
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Разработка методов анализа пространственной неопределенности при 

выполнении любых операций над пространственными данными является од-

ним из приоритетных направлений развития геоинформационных технологий 

[107, 111, 115, 119, 128, 141, 142]. Такого рода средства обязаны появиться в 

перспективе во всех геоинформационных системах, так как лица, прини-

мающие решения на основе геоинформационных продуктов, должны распо-

лагать информацией об их точности и степени надежности, поскольку в не-

которых ситуациях некорректные решения могут повлечь за собой тяжелые 

последствия. 

Пример результатов геометрической коррекции спутникового изобра-

жения приведен в приложении 1. Исходное многоканальное изображение по-

лучено 4 июля 1999 с помощью орбитального сканера МСУ-СК с борта спут-

ника Ресурс-01. Приложение содержит таблицу опорных точек, исходное и 

откорректированное изображения с картой неопределенности. 

Описанный способ геометрических преобразований и привязки изо-

бражений использован в ряде прикладных исследований [11-16, 41, 106] 

3.2 Совместная обработка неравноточных 
 инженерно-геодезических измерений 

При проведении измерений каждый результат измерения должен со-

провождаться сообщением о его погрешности и тем самым указываться ин-

тервал его неопределенности [46, 63]. При вероятностном подходе к описа-

нию погрешностей средств и результатов измерений в качестве интервала 

неопределенности используется доверительный интервал с заданным уров-

нем доверительной вероятности. Как уже упоминалось в разделе 2.1, долгое 

время считалось, что случайные погрешности приборов или результатов из-

мерений распределены нормально. Однако по мере накопления данных о 

фактических распределениях погрешностей стало очевидным, что они весьма 

разнообразны и очень часто далеки от нормального. Это большое разнообра-

зие законов распределения погрешностей обусловливает практическую 
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сложность определения доверительных значений погрешностей. В этой си-

туации нестатистический подход к интервальному оцениванию погрешно-

стей измерений может служить одним из способов, позволяющих преодолеть 

эти сложности.  

Задачи инженерной геодезии состоят в оценке истинных значений и 

указании погрешностей оценок тех или иных геометрических характеристик 

инженерных объектов по совокупности разнородных и неравноточных изме-

рений. Основным математическим инструментом построения такого рода 

оценок является обобщенный метод наименьших квадратов [47, 104]. 

В настоящем разделе описывается опирающаяся на метод центра неоп-

ределенности технология расчета интервалов неопределенности  плановых 

координат стоек опор линий электропередач (ЛЭП) по измерениям различ-

ной точности, выполненная в рамках работ по межеванию земельных участ-

ков под опорами ЛЭП. В ходе работ предусматривалось определение коор-

динат с указанием оценок неопределенности, для угловых точек основания 

iiii DCBA  каждой опоры ЛЭП (см. рисунок 3.1) в местной прямоугольной 

системе координат. Основание каждой i-й опоры iiii DCBA  представляет со-

бой прямоугольник с известными размерами, определяемыми типом опоры. 

Рис. 3.1 Схема участка линии электропередач 
 в прямоугольной системе координат. 

Ai 

Bi 

Ci 

Di 

x 

y 
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Основным инструментом определения плановых координат опор ЛЭП 

являлся измерительный комплекс Trimble GPS 4600 SL, обеспечивающий 

точность измерения плановых координат 2 см. 

Условия съемки не всегда допускали проведение прямых измерений. 

Поэтому в некоторых ситуациях приходилось прибегать к косвенным изме-

рениям, используя дополнительные средства измерений (рулетка, тахеометр 

и т.д.). В зависимости от конкретных условий на местности использовалась 

одна из следующих схем косвенных измерений. 

Схема  косвенных  измерений  1 . При невозможности прямого из-

мерения с помощью GPS-комплекса координат одной из точек A  или B  (см. 

рисунок 3.2) прямоугольники неопределенности их координат 

[ ] [ ]AAAA yyxxAR ,,)( ×=  и [ ] [ ]BBBB yyxxBR ,,)( ×=  отыскиваются по сово-

купности следующей информации. GPS-измерения координат производятся 

вточках R и S, которые выносятся от точек A и B в направлениях –
→

AB  и 
→

AB  

на расстояния AR и BS соответственно. Расстояния AR и BS измеряются с по-

мощью геодезической рулетки. Направления 
→

AR  и 
→

BS  откладываются либо 

с помощью тахеометра, либо «на глаз». Для каждого вида измерений извест-

ны предельные ошибки: 

1) ошибка измерения размеров основания опоры pε , 

2) ошибка измерения координат точек R и S gε ,  

3) ошибка измерения расстояний с помощью рулетки rε , 

4) предельное отклонение точек A и B от прямой R и S lε , 

5) ошибка угловых измерений aε . 

Указанные знания и данные позволяют сформировать следующую сис-

тему ограничений: 

 p
изм

p
изм ABBAdistAB εε +≤≤− ),( , (3.3) 

 r
изм

r
изм ARRAdistAR εε +≤≤− ),( , (3.4) 

 r
изм

r
изм BSSBdistBS εε +≤≤− ),( , (3.5) 
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 g
изм
RRg

изм
R xxx εε +≤≤− , (3.6) 

 g
изм
RRg

изм
R yyy εε +≤≤− , (3.7) 

 g
изм
SSg

изм
S xxx εε +≤≤− , (3.8) 

 g
изм
SSg

изм
S yyy εε +≤≤− , (3.9) 

 lRSl Aline εε ≤≤− )( , (3.10) 

 lRSl Bline εε ≤≤− )( , (3.11) 

 0cos),(coscos ≤∠≤
→→

ARBAaε , (3.12) 

 0cos),(coscos ≤∠≤
→→

BSABaε , (3.13) 

где индекс изм обозначает значения соответствующих величин, полученные 

при измерениях; 22 )()(),( VUVU yyxxVUdist −+−=  – расстояние между 

точками U  и V ; cbyaxPline PPUV ++=)( , dyya UV )( −= , dxxb VU )( −= , 

dyxyxc VUUV −= , 22 )()( VUUV xxyyd −+−= – значение канонического 

уравнения прямой, проходящей через точки U и V , в точке P; и, наконец, 

),(),(),(cos QPdistVUdist
PQUVPQUV ⋅

⋅
→→→→

=∠ . 

 
Рис. 3.2 Чертеж к схеме косвенных измерений 1. 

Ограничения (3.3)-(3.5) соответствуют измерениям рулеткой, (3.6)-(3.9) 

– GPS-измерениям, (3.12)-(3.13) – измерениям углов, а (3.10)-(3.11) опреде-
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ляют «коридор», в который укладываются точки A, B, R, S. Сформировать и 

вовлечь в вычисления две последние группы ограничений одновременно 

удавалось не всегда, поскольку, они дублируют друг друга в некотором 

смысле, и соответствующие им измерения редко проводились одновременно 

для одной и той же опоры. 

В случаях, когда вынос точек R и S в противоположных направлениях 

невозможен, использовалась следующая, несколько видоизмененная, схема 

измерений. 

Схема  косвенных  измерений  2 . Вторая схема измерений отлича-

ется от первой только тем, что точки R и S, в которых производятся непо-

средственные GPS-измерения координат, выносятся от точки A  в одном и 

том же направлении –
→

AB  на расстояния AR и AS  соответственно (см. рису-

нок 3.3). Естественно, вынос точек R и S, при необходимости может произво-

диться и в направлении 
→

AB .  Прочие и приемы измерений (расстояний AR и 

AS , направлений 
→

AR  и 
→

AS ) и предельные ошибки измерений те же, что и в 

схеме 1. 

 
Рис. 3.3 Чертеж к схеме косвенных измерений 2. 

Система ограничений в этой схеме приобретает следующий вид. 
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 p
изм

p
изм ABBAdistAB εε +≤≤− ),( , (3.14) 

 r
изм

r
изм ARRAdistAR εε +≤≤− ),( , (3.15) 

 r
изм

r
изм ASSAdistAS εε +≤≤− ),( , (3.16) 

 r
изм

r
изм BRRBdistBR εε +≤≤− ),( , (3.17) 

 r
изм

r
изм BSSBdistBS εε +≤≤− ),( , (3.18) 

 g
изм
RRg

изм
R xxx εε +≤≤− , (3.19) 

 g
изм
RRg

изм
R yyy εε +≤≤− , (3.20) 

 g
изм
SSg

изм
S xxx εε +≤≤− , (3.21) 

 g
изм
SSg

изм
S yyy εε +≤≤− , (3.22) 

 lRSl Aline εε ≤≤− )( , (3.23) 

 lRSl Bline εε ≤≤− )( , (3.24) 

 0cos),(coscos ≤∠≤
→→

ARBAaε , (3.25) 

 0cos),(coscos ≤∠≤
→→

ASABaε . (3.26) 

Замечание относительно одновременного присутствия в системе огра-

ничений последних двух групп ((3.23)-(3.24) и (3.25)-(3.26)), сделанное при 

изложении первой схемы измерений, в этом случае также остается справед-

ливым. 

 Нижние (верхние) границы интервалов неопределенности координат 

точек A и B возможно отыскать путем решения задач 

  min(max)→Ax , (3.27) 

 min(max)→Ay , (3.28) 

 min(max)→Bx , (3.29) 

 min(max)→By  (3.30) 

при ограничениях (3.3)-(3.13) или (3.14)-(3.26), поставляемых первой или 

второй схемой косвенных измерений соответственно. 
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Вычисленные границы интервалов неопределенности координат точек 

A и B наряду с данными о размерах основания опоры позволяют сформиро-

вать систему ограничений для задач определения интервалов неопределенно-

сти координат точек C и D: 

  min(max)→Cx , (3.31) 

 min(max)→Cy , (3.32) 

 min(max)→Dx , (3.33) 

 min(max)→Dy . (3.34) 

 AAA xxx ≤≤ , (3.35) 

 AAA yyy ≤≤ , (3.36) 

 BBB xxx ≤≤ , (3.37) 

 BBB yyy ≤≤ , (3.38) 

 p
изм

p
изм ABBAdistAB εε +≤≤− ),( , (3.39) 

 p
изм

p
изм BCCBdistBC εε +≤≤− ),( , (3.40) 

 p
изм

p
изм CDDCdistCD εε +≤≤− ),( , (3.41) 

 p
изм

p
изм DAADdistDA εε +≤≤− ),( , (3.42) 

 p
изм

p
изм ACACdistAC εε +≤≤− )( , (3.43) 

 p
изм

p
изм BDDBdistBD εε +≤≤− ),( . (3.44) 

Следует заметить, что сформулированные задачи относятся к задачам 

нелинейного программирования в отличие от большинства ранее рассмот-

ренных случаев, в которых идеи метода центра неопределенности приводили 

нас к задачам линейного программирования. 

Пример результатов расчета интервалов неопределенности для коор-

динат стоек одной из опор согласно схеме косвенных измерений 1 приведен в 

приложении 4. В приложении 3 приведена схема ЛЭП, в состав которой вхо-

дит описываемая опора. 
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Выводы по главе 3 

1. Использование метода выявления выбросов и метода центра неопре-

деленности для построения трансформирующей зависимости по опорным 

точкам при решении задачи геометрического преобразования и привязки 

изображений позволяет 1) устранять грубые промахи оператора при расста-

новке опорных точек и 2) производить обоснованный выбор вида зависимо-

сти, не вступающего в противоречие с системой опорных точек, установлен-

ных с заданной точностью. 

2. Возможность вычисления интервальных оценок метода центра неоп-

ределенности в заданной точке изображения, подвергнутого геометрическо-

му преобразованию, позволяет сопровождать результирующее изображение 

картой позиционной неопределенности. Карта неопределенности может ис-

пользоваться как для внесения дополнений и изменений в систему опорных 

точек геометрического преобразования, так и для последующего точностного 

анализа геоинформационных продуктов, построенных на основе преобразо-

ванного изображения. 

3. При обработке неравноточных инженерно-геодезических измерений 

с известной предельной погрешностью каждого вида измерений отношения 

между измеренными величинами могут формулироваться в виде системы 

неравенств, что позволяет с помощью метода центра неопределенности нахо-

дить интервалы неопределенности для искомых величин. 



ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Основные результаты исследований, составившие содержание диссер-

тационной работы, могут быть сформулированы следующим образом. 

1. Предложена концептуальная теоретико-множественная модель про-

цесса эмпирического моделирования при интервально заданной нестатисти-

ческой ошибке.  

2. Построена логическая схема процесса эмпирического моделирова-

ния. В составе логической схемы выделен ряд информационных задач и ука-

заны необ-ходимые для их решения математические модели и методы. 

3. Предложены способы использования метода центра неопределенно-

сти для решения в условиях наблюдений без выбросов задач построения и 

анализа зависимостей, включающих наряду с количественными и качествен-

ные входные переменные, а также задач обработки данных, содержащих 

временные тренды, в том числе линейные и кусочно-линейные. 

4. Разработан метод обработки противоречивых наблюдений, позво-

ляю-щий выявлять выбросы путем поиска минимальных коэффициентов 

увеличения предельной ошибки наблюдений-выбросов, при которых множе-

ство неопреде-ленности является непустым. 

5. Разработана схема статистических испытаний, позволяющая срав-

нить статистические и нестатистические методы построения зависимостей в 

условиях наблюдений без выбросов. На основе разработанной схемы испы-

таний проведен сравнительный анализ МЦН и ММП, а также МЦН и МНК. 

Результаты сравни-тельного анализа позволяют производить обоснованный 

выбор процедур по-строения и анализа зависимостей в соответствии с усло-

виями наблюдений. 

6. Разработанные нестатистические методы выявления выбросов и оце-

ни-вания параметров зависимостей апробированы на реальных данных при 

по-строении трансформирующей зависимости по опорным точкам в задаче 

геомет-рического преобразования и привязки изображений, а также при об-

работке не-равноточных косвенных инженерно-геодезических измерений. 
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Результаты работы переданы для использования в ФГУП «Алтайский 

институт мониторинга земель и экосистем» и Лабораторию обработки изо-

бражений физико-технического факультета Алтайского государственного 

университета. Материалы работы используются в учебном процессе матема-

тического факультета Алтайского государственного университета при подго-

товке студентов по специальности «Прикладная математика». 
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Приложение 1 

Пример геометрического преобразования 
и привязки изображения  

Обзорный вариант исходного изображения 
 с нанесенными опорными точками 

(МСУ-СК, 04.07.1999,  
оригинальный размер: 5854×5737 пикселов, 

 разрешение: 40 м) 
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Таблица опорных точек* 
Координаты  

на исходном изображении 
Координаты  

на эталонном изображении Номер 
точки u v x y 

1 2935,16 3072,66 14486,30 5991,49 
2 2045,81 2745,70 14349,30 5927,55 
3 1795,21 2714,94 14309,60 5919,30 
4 3518,59 2560,89 14586,30 5917,89 
5 4147,04 2518,88 14687,20 5919,87 
6 2248,77 2268,73 14388,00 5854,12 
7 2268,31 2062,65 14393,80 5821,74 
8 2235,14 1987,57 14389,70 5809,22 
9 3238,83 1966,60 14550,00 5819,64 
10 2220,98 1843,67 14389,40 5786,27 
11 2690,13 1673,81 14466,60 5765,55 
12 2563,95 1605,97 14447,30 5753,20 
13 3753,66 1621,51 14637,00 5772,36 
14 3199,48 985,54 14557,60 5664,14 

*Предельная ошибка измерения координат на исходном изображении 5,1=ε пиксела. 

Вид трансформирующей функции 

.
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+++++=

+++++=
 

Оценки коэффициентов трансформирующей функции 

Индекс 
коэффициента 

∧
a  

∧
b  

00 13549,18263943 5511,70942290 
10 6,31108517 –0,53720265 
01 0,64043523 6,58753970 
11 –0,00001521 0,00012764 
20 –0,00007649 –0,00004857 
02 –0,00011458 –0,00094673 
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Обзорный вариант преобразованного изображения 
с нанесенными опорными точками 
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Фрагмент карты суммарной неопределенности 
 с нанесенными опорными точками 

 
 
 
 
 

6.5

7  

7.5

8  

8.5

9  

9.5

 
П
оз
иц
ио
нн
ая

 н
ео
пр
ед
ел
ен
но
ст
ь,

 п
ик
се
ло
в 



Приложение 2 

Пример результатов расчета интервалов неопределенности 
для координат стоек опоры ЛЭП 

Схема ЛЭП на территории г. Барнаула 
с прилегающими триангуляционными пунктами 
и точкой размещения базового GPS-приемника 
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Исходные данные и результаты расчета 
 интервалов неопределенности  
для координат стоек опоры №67 

 
Исходные данные по опоре  

1. GPS-измерения координат точек в 
местной системе координат (в 
метрах): 
 R = (7788,905; 7276,036), 
 S = (7769,764; 7259,235). 
Предельная ошибка измерений: 
 02,0=gε м. 

 
2. Расстояния, измеренные рулеткой: 

 05,9=AR м 
 22,8=BS м. 
Предельная ошибка измерений: 
 05,0=rε м. 

 

Схема косвенных измерений 
 для опоры №67 

 
3. Размеры основания опоры (тип У39): 

 10,8==== DACDBCAB м. 
Предельная ошибка измерений: 
 005,0=pε м 

 
4. Предельная угловая ошибка выноса точек R и S в створе AB «на глаз»: 

 '1=aε . 
 
 

Расчетные интервалы неопределенности координат стоек опоры 
Интервал неопределенности Ширина интервала, м 

Точка 
x y x y 

A [7782,045; 7782,104] [7270,014; 7270,059] 0,059 0,045 
B [7775,939; 7776,007] [7264,665; 7264,719] 0,068 0,053 
C [7781,208; 7781,432] [7258,567; 7258,648] 0,224 0,081 
D [7787,358; 7787,450] [7263,848; 7264,056] 0,097 0,208 
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