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При решении прикладньж задач механики, химической кинетики, 
газовой динамики и других или при исследовании определенных 
свойств динамических систем часто возникают ситуации, когда ка­
кие-либо параметры точно не известны, но есть информация о диа­
пазонах, в которых находятся их значения. Для таких задач является 
актуальным получение интервальньгх оценок решений по известным 
интервальньгм значениям их параметров. Традиционно подобные за­
дачи формулируются в виде задачи Коши для системьг обьгкновенньгх 
дифференциальных уравнений (ОДУ) с интервальными начальньгми 
условиями или параметрами.

Выделим несколько групп существующих методов.
К первой группе отнесем методы типа Монте-Карло, представ­

ленные в работах И.М. Соболя [1], С.М. Ермакова, Г.А. Михайлов 
[2], Г. Крамера [3], В.М. Золотарева [4] и др. Их суть заключается 
в проведении многократньж расчетов со случайньгми значениями 
соответствующих интервальньгх параметров. Этим методам присущ 
ряд положительньж свойств, таких, как простота, высокая степень 
распараллелгшания и отсутствие потребности в аналитической загш- 
си правой части ОДУ, но при этом огш обладают низкой ( л/Ж , где 
� ��  количество симуляций) скоростью сходимости и требовательны 
к вычислительггьгм ресурсам.

В качестве альтернатгшы выступают методы, в основе которых 
лежат гштервальные вычисления. Еще Архимед использовал гш- 
тервальные оценки для определения числа тг, но активное разви­
тие гштервальггьге методьг получили начгшая с XX века, в работах 
Р. Ягиа [5], EI. Двайера [6], М. Вармуса [7], Т. Сунаги [8], Р. Мура 
[9], Р. Лонера [10], Э. Хансена [11], F. Алефельда [12], Р. Кравчика 
[13], К. Никельи [14], А. Ноймайера [15] и др. Среди отечествегшых 
родоначальников интервальной математики — В.М. Брадис [16], 
Л.В. Канторович [17], Ю.И. Шокин [18, 19], Б.С. Добронец [20, 21], 
С.П. Шарый [22], А.Н. Рогалев [23-25] и др. Из-за своей природы 
гштервальные методьг подвержеггьг так назьшаемому эффекту обер- 
тьгвания (эффекту Мура), проявляющемуся в безграггггчном росте 
ггшргшы получаемьж гштервальггьгх оценок решений. Этот эффект
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Библиотека RiOT — это свободная программа на языке C++ для ин­
тегрирования систем ОДУ с интервальными начальными условиями, 
разработанная в 2008 году в рамках диссертационного исследования в 
Университете Карлсруэ. В настоящее время доказано, что она может 
давать недостоверные результаты [49].

Библиотека FlowStar — это инструмент для достоверного модели­
рования гибридньж дзшамических систем с интервальными парамет­
рами, разработанный на язьпсе C++ (последняя версия — 2017 года). 
Библиотека состоит в основном из двух модулей: вычислительной 
библиотеки и алгоритмов высокого уровня. В первый модуль входят 
реализации интервалов и интервальньж арифметик, а также модель 
Тейлора. Во втором модуле реализованы методы, которые использу­
ются в анализе достижимости.

К третьей группе отнесем методы, основанные на символьньж вы­
числениях. В частности, это методы модели Тейлора, а также метод, 
аппроксимирующий оператор сдвига вдоль траектории (А.Н. Рогалев 
[23-25]). Как и методы модели Тейлора, метод сдвига вдоль траекто­
рии в каждый момент времени получает решение в виде символьного 
выражения относительно интервальньж параметров. Эти методы не 
подвержены или слабо подвержены эффекту обертьшания, справляют­
ся с широким классом задач, но при этом для них характерна высокая 
вычислительная сложность и трудности при распараллеливании.

В работах Б.С. Добронца [50, 51], С.А. Некрасова [52] и др. приво­
дятся методы, способные находить оптимальные двусторонние оценки 
решений для систем ОДУ, обладающих определенными свойствами. 
В основном они построены на теоремах сравнения и, как следствие, 
применимы только для определенньж классов систем ОДУ.

Также стоит упомянуть методы, которые приближают множество 
решений эллипсоидами, параллелепипедами или многогранниками 
[53, 54]. Они не лишены свойства завышения оценок, и для них 
желательной является вьшуклость множества.

В общем случае для подавления эффекта обертьшания необходимо 
устанавливать зависимость между интервальными параметрами и ре­
шением в каждый момент времени. Зачастую сложность соответству­
ющих методов является экспоненциальной относительно количества
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Каждая итерация алгоритма состоит из двух этапов. На первом 
этапе все решения, связанные с узлами интерполяционньгх сеток, 
переносятся на следуюыщй временной слой с помощью какого-либо 
численного метода интегрирования. На втором этапе происходит 
перестроение kd-дерева по принципу минимизации ошибки интер­
поляции в вершинах.

Во второй главе рассматриваются основньге аспектьг распараллели­
вания и реализации алгоритма адаптивной интерполяции с примене­
нием технологии CUDA [57, 60, 62, 71]. Огшсываются используемьге 
в алгоритме структуры данньж и их особенности с точки зрения па­
раллельной работьг. Приводятся результатьг вьтчислительньж экспери­
ментов, которые демонстрируют в ряде случаев стократное ускорение 
по сравнению с вьтчислениями на центральном процессоре.

В третьей главе представлен обзор существующих библиотек и 
реализованньж в них методов моделирования динамических систем 
с интервальными параметрами. Проведено сравнение полученных 
результатов с результатами, даваемыми доступными программньгми 
библиотеками AWA, VNODE, COSY Infinity, RiOT и FlowStar, которое 
показывает превосходство разработанного авторами алгоритма и его 
реализации с точки зрения точности и вычислительньж затрат.

В четвертой главе приводятся результатьг применения программы 
[62] для решения прикладньгх и исследовательских задач. Вначале 
рассматриваются динамические системы, в которых имеют место 
бифуркации и хаос. По качественному изменению структуры адап­
тивной сетки определяются режимьг, которые возникают в динами­
ческой системе.

Далее выполняется расчет трубки траекторий для астероида FX11 
[43, 72] в условиях неопределенности положения астероида и его 
скорости. Производится сравнение полученньж результатов с резуль­
татами, представленными в других работах.

В конце главы рассматриваются задачи химической кинетики [56, 
58] и газовой динамики [59]. Проведено моделирование горения смеси 
водорода и кислорода при наличии неопределенностей в константах 
скоростей реакций. Представлена математическая модель, огшсьша- 
ющая химические неравновесные течения с неопределенностями в 
константах скоростей реакций. Приводятся результаты численного
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Рис. 1. Иллюстрация эффекта обертывания

Все приведенные выше особенности интервальной арифметики 
показывают, что ее использование влечет за собой ряд трудностей, 
зачастую непреодолимых. Поэтому при построении вычислительных 
схем и алгоритмов желательно как можно меньше использовать в 
чистом виде интервальньге вычисления.

В общем случае для подавления эффекта обертьгвания необходимо 
устанавливать функциональные зависимости между интервальными 
параметрами и решением в каждьгй момент времени. Именно эта идея 
лежит в основе работ М. Берза [33-38] и А.Н. Рогалева [23-25]. Раз­
работанные ими методьг направлены в первую очередь на получение 
гарантированных оценок решений, в то время как рассматриваемьгй 
далее алгоритм направлен на высокую робастность, универсальность 
и быстроту.

Для последней задачи (пример 1.2) функциональная зависимость 
имеет следующий вид:

!

X* =
cos

-sin

���

� �

sin

cos

� � �  �  

т
� �

т
�
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Отметим, что она существенно отличается от полученной ранее 
интервальной оценки х*‘̂ "(1.1).

1.2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Интервальная постановка задачи Коши:

и = f  {t, и, Г]),
м(0) = Мо е Uo, ?7

 ̂£ [О,
ч ( 1.2)

где /  : М X М”“ х М”” М”“ — правая часть системы ОДУ, Uq е Ж ”“ —
интервальные начальные условия; т] £ Ж ”” — интервальные парамет­
ры. Вектор-функция /удовлетворяет условиям, обеспечиваюыщм су­
ществование и единственность решения при всех Mq £ Uq и £ т].

Для дальнейшего удобства описания алгоритма преобразуем (1.2) 
к автономной системе ОДУ без параметров путем добавления в 
систему фиктивньж уравнений, а также сгруппируем интервальные 
начальные условия:

у '  =  Я у ) ,

-у(0) = уоеУо, (1-3)
t £ [О, tff],

где /  : М” ^  М” , уо = (у[„ y j , ..., у^, у ^ \  Уо f  > п = п ^+ щ + \. 
Цель алгоритма — для каждого момента времени /  построить ку­
сочно-полиномиальную функцию Рк(Уо), которая интерполирует 
решение системы (1.3) с контролируемой точностью, и определить 
ее интервальную оценку.

1.3. ОПИСАНИЕ АЛГОРИТМА

Обозначим через = У {Уо Я  к) решение системы (1.3) в момент 4-
Над множеством, образованным интервальными начальными усло­
виями, построим равномерную регулярную интерполяционную сетку 

, соответствующую корневой вершине дерева и представляющую 
собой табличную функпцю:
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^0� *� ��7���7��_��7�� *  (rand[yi ], rand[y2], rand[y^], � $  � 2 $ ! ��

содержащее достаточно много случайных значений интервальных 
параметров. Все действия вьшолняются точно так же, как в первом 
подходе, только не на уровне одной верыпшы, а на уровне всего kd-де- 
рева. В момент, когда происходит перемещение дерева на следуюыщй 
временной слой, все значения, содержащиеся в тестовом множестве, 
обновляются. Далее для каждой точки вьшолняются поиск по дереву 
той интерполяционной сетки, в которую она попадает, и вычисление 
погрешности. Стоит отметить, что поиск не является трудозатратной 
операцией, так как число переходов по дереву, которые необходимо 
совершить, ограничено сверху высотой дерева.

1.5. РАЗБИЕНИЕ ВЕРШИН KD-ДЕРЕВА

При расщеплении вершины на две на предьщущем шаге выпол­
няется построение различньж вариантов ее разбиения (рис. 5), из 
которых и выбирается оптимальный вариант с точки зрения погреш­
ности интерполяции на текущем шаге.

Рис. 5. Различные варианты разбиения вершины

Формально на способы разбиения вершины не накладьшаются 
никакие ограничения, кроме того, что всегда нужно оставаться в
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Построим интерполяционную сетку на отрезке Уо ] > пред­
ставляющую собой табличную функцию:

.....

Уо = Уо’ ° < Уо’  ̂ < -  < Уо’  ̂ = Уо ,

У*’-' = y ( y V , h ) , j  = ^,P-
Для каждого у®’-' вычислим значение y°Vi = У(Уо’ ? Д+i) = 

= у{Ук  ̂’ h+i “ Д) > решив соответствующую неинтервальную систему 
ОД’У. По полученной табличной функции

построим интерполяционный многочлен (уо) степени р. Для
приближенного решения

у(Уо, Дн) = Рк+ 1 (Уо), Уо е [Уо’°. Уо’^] 
выполняется оценка [79]:

1 Э̂ '̂у(Уо, Д+i)|У(У0 > Д+1 )-Яуо > д+i)! (р + 1)! ,̂ +1 П(Уо-Уо°’0
I

где 6»бГу°’°,у°’^],/го =тахГу°’-' Ч.
J=i,p

Если величина больше некоторого заданного е, то сетка
разбивается на две сетки:

Gl = {(Уо у 1’ ° ) ,  (уо \  Ук^), (уУ ,  у\ ^ ) ] ,

{(Уо"°, уГ  И уо"^ У."^), (Уо"Ч У ."^)Ь

Уо = Уо’ ° < уУ  < -  < Уо’  ̂ = Уо’ ° < Уо’  ̂ < -  < Уо’  ̂ = Уо,

Ук ■' = у(Уо Ч Д), i = 1, 2, 7 = О, р .
Интерполяционные узлы уд  ̂выбираются так, чтобы вьшолнялось 

условие
Д = щахГуо’-' -Уо ■'”4  < Д), / = 1, 2 .

J=l р
Oc
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y f ^ + L 6, ) ,  y ‘̂ ’ ^ + L 6, ) ,  ..., (ŷ ■̂  y ‘̂ ’ P  +  L 6^ ) } ,

l̂ il  ̂1̂1 ^ s , J  =  ^ , P

и построим интерполяционные полиномы (уо) и (уо). 
Перенесенную локальную погреышость крто шага можно оценить 
следуюыщм образом:

\ Р } , Н У о ) - Р м Ч У о ) \ ^ т . Р  +  1) е ,

^  ^  |уо-Уо"’1л  = max I I 7-!̂—-̂--- —77,

где величина К �характеризует сетку и зависит только от относитель­
ного расположения узлов интерполяции.

Оценим максимальную высоту дерева. Исходя из оценки локаль­
ной погрешности интерполяции, имеем неравенство:

щ

w i d { y o )

р+1
< е��

где d — высота дерева, а число о > О характеризует пропорцию, в 
которой дробятся сетки (в случае дробления сеток всякий раз попо­
лам 0 = 2). При достижении требуемой точности процесс дробления 
заканчивается, и имеем равенство:

щd = fpGq0IJK0ap11�?�
р + 1logo

Просуммировав все перенесенные локальные погрешности, по­
лучим оценку глобальной погрешности:

fpGq0IJK0ap11�?�
р + 1 КЦр + 1)е,

где числа К ж р� характеризуют интерполяционные сетки, число 
а — способ дробления сеток, числа , L, уq — систему ОДУ, а 
е — заранее задаваемая локальная погрешность. При фиксированньж 
параметрах задачи и сеток имеем оценку 0(е Wi�� 1 �

Оба утверждения доказаны.
T>



Утверждение 1 возможно усилить с помоыц>ю теоремы Вейерш- 
трасса о равномерном приближении непрерывной функции мно­
гочленами. Действительно, если потребовать от решения только 
непрерьшность, то его можно приблизить многочленами Бернштейна. 
Но на практике: если искомая фзтпсция хотя бы частично непрерьшно- 
дифференцируема некоторое количество раз, то скорость сходимости 
здесь будет намного хуже, чем при использовании классической 
интерполяции, и для достижения такой же точности потребуется на 
порядки больше узлов.

Для практической оценки трудозатрат определим критерий, кото­
рый характеризует количество решенньж неинтервальньж ОДУ (1.3) 
в процессе работы алгоритма:

^ = 7^  Е  6@���&�6N%��:�� {$��-, )) �-�  (1.7)

где TV, (4) — количество узлов в сетках без повторений в момент 4> 
 Ib6Y���  количество новьж узлов, созданньж в процессе перестроения 
kd-дерева, множитель 6�� � � L�  отвечает за количество рассмотренных 
вариантов разбиения вершины на две, из которых в итоге выбирается 
только один (поэтому -1). В представленньж далее примерах вьшол- 
няется сравнение точности и производительности представленного 
алгоритма с методом Монте-Карло, для которого критерий (1.7) 
тождественно равен количеству симуляций.

В процессе дробления сеток погрешность интерполяции изменя­
ется скачкообразно, и существует некоторое значение т > О, такое, 
что перемещение решения в момент 4  + т не приведет к дроблению 
сеток, и, следовательно, функция 7V,- (4 ��&�6� �  l)7V„ĝ  (4 ) является 
кусочно-постоянной. Отсюда вытекает существование такого числа 
У  и соответствующего разбиения {4  , при которьж достигается
точное значение критерия (1.7). На практике число �  ограничено 
сверху вследствие того, что в контексте производительности величи­
на 4  -  4_1 не может быть меньше шага интегрирования. Исходя из 
вышеизложенного, можно привести рекомендации по выбору шага 
дискретизации т: если на текущем шаге дроблений вершин не бьшо, 
то шаг увеличивается, в противном случае — уменьшается.
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Ее аналитическое решение имеет вид:

х(хоД) = ->СоС08 —  
V-’̂o

y(xo,0 = ->Cosin[^^ |.
(1.9)

Для нахождения точной интервальной оценки решения (1.9) в 
конечный момент времени tj^= 100 необходимо решить несколько 
задач на поиск экстремума:

х(^х) = 

У(^х) =

min х(хпДлг), max х(хпДлг)
х о е [ 0 , 9 ]  ^ " ^ ’ х о е [ 0 , 9 ]

min У(хоДх), max у(хоДлг)
_ Х о е [0 ,  9] ^ о е [ 0 ,  9]

В табл. 1.1 приведены результаты расчетов. Для метода Монте- 
Карло значение критерия /  (1.7) равняется количеству симуляций. 
С учетом дополнительных временных затрат, связанньж с работой над 
kd-деревом, предлагаемый алгоритм работает в 20-30 раз быстрее.

Таблица 1.1
���	���������/������	���R���8� �����M.� 0=�g1� �����:�.M��M�����M�

Метод � � � I
Точное решение [-6.379155, 7.983118] [-8.939997, 7.091346] -
Алгоритм адаптивной 
интерполяции

[-U.Tc ; = 7 g, c .; gT=OO] [-g.; T ; ; ; c , c .>;=T67] T76

Монте-Карло [-U.Tc ; = 7 O, c .; gT= = U] [-g.;TgTg>, c .>;=T67] 10000

На рис. 8 показано множество решений системы (1.8) на фазовой 
плоскости. В начальный момент времени 1о = 0 оно представляет со­
бой отрезок, параллельный оси абсцисс. В процессе интегрирования 
системы множество растягивается и закручивается в спираль.

На рис. 9 отображена зависимость решений от интервального па­
раметра. Здесь наблюдаются периодцческие колебания с увеличением 
амплитуды. На рис. 10 представлены интервальные оценки решений 
от времени. Так как вклад в интервальную оценку, в основном, вносят 
решения с начальным условием, близким к Xq = 9, то присутствуюцще 
здесь колебания соответствуют колебаниям правого конца кривых, 
представленньж на рис. 9.
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На рис. 13 показаны зависимости интервальньж оценок решений 
от времени. Здесь четко видны изломы на графиках. Это связано с 
тем, что точка, соответствующая верхней или нижней границе на 
множестве решений, в определенный момент перескакивает с одного 
места на другое и ее траектория является разрьшной.

Рис. 13. Зависимость верхних и нижних оценок решения системы (1.10)
от времени

В процессе интегрирования множество решений закручивается 
в спиралевидную структуру (рис. 14). В определенный момент оно 
напоминает кошку, далее — привидение, а в конце — знаки инь 
и ян. На рис. 15 представлены получающиеся в процессе работы 
алгоритма разбиения пространства. Линии на этих двух рисунках 
соответствуют друг другу.

На рис. 16 отображено множество решений в форме поверхности 
в трехмерном пространстве. На верхних графиках дополнительному 
измерению соответствует либо один, либо второй интервальный 
параметр. На нижних графиках представлена зависимость каждого 
решения в отдельности от Xq и уо-

На рис. 17 наблюдается корреляция глобальной погрешности для 
конкретньж начальньж условий и глубин соответствующих вершин 
в kd-дереве.

Далее представлены задачи, содержащие не только интервальные 
начальные условия, но и интервальные параметры. При выполнении
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Рис. 20. Разбиения пространства, получающиеся в процессе решения
системы (1.11)

Рис. 21. Зависимость решения системы (1.11) от интервальных параметров

20 40 60 80 100

Рис. 22. Зависимость верхних и нижних оценок решения системы (1.11)
от времени
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Следующая система ОДУ описывает взаимодействие двух тед под 
действием сид гравитации с интервальными начальными положе­
ниями тел и интервальными массами:

=  V ^ ,  у {  =  v { ,  х ��  =  V ^ ,  У �  =  V ^ ,

Vf  =ГП2

= Ml

Х2 -Xi

Xi -Х2

,(vi)  =Щ 

,(уУ) =wi

У� -У �

У� -У �

г ' ' Г'
хДО) £ [-1.005,1.005], уДО) = 0, 
vj"(0) = ��� Vĵ CO) = 0.4,
Х2(0) = 1,у2(0)е [-0.005, 0.005], 

v|(0) = ��� V2"(0) = -0.4,
? g [0, 100],

� 1�12�

где г = д/(х2 - X i f  +(У2 - P i f , G [0.995,1.005], m�  е [0.995,1.005].
В табд. 1.4 приведено сравнение резудьтатов решения системы 

раздичными методами. Метод Монте-Кардо дает тодько 1—2 знака в 
решении, причем для получения результата потребовалось несколько 
дней расчетов при усдовии его распаралледивания на графическом 
процессоре, содержащем бодее 1000 cuda-ядер.

Таблица 1.4
Сравнение результатов решения системы (1.12) различными методами

С Точное решение Алгоритм адаптивной 
интерполяции Монте-Карло

Xl [-0.5748170, 0.4758124] [-0.5748170, 0.4758125] [-0.5735955, 0.4757944]
У1 [-0.8870650, 0.1647035] [-0.8870650, 0.1647035] [-0.8865736, 0.1618549]
vf [-0.6300935, 0.2122600] [-0.6300934, 0.2122600] [-0.6300659, 0.2075954]

[-0.8448854, 0.2008404] [-0.8448853, 0.2008404] [-0.8448288, 0.2002040]
Х2 [-0.4808124, 0.5798170] [-0.4808125, 0.5798170] [-0.4807869, 0.5785901]
У2 [-0.1697035, 0.8907500] [-0.1697035, 0.8907499] [-0.1666990, 0.8898884]
v! [-0.2122600, 0.6300935] [-0.2122600, 0.6300934] [-0.2076016, 0.6300812]
V2̂ [-0.2008404, 0.8448854] [-0.2008404, 0.8448854] [-0.2002052, 0.8448734]
I - 26497 231000000
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понента, синус, косинус, корень и т.д.), различных видов кеш-памяти 
и т.д. (рис. 30). На уровне одного SM все инструкции выполняются 
по принципу SIMD (одна инструкция — много данных).

�����M�
/<��	����8

АЛУ АЛУ АЛУ АЛУ АЛУ АЛУ АЛУ АЛУ АЛУ АЛУ АЛУ АЛУ

�vR АЛУ АЛУ АЛУ АЛУ АЛУ АЛУ АЛУ АЛУ АЛУ АЛУ АЛУ АЛУ

�����M�
/<��	����8

АЛУ АЛУ АЛУ АЛУ АЛУ АЛУ АЛУ АЛУ АЛУ АЛУ АЛУ АЛУ

�vR АЛУ АЛУ АЛУ АЛУ АЛУ АЛУ АЛУ АЛУ АЛУ АЛУ АЛУ АЛУ

�����M�
/<��	����8

АЛУ АЛУ АЛУ АЛУ АЛУ АЛУ АЛУ АЛУ АЛУ АЛУ АЛУ АЛУ

�vR АЛУ АЛУ АЛУ АЛУ АЛУ АЛУ АЛУ АЛУ АЛУ АЛУ АЛУ АЛУ

�����M�
/<��	����8

АЛУ АЛУ АЛУ АЛУ АЛУ АЛУ АЛУ АЛУ АЛУ АЛУ АЛУ АЛУ

�vR АЛУ АЛУ АЛУ АЛУ АЛУ АЛУ АЛУ АЛУ АЛУ АЛУ АЛУ АЛУ

 <�����	��8�<�M8��

Рис. 29. Архитектура GPU
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Рис. 30. Устройство ТРС и SM
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-  Грид (Grid) — объединение блоков. Все блоки одного грида 
выполняются на одном устройстве.

-  Варп (Warp) — группа из 32 потоков, которые выполняются фи­
зически одновременно. Элементарная единица выполнения.

Центральный процессор в основном занимается подготовительной 
работой, а именно: размещает данные в памяти GPU, выполняет 
конфигурацию и запуск ядра. Вызов ядра в общем случае является 
асинхронным, то есть после его вызова поток исполнения на CPU 
не зависает, а идет дальше.

Всего существует шесть видов памяти:
-  Регистровая память. Располагается на мультипроцессоре, 

используется для хранения локальных переменных. Размер 
ограничен (32 Кб). Скорость доступа самая быстрая. Доступ 
имеется на уровне одного треда.

-  Локальная память. Используется в случае нехватки регистров. 
Скорость доступа низкая, из-за того что она расположена в 
DRAM. Выделяется отдельно для каждого треда. Неуправля­
емая, компилятор самостоятельно решает, какие переменные 
разместить в регистровой памяти, а какие — в локальной. Си­
туация, когда начинает задействоваться данный тип памяти, 
называется «спиллинг регистров».

-  Разделяемая память. Располагается на мультипроцессоре. 
Скорость доступа высокая, но чуть меньше, чем у регистровой 
памяти. Размер ограничен (16—48 Кб). Общая для всех потоков 
одного блока. Выделяется на один блок. Разделена на 32 бан­
ка памяти. Обращения на уровне одного банка выполняются 
последовательно.

-  Глобальная память. Основная память видеокарты. Расположена 
в микросхемах DRAM. Имеет низкую скорость доступа. Вы­
деляется на уровне всей программы. Для эффективной работы 
необходимо, чтобы все потоки одного варпа обращались к 
непрерывному участку памяти.

-  Константная память. Располагается в DRAM. Кешируется. Раз­
мер ограничен (65 Кб). Выделяется на уровне всей программы. 
Задействуется компилятором для размещения в ней аргументов 
вызова ядра.
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-  Текстурная память. Располагается в DRAM. Использует спе­
циальный текстурный кеш. Выделяется на уровне всей про­
граммы.

Ядро представляет собой функцию в программе, помеченную 
специальным модификатором g l o b a l  :

g l o b a l  v o i d  k e r n e l ( a r g s ) {

i n t  i d x  =  b l o c k i d x . x  *  b l o c k D i m . x  +  t h r e a d i d x . x ;  

i n t  o f f s e t  =  b l o c k D i m . x  *  g r i d D i m . x ;

}

Внутри любой функции, работающей на GPU, то есть вызванной 
из ядра, доступны несколько особых переменньж:

-  d i m 3  g r i d D i m  — размер грида;
-  u i n t 3  b l o c k i d x  — координаты текущего блока внутри грида;
-  d i m 3  b l o c k D i m  — размер блока;
-  u i n t 3  t h r e a d i d x  — коордцнаты текущего треда внутри блока, 

где d i m 3  и u i n t 3  — новые типы данных (по сравнению с типами 
данных языка Си), представляющие собой векторы из трех компо­
нентов.

Запуск ядра осуществляется следуюыщм образом:

k e r n e l « < g r i d ,  b l o c k ,  m e m o r y ,  s t r e a m » >  ( a r g s ) ;

где:
-  d i m 3  g r i d  — размер грида;
-  d i m 3  b l o c k  — размер блока;
-  s i z e _ t  m e m o r y  — количество разделяемой памяти на блок в 

байтах;
-  c u d a s t r e a m _ t  s t r e a m  —  о п и с а н и е  п о т о к а ,  В  к о т о р о м  з а п у с ­

к а е т с я  я д р о .

Последние два аргумента являются необязательными.
В целом разработка программного обеспечения под графические 

процессоры обладает рядом особенностей. Аспекты, о которых можно 
не задумываться при разработке под центральные процессоры, здесь 
требуют особого внимания. Зачастую приходится жертвовать «кра­
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ва, для которьж погрешность интерполяции является приемлемой. 
Третий блок отвечает за разбиение вершин.

В представленном псевдокоде функция cMlds возврагцает список 
всех потомков; is_leaf проверяет, является ли вершина листовой; 
eval_enor вычисляет погрешность интерполяции; build_split разбивает 
верышну на две.

Если рассмотреть алгоритм с точки зрения распараллеливания, то 
одцн шаг алгоритма разбивается на следуюгцие этапы:

1) применение ко всем узлами сеток отображения Ft,
2) вычисление погрешности интерполяции во всех вершинах 

дерева;
3) выполнение удаления и разбиения верышн.
Далее рассматриваются особенности распараллеливания каждого 

из этапов.



2.3.1. Структуры данных
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тись без перебора вариантов разбиения. Однако, с другой стороны, 
при каждом дроблении вместо двух новых вершин создаются сразу 
2” вершин, и зачастую это является неоправданным. Если предпо­
ложить, что соответствующую область пространства действительно 
нужно разбить на 2” частей, чтобы погрешность стала приемлемой, 
то в таком случае в kd-дереве создадутся 2(2"* - l )  новых вершин. 
При использовании равномерных сеток интерполяционньге узльг в 
дочерних вершинах будут полностью дублировать интерполяционньге 
узльг в родительских. По этой прггчгше даже двукратное превышение 
колгшества верггггш несуществегшо отразится на производительнос­
ти. В целом использовагше kd-дерева представляется оптимальггьгм 
вариантом с точки зрения вьгчислительггьгх затрат.

2.3.2. Обновление узлов интерполяционных сеток

Перед этапом распараллелгшаггия необходимо проанализировать, 
какой может быть достгггнут прирост производительности. Первый 
этап алгоритма представляет собой набор полностью независимьгх 
друг от друга задач, которые можно вьшолггятъ параллельно. Если — 
достаточно тяжелая в вычислительном плане функция (например, 
представляет собой решатель ОДУ из нескольких тъгсяч уравнеггий), то 
на ее фоне операнци по работе с деревом несуществеггггьг по трудозат­
ратам, и вопрос об их распараллелгшагггги отпадает. Зачастую в таком 
случае использовагше в лоб технологгш CUDA, когда каждый поток 
вычисляет одну F̂ , является неэффектгшггьгм. Во-первьж, процесс 
вычислеггия F^iy^) в зависимости от может сильно отлгшаться, что 
пргшедет к так назьшаемой дивергеггнци потоков, когда часть потоков 
одного варпа идет по одной ветке вьшислеггий, а часть — по другой. 
Во-вторых, может потребоваться большое колгшество перемегшьгх, 
и, как следствие, произойдет сггиллгшг регистров (часть переменггьгх 
переместится из регистровой памяти в локальггую) и скорость доступа 
упадет в сотни раз. В таком случае технология CUDA используется 
на уровне вычисления одной F̂ .

В случае, когда F̂  не требует значительньж вычислительных ре­
сурсов, например как с дискретной дцнамгшеской системой (когда 
Fk — явно задагшая функция), есть смысл проводить распаралле­
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слой, где для них выполняется оценка погрепшости. Из вариантов 
оставляются наиболее приемлемые, остальные удаляются.

Процесс удаления верппш является менее ресурсозатратным по 
сравнению с разбиением. Для каждой вергиины проверяется, явля­
ются ли ее потомки листьями, в которых погрегиность интерполяции 
меньгие, чем некоторое число. Если это так, то потомки удаляются 
путем выставления флага is_empty, а соответствуюгцая вергиина 
становится листом. Данная операция вьшолняется несколько раз 
для того, чтобы при необходимости удаления целых поддеревьев не 
использовать рекурсию. Процесс останавливается, когда в дереве не 
остается вергиин, подлежагцих удалению. Сверху количество итераций 
ограничено высотой kd-дерева.

В целом при распараллеливании работы с интерполяционной сет­
кой следует учитывать количество содержагцихся в ней узлов. Если 
оно невелико, то распараллеливание на уровне одной вергиины может 
быть неэффективно. Также если все узлы помегцаются в разделяемую 
память, то распараллеливание выполняется одним способом, если 
не помегцаются, то другим. Конкретная реализация зависит от таких 
параметров региаемой задачи, как п, т, р ж

2.4. ОПИСАНИЕ ПРОГРАММНОГО КОМПЛЕКСА

Программный комплекс [62] представляет собой набор библиотек 
на язьпсе C++/CUDA, включаюгцих в себя:

-  Алгоритм адаптивной интерполяции на основе kd-дерева.
-  Модуль подготовки данных для их визуализации.
-  Интервальную арифметику. Интервальные векторы и матрицы.
-  Интервальные методы линейной алгебры.
-  Интервальные и классические методы оптимизагцш.
-  Интервальные методы рядов Тейлора и их модификации.
-  Модель Тейлора.
Программирование под графические процессоры обладает рядом 

специфических особенностей. В частности, при использовании ООП 
становится практически недоступной одна из ключевых его частей, 
а именно полиморфизм. Дело в том, что при копировании объекта 
в память видеокарты все указатели, которые содержатся в таблице
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виртуальных методов, становятся некорректными, и при попытке 
вызвать соответствующие методы возникает ошибка. Поэтому здесь 
повсеместно используются шаблоны.

Далее приведем описание основньж структур и методов, с помоыщю 
которых пользователь может взаимодействовать с kd-деревом.

Данный класс изначально проектировался как интерфейс. Он 
определяет сигнатуру метода, вычисляющего преобразование

c l a s s  1 u p d a t e  { 
p u b l i c :

h o s t  d e v i c e

};

v o i d  u p d a t e ( d o u b l e  *x,
c o n s t  d o u b l e  *x0,  i n t  n) {

Класс-интерфейс действия:

c l a s s  1 a c t i o n  { 
p u b l i c :

v i r t u a l  h o s t

};

v o i d  a c t i o n ( c o n s t  d o u b l e  *x key,
c o n s t  d o u b l e  *x,  i n t  n) = 0;

C помощью конкретной реализации данного интерфейса можно 
«пройтись» по всем узлам интерполяционных сеток, содержащихся 
в kd-дереве, и применить метод action к каждому из них.

Зачастую при моделировании физических динамических систем те 
параметры, которые действительно представляют интерес, выража­
ются через некоторую функцию относительно фазовых переменных. 
Например, при моделировании процесса горения интерес представ­
ляют температура и давление, но в явном виде они в систему ОДУ 
не входят. Для того чтобы для них построить интервальную оценку, 
существует следующий класс-интерфейс:

t e m p l a t e  < i n t  n new > 
c l a s s  1 r e f o r m  { 
p u b l i c :

v i r t u a l  h o s t  v o i d  r e f o r m ( d o u b l e  x new[n new ].
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-  v o i d  e v a l ( d o u b l e  x [ n ] ,  c o n s t  d o u b l e  p [ d i m ] )  — для 
точечных значений интервальных параметров р возвращает 
решение х.

-  v o i d  i n t e r v a l ( d o u b l e  x d [ n ] ,  d o u b l e  x u [ n ] )  —вычисляет 
интервальную оценку решения.

Следующий класс представляет собой обертку над kd-деревом для 
визуализации результатов:

t e m p l a t e  <  i n t  n ,  i n t  d i m ,  i n t o r d e r  >

c l a s s  t  k d  t r e e  w r i t e r  {

p u b l i c :

v o i d  p r i n t  l i n e  ( F I L E  * f p , c o n s t  d o u b l e p O [ d i m ] ,

c o n s t  d o u b l e  p i [ d i m ] , i n t  * p r o j s , i n t  n  p r o j  s ) ;

}

Основная его задача заключается в том, чтобы подготовить 
текстовые файлы с данными для последующего их отображения в 
gnuplot’e. В классе реализовано множество разнообразных методов, 
в частности методы, которые отрисовывают разнообразные сетки, 
строят температурные карты, выполняют проецирование множеств 
на гиперплоскости и т.д. Все иллюстрации в работе выполнены с 
его помощью.

Рис. 36. Проекции вращающегося гиперкуба

Один из базовых методов класса — это print_line. Он соединяет 
прямой линией две точки, р 1 и р2, в пространстве интервальных 
начальных условий. Естественно, в фазовом пространстве, в котором
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cO



��	�	�%����	��������>��	�	���  
�	��	*��	��>A������������������>��  

��	���	�������=c����=Hc�A

%���� �����>���������d���	

Рассмотрим интервальную задачу Коши:

|м ' = /(м),
[м(^) = щ е � �  

где /  : М"* М"* — правая часть системы ОДУ, � �  е Ж"*.
Интервальные методы рядов Тейлора [26, 41, 91] заключаются в 

разбиении исходного периода интегрирования на определенное число 
шагов; при этом каждый шаг интегрирования состоит из двух этапов. 
Первый этап заключается в определении текущего шага интегриро­
вания и априорного интервала \j, гарантированно содержащего еддн- 
ственное решение u{t) для всех t е \jj-i, и Uj_i е u^_i (рис. 42).

На этом этапе часто применяют метод постоянного прибли­
жения первого порядка для автономных задач Коши, который 
заключается в следующем. Если hj и удовлетворяют условию 
Vy = Uy_i + [о, ^y]/(vy) с  уj , то задача Коши имеет единственное 
решение u(t) е для всех t е и Uj_i е .
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МО = mid(Mo), Гд = Ug -мо, 5g *�L � 

€�'  A * ,
U j  =  U j - i + � B�E Y ~ 0 • c D J 1 �?�LJK0}a1�

k=l

� � %&�� � � ' � ( � ) * + , % & � � � �� � -�� � � �
*=1

где Zy — локальная ошибка; — глобальная ошибка:

Г7 = (^7-̂  (87-1̂ 7-1)) 0-1 + (z; -  mid(z,.)).
Bee методьг семейства различаются только способом вьтчисления 

матрицы ƒ3� 
�  Прямой метод Мура: ƒ3�*�L�
�  Метод параллелепипедов (Еижгенраам, Лонер):

� � � �  m i d ( S y _ i 5 ^ _ i ) .

-  QR-метод (Лонер): mid(Sy_i5y_i) = F„��ƒ3� *�F��
Прямой метод Мура никак не компенсирует эффект обертьгвания. 

QR-метод Лонера отличается от метода параллелепипедов тем, что на 
каждом шаге область решения заключается в прямоугольный парал­
лелепипед для более эффективного учета локальной ошибки ẑ .

Огшеанньге вьгше методьг значительно снижают эффект обертьгва- 
ния, особенно в однороддьж линейньгх системах ОДУ с постоянными 
коэффициентами. Однако при интегрировании нелинейньгх систем 
ОДУ эффект обертьшания все равно проявляется, хотя и в меньшей 
мере, и начиная с определенного момента получаемьге оценки реше­
ния становятся чрезмерно большими и неприемлемыми.

Матрица Якоби характеризует деформащно элементарньж обьемов 
пространства. В случае линейной системы ОДУ матрица Якоби посто­
янна и каждьгй элементарньгй обьем области деформируется линейно 
и одинаково, как и в целом вся область. Поэтому область в процессе 
решения остается параллелепипедом. В случае нелинейной системы 
ОДУ матрица Якоби в каждой точке области разная. За счет исполь­
зования интервальной арифметики получается уже интервальная 
матрица Якоби, содержащая в себе все возможньге матрицы во всех 
точках области. При использовании такой матрицы для деформации 
заведомо закладьгвается то, что любой элементарньгй обьем области
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может быть деформирован любой вещественной матрицей Якоби. 
Это в конечном счете и ведет к паразитному эффекту.

В работе [26] были предложены несколько модификаций данных 
методов для снижения эффекта обертывания. Их идея заключается в 
том, чтобы вычислять матрицу Якоби не для всей области, а только 
для некоторой заведомо меньшей части или вообще только в одной 
точке. Использование такого подхода лишает свойства гарантиро­
ванности, но, как показали численные эксперименты, большая часть 
решения все равно содержится в получаемой оценке.

3.1.1. Библиотека AWA

Библиотека AWA [28] разработана на Pascal-XSC в 1994 году 
Р. Лонером для решения ОДУ с гарантированной оценкой погреш­
ности. Данная библиотека представляет собой реализацию QR-метода 
Лонера в качестве второго этапа и метода постоянного приближения 
для проверки существования и едцнственности решения в качестве 
первого этапа [41].

3.1.2. Библиотека VNODE-LP

Библиотека VNODE-LP [31] — это решатель интервальньж систем 
ОДУ, разработанный в 2006 году Н.С. Недялковым на алгоритми­
ческом языке C++. В отличие от традцционных решателей, которые 
вычисляют приблизительные решения, этот решатель доказывает, 
что существует едцнственное решение задачи, а затем строит строгие 
границы, которые гарантированно содержат его.

Библиотека является преемником библиотеки VNODE (Validated 
Numerical ODE), разработанной Н.С. Недялковым. Отличительной 
особенностью данного решателя является то, что он полностью 
посвящен «грамотному программированию». Ерамотное программи­
рование — это стиль написания программ, при котором программа 
рассматривается не как последовательность инструкций для компью­
тера, а как литературное произведение. Таким образом, программист 
при написании программы формально описьшает действия, которые 
он ожидает от компьютера, вставляя в соответствующие места код на
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Пример 3.1 [39]. Вычислим модель Тейлора второго порядка для
Г

2 ’ � �
. Разложим функции в рядэкспоненты и косинуса на х =

Тейлора в окрестности нуля:

=1 + х + ^ х ^  + -^х^е^, cos(x) = 1 -  ^  х^ + -  ̂х  ̂sin(^), 

где х,^ £ X. Получаем следующие модели Тейлора:

( �	) � � *�� ���� X ��� ) + � �������,'�� ���, ' ��� #+	� �� *�� ��� �� �� � ����������� ����� ��

Вьшолним их перемножение:

71(х )Г2(х ) с  W� ����-��� \ x A ( l  - \ x A  + ( l  + x  + \ х ^ � .��������� ��������

1 1+ 1̂1 -  ^х 2 J[-0.035,0.035] + [-0.010, 0.010][-0.035,0.035] с  (1 + х) -  ^х^ -

- ^ х ^  + [0.625,1.625][-0.010, 0.010] + [0.875,1][-0.035,0.035] +

+ [-0.004,0.004] с  1 + X -  [-0.063, 0.063] -  [-0.016, 0.016] + [-0.202, 0.202] =

= 1 + х + [-0.281, 0.281].

В результате получена модель Тейлора для функции cosx, х е х : 

COSX £ 1 + X + [-0.281, 0.281], х £ х .

Решение интервальньж систем ОДУ ищется в виде модели Тейлора 
относительно интервальных начальньж условий. Все арифметические 
действия в методах заменяются соответствующими операциями над 
полиномами, в результате чего в конечный момент времени решение 
представляется в виде полинома относительно интервальньж пара­
метров и некоторого интервального остатка.

Пример 3.2 [39]. Рассмотрим систему ОДУ с интервальными 
начальными условиями:

и '  = V,

v' = и^,
;���������� � � ��(����������� � � �

cg



где 4  £ [-0.05,0.05] и Vq £ [-0.05,0.05]. Выполним два шага методом 
Эйлера с использованием моделей Тейлора 2-го порядка:

и(0.1) = 1 + Wq +(—1 + Vq)0.1 = 0.9+ Wq + 0. Ivq ,

V(O.I) = -1 + Vq + (1 + Mq)̂  0.1 = -0.9 + Vq + 0.2Mq + O.IMq, 

m(0.2) = 0.9 + Mq + O.Ivq + (-0.9 + Vq + 0.2mq + O.Imq )0.1 =

= 0.81 + 1.02mo + 0.2vq + O.OImq , 

v(0.2) = -0.9 + Vq + 0.2mq + O.Imq + (0.9 + Mq + O.Ivq)̂  0.1 =

= -0.819 + 1.018vo + 0.38mq + 0.2mq + O.OOIvq + 0.02voMq.

Уже начиная с третьего шага в процессе вычислений появятся 
степени больше второй, которые будут «уходить» в интервальный 
остаток. Полученное таким способом решение не является гаранти­
рованным, так как оно не учитьшает погрешность метода Эйлера. 
В оригинальном методе происходит аналитическое разложение реше­
ния в ряд Тейлора и вычисление интервальной оценки остаточного 
члена. Поэтому полученное таким способом решение гарантированно 
содержит все решения исходной системы ОДУ.

В целом использование арифметики моделей Тейлора вмес­
то классических интервальных арифметик существенно снижает 
эффект обертывания, особенно при интегрировании нелинейных 
систем ОДУ.

%������ *SPRS 8!&M�IF\k�almnln]o

Библиотека COSY Infinity [42] разрабатывается в Мичиганском 
университете профессором М. Берзом и его командой. Это система 
для проведения различных современных научных вычислений. Она 
состоит из следуюыщх частей:

1. Набор расширенньж и оптимизированньж типов данньж:
-  Дифференциальные алгебраические типы для многомерного 

исследования ОДУ, потоков и дифференциальньж уравнений
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Библиотека FlowStar [45] — это инструмент для достоверного 
моделирования гибридньж дднамических систем с интервальными 
параметрами, разработанный на языке C++, последняя версия — 
2017 года. По значению интервальных параметров, натурального 
числа т и гибридной системы А, которая моделируется гибридным 
автоматом, FlowStar вычисляет конечный набор моделей Тейлора, 
содержащий в себе все состояния А, которые достижимы не более 
чем за т шагов.

Библиотека состоит в основном из двух модулей: вычислительной 
библиотеки и алгоритмов высокого уровня. В первый модуль входят 
реализации интервалов и интервальных арифметик, а также модель 
Тейлора. Во втором модуле реализованы методы, которые использу­
ются в анализе достижимости. Текущая версия FlowStar поддержгшает 
гибридные системы, включаюыще в себя следующие компоненты:

-  Непрерывные динамические системы, которые задаются с 
помощью ОДУ с интервальными начальными условиями и 
параметрами.

-  Условия перехода, которые можно определять в виде системы 
полиномиальньж неравенств.

-  и т.д.

3.2.3. Библиотека FlowStar

3.3. СРАВНЕНИЕ МЕТОДОВ И РЕАЛИЗАЦИИ

Так как рассматриваемые библиотеки не распараллеливаются, их 
сравнение производится с реализацией алгоритма адаптивной интер­
поляции без использования технологии CUDA. Характеристика CPU 
и ОП: Intel(R) Соге(ТМ) 15-4200М CPU @ 2.50GHz, 16 GiB 1600 MHz. 
Для всех библиотек параметры методов задавались одцнаковыми: по­
рядок 18, локальная абсолютная погрешность 10̂ “ (значение остаточ­
ного члена при разложении решения в ряд Тейлора) и начальный шаг 
Aq = 3 X10“̂  . Так как рассматриваемые далее несколько задач взяты 
из работы [43], такой выбор параметров соответствует приведенным 
в этой работе расчетам. Для алгоритма адаптивной интерполяции 
порядок задавался р = 4 и относительная погрешность 10̂ .̂ Интег-
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Таблица 3.2
Сравнение результатов решения системы (3.1) в момент времени Т

Библиотека Время, с X У
Точное решение — fO.816719, 1.2402651 [2.936455, 3.045758]
Алгоритм адаптивной 
интерполяции

0.039 [0.816719, 1.240265] [2.936455, 3.045758]

RiOT 287.5 [0.798904, 1.2402801 [2.933777, 3.054377]
HowStar 158.8 [0.557513,1.470005] [2.869371, 3.113960]
COSY-VI «2.96 [0.816719,1.240265] [2.935927, 3.045759]

На рис. 45 и в табл. 3.3 приведено сравнение решений системы 
(3.1) в момент времени -*  14.56. Здесь наблюдается сильное завы­
шение получаемьж оценок решений.

t =  1 4 . 5 6

X ,  x I O

Рис. 45. Оценки решений системы (3.1) различными библиотеками

Таблица 3.3
Сравнение результатов решения системы (3.1) в момент времени 14.56

Библиотека Время, с X У
Точное решение — [0.581638, 0.911206] [0.182434, 0.186810]
Алгоритм адаптивной 
интерполяции

0.068 [0.581638, 0.911206] [0.182434, 0.186810]

RIOT 903.7 [0.327651, 0.958718] [0.113389, 0.235948]
HowStar 460.4 [0.549449,1.137605] [0.169651, 0.193453]
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t = [11.2, 17.2]

Рис. 49. Сравнение с библиотекой AWA

t = [9.5, 14.5]

Рис. 50. Сравнение с библиотекой RiOT

На рис. 51 показаны интервальные оценки множества решений 
системы (3.2), полученные библиотекой FlowStar. Из всех рассмотрен­
ных библиотек данная библиотека смогла проинтегрировать систему 
ОДУ дальше всех по времени. Начиная i� -�O�dˆ эффект накопления 
локальных ошибок становится существенным, и решения расходятся 
(табл. 3.4 и 3.5). Отметим, что алгоритм адаптивной интерполяции
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