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EINLEITUNG

Die Anwendung von Rechenanlagen auf mathematisch-technische
Probleme wirft die Frage auf, ob die errechneten Ergebnisse
in einem brauchbaren Verhdltnis zum theoretischen Ergebnis
stehen. Tatsd&chlich wird die Konvergenz von Algorithmen in
Riumen untersucht, welche i.a. keine Rechenanlage verwirk-
lichen kann. Um also z. B. die Eigenschaften von Rechenpro-
zessen Uber den reellen Zahlen axiomatisch zu erfassen, ist
eslnctwendig, mathematische R4ume zu definieren, welche die

Eigenschaften sinnvoller Rechner wiederspiegeln.

Einen wesentlichen Schritt in dieser Richtung tat Kulisch
[Kulisch 69], [Kulisch 70], [Kulisch 72], in der abstrakten
Erfassung der Ordnungsstruktur und der algebraischen Struk-
tur, Die entscheidenden Hilfsmittel hierzu sind die Begriffe
fir Rundung und Raster. Die Rundung wird erkldrt als eine
monotone Abbildung eines vollst&dndigen Verbandes A in einen
speziellen vollstdndigen Teilbund B, welcher als Réster be-
zeichnet wird. Kulisch konnte dann ausgehend von algebraischen
Strukturen in A z. B. dem Kdrper der reellen Zahlen entspre-
chende algebraische Strukturen in B herleiten,z. B. die des

Ringoides, welche sich als rundungsinvariant erwiesen.

In dieser Arbeit soll dieses Konzept auf topologische Struk-

turen fortgesetzt werden. Die algebraischen Strukturen in



den oben erwdhnten Rastern zeigen jedoch keine brauchbare Ver-

trdglichkeitseigenschaft mit den Metriken der Originalr&ume,

Es crscheint daher notwendig, fiir solche R&ume eine geeignete
Verallgemeinerung des Begriffes Metrik vorzunehmen. Dabei
werden einerseits die wesentlichen Eigenschaften wie "Drei-
ecksungleichung" und "Abschdtzbarkeit nach oben" erhalten
bleiben, andererseits Vertrdglichkeitseigenschaften mit den
algebraischen Strukturen der oben erwdhnten Raster (z. B,

mit der des Rasterringoides der reellen Zahlen) entstehen.

Diese Verallgemeinerung filhrt zu einem System von "gestdrten
Abstinden", das ein "prémetrisches Feld" genannt wird. Diese:
prémetrischen Felder erlauben schlieRlich eine allgemeine Vor-
wdrts- und Rickwdrtsanalyse der Rundungsfehler unter gleich-
zeitiger Berilicksichtigung des Unterlaufes wie es in speziel-

ler Form von Wilkinson in [Wilkinson 69] durchgefiihrt ist.

Im zweiten Teil dieser Arbeit wird eine Verallgemeinerung

der Intervallrechnung auf sogenannte nichtreguldre Inter-
valle vorgenommen, Der so erweiterte Intervallraum erreicht
dadurch eine h&here algebraische Abgeschlossenheit, erlaubt
eine geschlossene Darstellung des modifizierten Newtonver=-
fahrens [Alefeld 68] und die Anwendung des "verallgemeinerten
Fixpunktsatzes" fur mit Rundungen behaftete Iterationsver-
fahren im Intervallraum, so daf in speziellen Fdllen eine

verbesserte EinschlieBung des Fixpunktes m8glich wira.



;i Symbole, Grundbegriffe und einige grundlegende Sdtze

1. Grundbegriffe des gerundeten Rechnens

In Anlehnung an Kulisch [Kulisch 69], [Kulisch 70], [Kulisch 72]

werden folgende Strukituren und Begriffe eingefilhrt:

Definition 1.1: Sei (M,<) eine geordnete Menge und T & M

eine Teilmenge von M . Flr jedes a € M werde mit
LT(a1:={b|bs'1‘,~.bia} bzw. UTCal:={b|beT/\aib}

die Menge der unteren bzw. oberen Schranken von a in T definiert.

T ist dann ein unteres bzw. oberes Raster von M wenn

(s 1) /\ L@} @ bzw. /\ U a4 2

aeM aeM

(s 2) /\ \/ /\ b < x bzw.
aeM xeL (a) be I..T(al
/\\ /\ -

aeM x-.‘—LT(.a.l

Die Elemente x werden auch mit iCLTCal} bzw. o(UT(a)) be-

zeichnet.

Ist T =zugleich unteres und oberes Raster von M, so wird T

ein Raster genannt.

Da spdter oft mehrere Raster verschiedener Rdume zugleich be-
trachtet werden, soll folgende Schreibweise vereinbart werden:
Ist (M,<) die zugrundegelegte geordnete Menge, so ist qiﬂ
bzw.@?ﬁ unteres bzw. oberes Raster von M und ‘RM Raster

von M.



Folgender Satz gibt ein einfaches Kriterium an, wann eine

Teilmenge ein Raster ist.

Satz 1.2:

a) Eine Teilmenge (RMg) eines vollstdndigen Verbandes (M,<)
ist dann und nur dann ein unteres (bzw. oberes) Raster

von (Mg), wenn gilt:
(S1'). o(M)=o(RM1 (bzw, i(MI=i(R M1l

(s2') (RM,<) ist ein voll- bzw. (RM,<) ist voll-
stdndiger sup-Teilbund stdndiger inf-Teilbund

von (M,<) von (M,<)

b) Eine Teilmenge (RM,<) eines vollstindigen Verbandes (M,<)

ist dann und nur dann ein Raster von (M,<), wenn gilt:
(S1'') o(Mro(RM) i(M)=i(RM) und

(s2'') (RM,<) ist vollstdndiger Teilverband von (M,<)

Bemerkung: Tritt kinftig im Zusammenhang mit einer Menge M
das Symbol RM auf, so wird stillschweigend vor=-
ausgesetzt, daR
a) (M,s) ein geordneter vollstdndiger Verband
b) RM Raster von M ist entsprechend den Aus-

sagen von Satz 1,2



Definition 1.3: Eine Rundung ist eine isotone Abbildung

einer geordneten Menge (M,<) auf ein unteres bzw. oberes

Raster 'R Me M, welche die Eigenschaft (R1) erfillt:

O0: M— M heiBt

(R 1) monoton, wenn

‘//A\\ ///\\\ (a <b == [Ja < []b)

ae M be M

(R 2) optimal, wenn

///ﬂ\\\ Oa = a

a e?er

(R 3) gerichtet, wenn

/\ (Ja <a bzw. /\ Oa > a #

aeM ae M
Dafh zu gegebenem Raster M von M stets eine monotone,
optimale und gerichtete Rundung existiert, die (R 1), (R 2)

und (R 3) erfiillt, besagt folgender Satz:

Satz 1.4: Eine Abbildung & : M —»RM bzw, ¥V : M —RM,



die die Eigenschaft

(R) f/f\\\ pa : = i(LWM(a)) bzw. //A\\ va : = o(UﬂM(aa

ae M ae M

erfliillt, ist eine monotone, optimale nach oben bzw. nach unten

gerichtete Rundung. Sie ist eindeutig bestimmt.

Kulisch betrachtet in [Kulisch 72] beziliglich solcher Rundungen
algebraische Strukturen, etwa Gruppoide und Ringoide. Diese
Strukturen erweisen sich als rundungsinvariant.

In dieser Arbeit werden dariiber hinaus auch Abbildungen be-
trachtet, welche durch arithmetische Operatioconen in einem
Ringoid definiert sind. In vielen Fdllen geniligt zundchst
folgende Beziehung zwischen Originalfunktion iiber M und

Rasterfunktion iber R M.

Definition 1.5:

Ist (M,<) Vollverband, 2 eine Menge von Abbildungen

w: M~>M, (RM,g) Raster von M und
(5" . .
Q := {we af ml R M-> RM} $ @ eine Teilmenge aus @, SO
RN

heift der Operator a : @ -~ i eine Rasterrestringierung einer

Abbildung w € @ beziliglich R M, das heift, es gi¥t



/\ \/ / \ awx:=(alw))(x) ¢ RM

Q u(m)én.xémﬁ

und o(w) ist eindeutig bestimmt.

a heift

~
\ Pt
(A 1) isoton: /\ / \ wX<wy => awX<awy

we 8 X,y €RM

"" .
S
&

(A 2) optimal: /f- \ wx € RM = awX = wX
xeR M

(A 3) gerichtet :/\ wX < awX

x € RM



1)

(A 4)*’ ideal, wenn eine Rundung L ]: M » RM existiert, so

daB

///\\\ ///\\\ awx = [JCwx) gilt.

wefd xeRM

Folgende weitere Begriffe werden aus [Kuliseh ?2] ibernommen,

Definition 1.6:

a) Eine nichtleere Menge R, in der zwei 2-stellige innere
Verkntipfungen, die wir als "Addition" (+) und "Multipli=-
kation" (.) bezeichnen, erkldrt sind, heift ein "Ringoid",

i. Z, (R,+,-), wenn die Axiome (D1) bis (D6) gelten.

(D1) ///n\\\ a+bh=Db+a .

a,b € R
(D2) \/ /“/\ a+o=a .
o € R a e R
(D3) \/ //\ d « @ = & « g4 = a .
e ¢ R\ {o} aeR
&
(Du) //j \\ a+-0=01+1a=0 .

aeR

1)
(A4) gilt z. B, bei arithmetischen Funktionen i. a,
nur, wenn sie hdclistens eine Verknlpfung enthalten.

Vergl, Satz 1.8,



(D5)

(D6)

(e) x+ (a+b)

Es existiert ein Element x € R\{e}, so daB gilt:

(a) » « x = e

(b) ///\\\ x+(a-b)

(x-a) « b a -+ (x-b) .

L]
n

a,beR

X +-a+x+b.

a,beR

Es gibt genau ein Element x ¢ R \ {e}, flir welches

(D5) gilt.

Eine nichtleere Menge R, in aer eine Addition und
eine Multiplikation erkldrt sind, welche die Axiome
(D1) bis (D5) erfiillen, heiBt ein "Semiringoid".
Wir bezeichnen ein Semiringoid ebenfalls durch

das Symbol (R,+,-).

Ein Ringoid (bzw. ein Semiringoid) heiBft kommu-

tativ, wenn gilt
///ﬂ\\\ a*b=5bDb-+a '
a,be R

Ein Ringoid (bzw. ein Semiringoid) heift "Divi-

sionsringoid"” (bzw. "Semidivisionsringoid"), i.Z.

(RyNt,-,/), wenn mit o€ NG R in R eine weitere
2-stellige Verknlpfung, die wir als "Division" (/)
bezeichnen, erkldrt ist, filr welche die Axiome (D7),
(D8} und (D9} gelten,



b)

10

N
: \
(D7) 5 \\ a/e = a ,
a R
(D8) _/'/\ o/a = o ,
a€ RN\N

(D9) Es existiert ein Element x € R\ {e}, welches aufer

dem Axiom (D5) auch noch die Eigenschaft

e
/\ o \ x+«(a/b)=(x-a)/b=a/(x+b)
rd

ae R be R\N

erfillt.

Es sei {(R,+,+} ein Ringoid (bzw. ein Semiringoid) und

(R,<) eine geordnete Menge. (R,+,+,<) heit "geordnetes
Ringoid" (bzw. "geordnetes Semiringoid"), wenn zwischen
der algebraischen Struktur und der Ordnungsstruktur in

R die folgenden Vertrdglichkeitsbedingungen erfiillt sind

(oD1) /\ (a<b '=--» ate<b+e) .

a,byceR

A

(0D2) \ (o<a<b Ac>0 ===:> a.c<b.c Acsa<c:bl ,
g puiplicl ke 22 i
a,b,c €R

Es existiert ein Element xe R\ {e}, welches aufer (D5)

(a),(b),(c) auch die Eigenschaft (0D3) besitzt.

(0D3) ///\\\ (a<b =—>x 9+ b<x+a).

a,beR



11

Ein Element a eines geordneten Ringoides (bzw. geordne-
ten Semiringoides) heiBft "negativ", wenn a < o ist und

"positiv", wenn a > o ist.

Ist (R,*+,+) ein Ringoid (bzw. Semiringoid) und (R,5)
ein vollstdndiger Verband, dann heift (R,+,:,s) ein

"vollstdndiges, geordnetes Ringoid" (bzw. "vollstdndiges,

geordnetes Semiringoid"); ist (R,<) ein vollstdndiger,
linear geordneter Verband, so heift (R,+,+,<) ein
"yollstdndiges, linear geordnetes Ringoid" (bzw.

"vollstdndiges, linear geordnetes Semiringoid").

Ein Divisionsringoid (bzw. Semidivisionsringoid)(R,N+,.,/)
heift ein "geordnetes Divisionsringoid" (bzw. "geordnetes
Semidivisionsringoid"] (R,N,+,.,/,<),wenn (R,+,+,<) ein
geordnetes Ringoid (bzw. geordnetes Semiringoid) ist und

zusdtzlich giltt

(ODkal) /\ /\\ ogagcb Ac>0 =—> oga/egb/c

a,be R ceRN\ N

(OD4b) /\ /\ (ogagbAczo ==> c/azc/bz0)

a,be R\N ceR

Ein geordnetes Divisionsringoid (R,N,+,-,/,<)heiBt ein
"linear geordnetes Divisionsringoid", wenn (R,<) eine

linear geordnete Menge ist und zudem (0D5) erfiillt ist:

(0D5) /\\ (a » 0o == a/a =e) mit N = {o} .

a€ R\ N
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Ist (R,N,+,*,/,5) ein (linear) geordnetes Divisionsringoid
und (R,<) ein vollstdndiger Verband, dann heifit (R,N,+,+,/,3

ein "vollstdndiges (linear) geordnetes Divisionsringoid".

Es sei (Ry+,+) ein Ringoid und .(R,<) eine geordnete

Menge. (R)*+,+,<) heift ein "durchweg isoton geqrdnetes

Ringoid", wenn gilt:

(0D6) (agbAncsd === aecgbed) fir alle oe{+,}

Ein Divisionsringoid (R,N,+,.,/,<) heift ein "durchweg
isoton geordnetes Divisionsringoid", wenn es ein durchweg
isoton geordnetes Ringoid ist mit der zusdtzlichen Eigen-

schaft:

/\ /\ (agbAacsd=—> alc g b/d) .

a,beR c,de RN\ N

Bemerkung:
Es genligt zum Nachweis der Eigenschaft (0D6), daB

(oD6"') ///A\\\ a¢<be==>avcs<bec flir beliebige

a,b,c€R

Verknllpfung o € {+,.,/} gilt.
Dies folgt aus: a < b Ac < d :}(aaciboc N

boCibod) =

acc<bocs be d



13.

Definition 1.7:

Es sei (R,+,+) ein Ringoid, (R,<] ein vollstdndiger Verband
und RR ein symmetrisches (unteres, oberes) Raster von R .

Eine Rundung []: R + WR heift symmetrisch, wenn gilt:

(R4) | (Jt-al = -Ja
a€R

Satz 1.8: Es sei (R,*+,+,<] ein vollstdndiges, linear geord-
netes Ringoid (bzw. (R,{0},*,+,/,<) ein vollstdndiges, linear
geordnetes Divisionsringoid]l mit den ausgezeichneten Elementen

{-e,0,e} und (RR,<) ein symmetrisches Raster von (R,g) mit

der Eigenschaft O,e-e‘?ER sowie [Ji:R — TRR eine optimale,
symmetrische Rundung von R in RR . In RR seien zwei (bzw.
drei) zweistellige innere Verknillpfungen [¢] , o€ {+,}
(bzw. oe (+,+,/}), erkldrt durch die Vorschrift
(V) /\ a @b := OCa o b)L -

a,b ¢ RR

{bzw. zusdtzlich:

/\ a [[] b:=Jcarb) )

a e ®BR be RR \ {0}

Dann ist (RR, , 0 5 <) ein vollstdndiges, linear geord-

netes, optimales Rasterringoid (bzw. ( R, {0} , &1 , [J , 171

<)

ein vollstdndiges, linear geordnetes, optimales Rasterdivisions-
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ringoid) mit den ausgezeirxhneten Elementen {-e,0,e} und es

/\ a @b = 0U-b).

a,be RR

gilt

Ist ferner {R,+,-} kommutativ, so ist auch {%KR, , & 1}

kommutativ.

Bemerkung: Satz 1.8 besagt unter anderem, daf bei Abbildung
eines }inear geordneten Ringoides (bzw. eines linear geordneten
Divisionsringoides) in ein symmetrisches ‘Raster mittels einer
optimalen, symmetrischen Rundung wieder ein linear geordnetes
Ringoid (bzw. ein linear geordnetes Divisiqnsringoid) entsteht. .
C Wir bringen diese Tatsache einfach dadurch zum Ausdruck, daB
wir sagen, ein linear geordnetes Ringoid (bzw. ein linear ge-
ordnetes Divisionsringoid) ist eine rundungsinvariante Struktur

beziiglich einer optimalen, symmetrischen Rundung.

Satz 1.91

Ist (R,N,+,*,/,$) ein vollstdndiges, durchweg isoton geord-
netes Divisionsringoid mit (-e,0,el und (RR,<) ein (symme-
trisches] Raster von (R,s] und -e,0,e € ®R und

O : R —> ®R eine optimale Rundung von R nach PR .
Sind ferner in ‘KR die inneren Yer‘knﬂpfungen ,E],III erkléidrt
vermége a [o] bi= [J]Ca o bl fir o e {+,+,/}, dann ist
CRR,E, FH s B « @ <l mit Ni=N RR ein vollstdndi-

ges, durchweg isoton geordnetes, optimales Rasterdivisions-
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ringoid.

Bew.: Der Beweis zum Nachweis der Eigenschaften (D1),...,(D9)
verlduft genauso wie fir Satz 1.8.. (RR, ¢ BF >3

ist also mindestens ein Rastersemidivisionsringoid.

Die Optimalitdt des Rastersemidivisionsringoid ergibt
sich dadurch, daf® die entsprechenden Eigenschaften (RG1)
(RG2) und (RG3] sich aus (R1) (R2) und (R3) der optima-

len zugrundegelegten Rundung [ ergeben.

(OD6). ergibt sich wie folgt: Fir beliebiges
oe {+, + 4/} und a,b,c € RR und mit a < b ist

stets

a B c= DJCGoecls O Wocl=>b [6 ¢, also gilt
(0D6'L und damit (OD6Y, '

Bemerkung: Ein durchweg isoton geordnetes Divisionsringoid
ist eine rundungsinvariante Struktur beziiglich-

einer optimalen Rundung.

Definition 1.10: Eine geordnete Menge (M,<) heift ein Verband,

wenn gilt:
///A\\\ \\\\¢//’ ci=apnb:= inf {a,b} und
a,be M ce M

"

>
<

aub sup {a,b }.
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Eine geordnete Menge (M,<) heiBt "bedingt vollstdndig", wenn
jede nichtleere, beschrédnkte Teilmenge T < M eine untere und

eine obere Grenze besitzt.

Eine geordnete Menge (M,i) heift "vollsténdig" (oder ein

Vollverband), wenn gilt

(06) Jede nichtleere Teilmenge T & M besitzt eine untere

und eine obere Grenze.

In einem Verband definieren die Symbole m , L1 zweistellige

innere” Verknipfungen. Hierfilr gelten die Regeln:

(L11) /\ amb

=bm a 7
a,be M
i kommutativ
(L12) //\ aub=Dbuwec
a,be M
(L21) ///A\\\ am{bmc)=(am b) m c]
a,b,ece e M

? assoziativ

(L22) / \ auwu(buwuc)=(aw b) v c |



117

(L31) an(aub)
a,b e M

n
1}

> Absorptionsgesetz

(L32) aw (amb)
a,be M

t
[}

In linear geordneten Verbidnden gilt ein Distributivgesetz:

(L) /\\‘ (aub)mrec=(ame) u(bre)

a,b,e g M

Zwischen der Ordnungsrelation und den Verkniipfungen eines Ver-

bandes gelten die folgenden Beziehungen:

(a) ///\\\ (a<b<&<=>»anb=a &< auwub=Db

a,b e M
Vi 3
(b) /- \\ (aib:(/\ ancibnc/\auc::_buc)).
a,be M c e M

Satz 1.11:

In einem linear geordneten Divisionsringoid (Ryt,—,% ,/,M ,u ,3)
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gelten folgende Distributivgesetze:

(a) /\ at(b u c) = (atb) w (atc)

a,b,c ¢ R
PN
(b) // \\ a%¥ (buwce) = (a*Db)uwa v c)
a,b,c € R
a>o
(c) ///A\\ x ¥ (auwub) = (x*a) nx« b)
a,b &€ R-
(4) /\ a *.b o> o~ ——>% e/(au b) = e/a ™me/b,
= e/a e/b

a,be RN N axb <o === e/(awb)

Sdmtliche Aussagen gelten natiirlich auch fir die duale Aussage

durch vertauschen von ™ mit «— .

(e) (a+b) u (c+d) < (aw c) + (b vd)
a,b,c,d € R

Bew. :
Filr (a) und (b) folgt die Behauptung aus (0D1), (OD2) a).

(¢c) Sei o0.B.d.A. a wu b=a, dann ist nach Lemma 1.12 a>b und

nach (OD3) xxa < x*b , also ist x<«am x+*b = x«a =

x % (aub)
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(d) Sei o.B.d.A., wieder a w b=za, also a > b und sei

a) b > o, so folgt aus (0D2) b):

e/a<e/b =—> e/am™ e/b = e/a = e/(auwu b)
g) a>o>b , so folgt
e/a>e/b =—> e/a ue/b=e/a=e/laub)

In entsprechender Weise verifizieren sich die anderen

Fdlle.

(e) Aus agauvc A b;p|4 d folgt a+b < (awe) + (bw d) und
aus c<auc A d<sbud folgt ctd <.(aw ¢) + (buw d) womit

die Behauptung folgt.

Satz 1.12:

In einem durchweg isoton geordneten Divisionsringoid
(RyMy#,=,%,/, m , L, <) wobei (R,<) 1linear geordnet ist,

gilt filr jede Verknlipfung o € {+,-, ¥ ,/}

///ﬁ\\\\ ao (bue) (aob) w(aoc)

a,b,ceée R ao (bne) (a o b) m(aoc)

1]

bei Division
c €& RN N

Bew, :

Sei o.B.d.A. btic = b, so ist b > ¢ und damit nach (0D6):

aob2>aoc ==>(aob)lulaoc)=aob=ao(buwuc),
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Definition 1.13:

Eine Menge M heift ein metrischer Raum (M,p), wenn ein

Funktional o : MxM - R' eine Metrik ist, d. h. p genligt

folgenden Eigenschaften:

/
(M1) //\ 0 (X,y)

X,y € M

(M2) /\ px,y) = ply,x)

X,y € M

(M3) ///ﬂ\\\ p(x,2z) < p(x,y) *+ p(y,2)

X,¥s2 € M

1)

0 <= X = ¥y

Ist (M,<) geordnet, so heift p vertrdglich mit < , wenn

(M4) ///\\\\ X <y <z ===> plX,y) < p(x,2)

XyYsZ2 € M
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2. Grundbegriffe der Intervallrechnung

In diesem Abschnitt sollen nur soviele Eigenschaften der Inter-
vallrechnung aufgefiihrt werden, Wie zum Verstdndnis des Ab-

schnittes III notwendig ist. Genaueres findet man in [Kulisch 69]

[Kulisch 72], [Mayer 68], [Moore 69] und [Herzberger 69].

Definition 2.1:

Ist R die Menge der reellen Zahlen, so ist IR die Menge der
abgeschlossenen Intervalle [a,b] mit den Intervallgrenzen
a,beR und a<b . Insbesondere ist RQUR mit der Verein-

barung, daB. [a,a]=aeR .

Definition 2,2:

Zwei Intervalle A:[al,azj und B=[b1,b2] heifen gleich,
'in Zeichen A=B , genau dann, wenn a1=b1 und a,=b, ist.
Diese Relation in @R ist die Fortsetzung der Aquivalenz-

relation = aus R,

Definition 2.3:

IR ist Teilmenge der Potenzmenge PR und trdgt damit dieselbe
Halbordnung wie PR beziiglich der Inklusion € .

Es gilt:

/\ [a,b] € [e,d] <= cca A b«

G R
G-WR
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Definition 2.4:

_ I l A ist die Hillle einer beliebigen Menge M € PR .,

hM) =y o p e IR

Sie ist das kleinste Intervall, das M gerade noch umschlieft,

genaueres siehe [Herzberger 69].

Definition 2.5:

Die algebraischen Verkniipfungen { +,-,#,/} der reellen Zah-

len R werden auf ganz IR fortgesetzt gemdR:

///A\\\ ///”\\\ AoB:=h({aobla ¢ A A b & BE})

ABe IR o ¢ {+,-,%,/}

wobei im Falle der Division natlirlich. 0 § B sein muf,

Die Hilllenbildung eriibrigt sich, da +,-4# wund / stetige
Operationen (mit Ausnahme der Division filir Intervalle

A 2 0) und Intervalle einfach zusammenhdngende Mengen sind.

Diese Verkniipfungen fihren also nicht aus IR hinaus, je=-

doch Ubertragen sich nicht alle Kdrpereigenschaften der reellen
Zahlen R auf den Intervallraum OIR . Eine Zusammenstellung
der verbleibenden algebraischen Struktur und weitere wichti-

ge Eigenschaften findet man in [Kulisch 72] und hier in Ab-

schnitt III.
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Eine wichtige Folgerung aus Definition 2.5 ist

Satz 2.6:

Die oben angegebenen Intervallverkniipfungen lassen sich dar-

stellen als Verknilpfungen der Intervallgrenzen wie folgt:

(1) [a,b]+[c,d]:=[a+c,b*d]

(2) -[a,b]:=[-b,-a] wund A-B:=A+(-B)

3) [a,b]*[c,d]:=[inf(P),sup(P)] mit P:={ac,ad,bc,bd}
(wY 3/[a,b]s=[2/b,2/a] und A/B:i=A«(1/B} _sofer-no_dn

Zum Beweils, siehe [Kulisch 72].

Definition 2.7:

Folgende spezielle Funktionen IR —— R werden spdter

benutzt:

a) A = A(A) := a([a,D]) := a linke Grenze von A
pA = p(A) := p([a,b]) := B rechte Grenze von A

b) d(A) = d([a,b]) := B-a Durchmesser des Intervalles A
m(A) = m([a,b]) := (a+b)/2 Mittelpunkt des Intervalles A
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3. Abschidtzungssdtze fiir Fixpunkte bei Verwendung raster-

restringierter Abbildungen

Gegeben sei ein vollstdndiger metrischer Raum (M,p) und
linear geordneter Vollverband (M,<) und ein Raster (RM,<)
von M . Terner sei f:M + M eine bezliglich p kontrahieren-

de Abbildung, d.h. f genilige in M der Lipschitzbedingung:

(1) /\ p(F(x),£(y)) < Lo(x,y) A L <1 .

X,ye M

Das Iterationsverfahren

(2) xi+1:=f(xi) fir i > o und beliebiges X, € M

konvergiere gegen den eindeutig bestimmten Fixpunkt

A
x der Gleichung =x=f(x) .

Betrachtet man nun ein zu (2) gehdriges (abgedndertes)

Iterationsverfahren

(3) y;,,i7afly;) fur i>0 und y_ €®R M\ {-p,p) 1

wobei of : ® M » RM eine Rasterfunktion bezliglich
RM ist (Def. 1.5), so ist i,a. of nicht einmal
stetig in M , so daf die Forderung einer Lipschitz-

bedingung der Gestalt (1) nicht m&glich ist.

4 Betreff {-p,p} siehe ABschnitt 4., Eine Aussage, in der

®M\ {-p,p} auftritt, besagt u.,a., daf der Uberlauf
ausgeschlossen sein soll?
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Die nach (3) gebildete Iterationsfolge {yi}i e W
o
braucht daher nicht zu konvergieren und kann i.a.

mehrere Hdufungspunkte besitzen,

Fiir vielé Probleme, u.a. bei solchen der Intervall-
rechnung, ist es von Wichtigkeit, zu wissen, cb bei
gerichteten rasterrestringierten Abbildungen af

in entsprechender Richtung ein Hdufungspunkt von (3)
cberhalb bzw. unterhalb von Q von (2) liegt, so
daf mit diesen eine obere bzw. untere Abschdtzung

A
fir x gegeben ist.

Satz 3.1:

Voraussetzungen:

1.

Sei (M,p,<) ein metrisch vollstdndiger linear geordneter

Vollverband und Metrik p genlige der Eigenschaft (M4).

Sei f:M » M eine der Lipschitzbedingung (1) geniigende
A

Abbildung und sei fiir beliebiges X, € M xeM Fix-

punkt von x = f(x) und Grenzwert der Iterationsfolge

{xi+1 = f(xi)}ic

Nc
Es sei RM endliches diskretes Raster von M und «of
eine Rasterfunktion von f auf RM mit of :RM + RM

und die Restriktion a nath oben gerichtet, d.h. es gelte

(A3) /\ £(x) < of(x) .

X € RM
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4. Die abgednderte Iterationsfolge {y;,, = uf(yi)}

ie N
(o]

sei

fur beliebiges y_ e RM\ {-p,p] so beschaffen, daR sie

nach endlich vielen Schritten N < card(RM) - 2 zyklisch

in einer Zyklusmenge 2 = Z(y ) € WM\ {-p,p} endet. Fur

die Zyklusmenge gilt:

/\ {\/ z = O Ty ) A /\(af)(p)(z) e z}, wobei

z e Z(y_) ke N pe N

(i

) P izar, )PV (0 izta ) P (x))  ist.

A |_ ‘
Behauptung: x und y* 1= z stehen in entsprechen-

N zeg Z
der Ordnungsbeziehung:

" % £ y
X&y » d. h. es existiert ein

¥ A
oberer Hiufungspunkt y € Z &RM, der x

nach oben abschdtzt.

Bew. :

Da (M,<) 1linear geordnet ist, kann nur gelten:

N ¥ A

X 5 yx oder aber y < x .

¥ N :

y < % fiuhrt zu folgendem Widerspruch:

A
Sei y* < x, so gilt wegen den Voraussetzungen 1.,2.,3.

Y.

und
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* ¥ A .
f(y" ) < af(y ) <y < x daraus folgt nach (Mu):

¥a¥
5% ) 4 olifly® Ti%) =

| A

¥ i x A i
p(£Cy ™ ),f(x)) < Lp(y ,x) mit L <1,

A A

also milte p(yf $X) < p(y*_,x) gelten, was flir keinen Abstand
A
P

s § @ ;
3+ 0 zutreffen kann. Somit ist stets <y wie behauptert.

Leider ist Satz 3.1 in dieser Form nicht auf Iterationsverfah-
ren z. B. in Intervallrdumen (IR, %) anyendbar, da (IR, &)
nicht linear geordnet ist. Filr den Fall jedoch, daR die zugrun-
deliegende Abbildung f ordnungsisoton ist, l&Bt sich ein zu

Satz 3.1 dquivalenter Satz formulieren.

Zur Vereinfachung der Schreibweise RM\ {-p,p)} gelte kiinftig
RM':=RM\ {-p,p}.

Satz 3.2:

Voraussetzungen:

1. Sei (M,<) ein Vollverband. =

2, Sei f:M +* M eine Abbildung,

(2.1) die ordnungsisoton ist, d. h.

///A\\\ X £y == f(x) < f(y) , und

X,y € M

(2.2) flir die die Iterationsfolge {X5,4¢ ie N

fiir beliebiges X, € M gegen den eindeutigen

=f(xi)}

; A
Fixpunkt x € M der Gleichung x = f(x) konvergiere,
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3. und 4. seien dieselben Voraussetzungen wie in Satz 3,%,

5. Sei Z(yo) die Zyklusmenge, in der die Folge

=uf(yi)}i ausgehend von Yo € Rw endet;

i >0

Behauptung:

a) Ist y_¢€ ‘RM beliebig, so gilt in jedem Falle
A -
x < infZ(y ) = ¥x € RM .

b) Ist zusitzlieh of isoton, d.h. aus x < y folgt af(x) < «f(y)
und berechnet man ausgghend von yé und yg mit yé < yg
die Zyklusmengen Z(yé) und Z(yg) und sind die Kardinal-

zahlen von Z(yl) und Z(y() teilerfremd, so gilt:

2 < infZly') < supZ(y') < infZly")
- Yol = o’ — o
Bew. :

a) Aus Voraussetzung (2.1) folgt unmittelbar die Beziehung:

X, = f(yo) < af(YO) = ¥y

und aus X; < ¥: fir i < k folgt

Xpeq = f(xk).i f(yk).i aflyy) = vyq -
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Sei flir k > N Yy € Z(yo) , 80 gilt

/NN

z&Z(y) k >

Es existiert also zu beliebigem z & Z(yo) eine Partialfolge

~
{xﬁ?)} { > o,k =N 1 mit demselben Grenzwert x, fir die
] = d =
stets xEZ} £z flir j > o gilt.
J

A
Somit ist fiir beliebiges z € ZCyc} x £ z und daher

|A

infztyo) .

b} Aus yl = ys folgt nach Voraussetzung

- 1 ny = M _ s
y; = ofCy!) < @fCy?) = y§ und allgemein

folgt aus yi; <y; fur 1 <k stets:

1)

’

Ist card(Z(y)) = p, so ist x£?1:= k@) +p * 3
5 ;
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yi+1 = af(yi) < uf(y;) = y£+1 ,» also nach vollstdndiger

Induktion:
;"\.'h
/ ] "
V4 \ yk = yk .
k>o

Sei fr k > N sowohl yi 3 Z(yé) als auch yﬁ € Z(yg)

und sei Z(yl) = {nj,n3, ... ,nt}

und Z(yg) s {n;,ng, - ,n;}, so sind nach Voraussetzung n
und m teilerfremd. Es gilt somit (dies erweist sich nach

spdtestens N + n * m Iterationsschritren]:

/N /N msw e

o<ic<m 0<j<n

Z2(y,) sind untere Schranken fir Z(yg) und Z(yg) sind

obere Schranken fiir Z(yé) . Es gilt daher
supZ(yé) < ian(y;)

o .
und nach a) ist x < 1an(yé) » So daB schlieBlich die Be-

hauptung folgt.

In der Praxis ist es i.a. nicht berechenbar, wann ein Zyklus
auftritt bzw. wie umfangreich die Zyklusmenge wird. Deshalb

ist die Anwendung der obigen Sdtze i.a. nur theoretischer Art.

Der folgende Satz gibt Verfahren an, die ohne Kenntnis einer
Zyklusmenge eine obere Abschdtzung des exakten Fixpunktes X

berechnen.
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Satz 3.3:

Voraussetzungen:

1. und 2. seien dieselben Voraussetzungen wie in Satz 3.2 .

3. af erfiille Uber dem endlichen Raster ‘RM die Bedingung 3.
aus Satz 3.2 und es sei zusdtzlich af ordnungsisoton, d.h.
es gilrt:

////\\\\ X <y = af(x) < af(y) .
X,y €RM

4., Die Folge {yi+1 = af(yi)}i e die den folgenden Aus-
sagen zugrunde liegt, erfiille die Bedingung 4. aus Satz 3.1.
Z(g) € R M' bezeichne die aus dem Startelement ¢ ¢ RM'
entstehende Zyklusmenge dieser Folge,

Behauptung:

a) Das Iterationsverfahren

: A B
Vosq ® af(v;) m v,y 120 und x<v €
i i A
konvergiert gegen einen von abhdngigen Fixpunkt v und
~ ~
es gilt: x <V < infZ(v)) .
b) Das Iterationsverfahren

- - L . 1
ug,, = of) wou, di:xo und beliebigem u_ € RM

konvergiert, falls die Folge {ui}i - nach oben beschrdankt

A
ist, gegen einen von U, abhidngigen Fixpunkt u und es gilt

A
x < infZ(u ) < supZ(u ) s u
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Sei {vi}i > o die Folge des in a) beschriebenen Iterations-

* - A - - - -
verfahrens mit Fixpunkt v, so konvergiert die Nachiteration

A
W = (af(w,) U w) M v, i_{oundwiﬁc(&M

i+1 o

A
gegen den von w_ abhdngigen Fixpunkt w und es gilt:

~ ~ A
X € W=V

Bew. :

al

"
Aus x < v, {folgt nach Voraussetzung 2. und 3.
A . A ) A
x = f4x) < f(v ) <af(v)) A X ¢ Vo _—
A -
X € o.f(v—o) M Vg By SV .
3 A - -

Allgemein folgt aus x < V.t Vo Fly 4 % lgs
~ ~ A
x2 f(x) € £(v,) caf(v.) A xg v, —

- k k i e

A
X

I

uf(vk) P Ve & Mg % Vi < ¥

durch vollstdndige Induktion

~
X <V

<V, &V flir k._l_*_o

k+1 k o
Die Folge it 5 o ist monoton fallend und beschrdnkt und

* .
konvergiert daher gegen den Grenzwert Vv und es gilt

N * :
X <V = 1lim v, .
- k+m k - - -
Da RM endlich ist, gilt sogar nach endlich vielen Schritten

. i
N , dap fir i > N Vg = uf(vi) MoV =V, d.,h. es ist

~
v v

Vozafv¥) v - zugleich Fixpunkt,



33

Ferner folgt aus

vy =af(v) m v, <aflv) =y, und
aus
vy <Yy fir 1<k
Vipp € of(vy) My oveg af(vk) = Yy4qr 9. D
k>o
Sei filr k 2 N
vk=3 und ykc- Z(Vb)' so ist /\ 352,
d. h. 3 £ ian(vO). i€ Z(Vo)
Aus
y, = af(u)) < af(uo) T ﬁl
und allgemein aus .
y; S uy fir i<k foigt
Yis1 © af(yk) < af(uk) Z af(uk) Moo = Uy
und durch vollét&ndige Induktion
¥ie = Wy, fir k >0 .
A
Sei fir k>N 'y, € Z(u)) und u =u {(da u  monoton

wachsend und beschrdnkt, also konvergent), so gilt:
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~ A
///\\\\ Z <u =—> sup Z(uo) <u .

2 & ZCuo)

¥ N
Aus Satz 3.2 a) folgt daher %< infZ(u ) < supZ(uy) < u .

}

N
c) Mit w_< v ist die Folge {w monoton wachsend

o i‘li1 > o

und nach oben beschrdnkt, denn aus

i
- - > - *
af(wl) oW > w, d. h
A * A A
wi=w, v < (af(w) W ow) movEw <V
" . *
{wi}i 5> o 18t daher konvergent gegen ein w < v .,
' 174 : % % ah
Da @R M' endlich folgt wieder w =W < V.

. ) A : . A A A
Nach b) aber ist x < w , womit die Behauptung X < w < V

bewiesen ist.

Bemerkung 3.4:

1. Satz 3.3 ist unmittelbar auf die Intervallrechnung anwendbar.

Die Aussage unter Punkt a) ist nichts Neues, denn dies ist

die libliche EinschliefBungsmethode der Intervallrechnung.

Neu in diesem Zusammenhang dilrften Punkt b) und c) sein.

Die Aussage von b) kdnnte einen Algorithmus liefern zur

Berechnung einer GrobeinschlieRBung, die filir a) notwendige
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Voraussetzung ist. Problem in b) ist, die Beschrdnktheit

der Folge {ui} zu sichern. Die Folge [ui} ist

i>o i>o

fiir genligend feine Raster X M sicher beschrinkt, wenn die

Lipchitzkonstante von f kleiner 1 ist. Dies folgt aus
unel
der Tatsache, daB in einem Vollverband“Banachraum (Ms)mit

Metrik p und Eigenschaft

(MV) ///A\\\ pla 13 b,e) < pla,e) w1 pb,c)

a,b,ce M

fiir eine Iterationsfunktion f mit L < 1 und

///«\\\ p(£(x),f(y)) s Lp(x,y) gilt:

Xyy € M

Die Folge

Ei+1 = f(Ei) (] Ei mit Eo ¢ M ist beschrdnkt im Kreis

A A A
mit Radius p(x,Eo) und Mittelpunkt x , wenn x den Fixpunkt

der Gleichung x = f(x) darstellt.

Dies folgt aus:

A A (MV)
plx,E;,4) = p(f(x), £C(E;) v &) <
< pCER), E(E) W p(X,EQ) <
A LA A
< Lp(x,gi) - D(Xsﬁi) = (L u 1)D(xsEi) s

p(gsgi)
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N A
d. h. ftir i > o ist p(x,8;) < p(x,8,).

Die Aussage unter c¢) liefert offenbar ein Verfahren, durch
Nachiterationen eine gegebene EinschlieBung ¢ eines Fix-
punktes % zu verbesserd. Die Variationsm8glichkeiten wer-
den in dieser Arbeit nicht voll ausdiskutiert. Abschnitt III,6.
v

A
beschrdnkt sich in der Anwendung auf den Fall w_ < X <

2. S4mtliche Uberlegungen gelten aus Symmetriegriinden natiir-
lich auch fiir entsprechend nach unten gerichtete Ordnungs-

beziehungen.

3. Die Metrik q(A,B) = YA - E|| aus Abschnitt III,4. genfigt-

der oben geforderten Eigenschaft (MV), denn es ist

q(A u B,C)

lA uB-TC = nach III,2.u4,(1):

1

[A-TwuB-TCT||] < nach III,4.4(e)

la-T uw B -Cll = q(A,C) u p(B,C).

A

Die Operation U ist in III,2.6 definiert, Sie ist die

Supremumsoperation beziiglich < .
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4. Das Problem des endlichen Rasters (auf Rechenanlagen)

Da die derzeit liblichen Rechenmaschinen stets mit endlichen
Zahlenbereichen rechnen, wdre es unrealistisch, das Problem

des endlichen Rasters zu ignorieren.

Der Usus der meisten Rechenanlagen, in Situationen den Re-
chenprozef einfach abzubrechen, wenn z. B, a[/]o auftritt
oder aff¥]b den Maschinenzahlenbereich {iberschreitet, ist
(vergleiche Abschnitt III) unter Umstdnden sogar stdrend und

fihrt zu umstdndlichen Programmen.

Sicher gerechtfertigt ist, beli Bereichsiiberschreitung eine
Warnung auszugeben, da ab diesem Zei‘téunkt bei ''falschen
Programmen'' mit unendlichen Rundungsfehlern %erechnet wird.,
Der RechenprozefR muB deshalb so fortgesetzt werden, daf die
beim gerundeten Rechnen iUlbliche Struktur erhalten bleibt,
denn dann kann in ''richtigen Programmen'' sinnvoll weiter-
gerechnet werden, Die L&sung dieses Problems kann in den

folgenden Abschnitten nur zum Teil gegeben werden, .

4,1 Vervollstdndigung der reellen Zahlen [R und eine Klasse

von endlichen Rastern in R

Nach Satz 1.2 bzw. nach [Kulisch 7Z] muB notwendig (R,<) zu
einem vollstdndigen Verband gemacht werden, damit ein Teil-
verband TSR zu einem Raster wird, Das 14Rt sich leicht

realisieren durch Einflihrung der uneigentlichen Zahlen
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- und += ., Dann 1ist R :=R U [-=,+w} ein vollstdndiger
Verband. Diese beiden Symbole sind bereits mit bestimmten Be-
deutungen und Vorstellungen verknlipft, so daB es auch im Hin-
blick auf die Realisierung auf Rechenanlagen besser ist, an-

dere Bezeichnungen zu wéhlen,

Da diese beiden Randzahlen auf Rechenanlagen wie eine Art
Puffer bei Bereichsilberschreitung wirken, sollen sie mit -p

und +p gekennzeichnet werden.

Definition und Satz 4.1:

Die Menge RY :=R v{-p,p! ist mit der Festsetzung:

% -
/ \\ -p < a < +p ein vollstdndiger Verband (R*,i).
)

a-€ R

Nun ist aber (R* ,{o},+,¢,/,<) kein Kérper mehr, denn es sind
p-p noch o+p usw. nicht ohne Widerspruch definierbar. Das
bringt aber fiir unsere Absichten keinen Schaden, da zur Auf-
stellung eines Rasterringoides nach Satz 1.8 (ﬂﬁd#,-,/,i)

. Divirvunse
nur ein vollstidndiges, linear geordnetes.Ringoid zu sein braucht.

Satz 4.2:

(R*,{o},+.-,/,1) ist gemdR folgenden Verkniipfungstabellen
Tabelle 4.1, Tabelle 4,2 und Tabelle 4,3 ein vollstdndiges,
linear geordnetes (Divisions-)Ringoid mit den ausgezeichneten

Elementen {-p,-1,0,1,p} .
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beR

Tabelle 4,1

=P

ae&R

P T e

ab

-psign(b)

-psign(a)
P P

-b

psign(b)

o]

b

T

- e e e e

b $o

beR A

Tabelle 4,2

aelR A

a/b

o

-psign(b) e

-p-sign(b) % -e

Tabelle 4,3
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Bew.: Es werden die Eigenschaften der Definition 1.6 nachgeprift:

(D1) Tabelle 4.1 ist symmetrisch beziiglich der Hauptdiagonalen,

also kommutativ
-

(D2) gilt in R und darilberhinaus folgt fiir a=o:

o+p=p o+(-pl=-p

(D3) 1ist nach Tabelle 4,2 aufer in R wie die 1-Zeile und

1-Spalte zeigen auch fir p und -p erfiillt.

(D4) Wie die o-Zeile und o-Spalte zeigt gilt auch diese

Eigenschaft.
(D5) x=-1 erfillt a) xx=1

b) ist in R erfillt und ferner ist:
-p=(-1)(apl=(-a)p=~-p=p(-a)=~p
p=(~2)(a(-pll)=(-a)(-pl=p=(-pl)(-a)=p
-p=(-11(ppl=(-plp=p(-pl=-p
p=(=1)((=plpl=pp=(-p)(~p)=p usw.

“¢) InIR gilt diese Vorzeichenregel und laut
Tabelle 4,1 und 4.2 ist:
-p=(-1)(at+p)==-a-p=-p

p=(-1)(a-pl=-a+p=p
-p=(-1)(p+pl=-p-p=-p

p=(-11(-p-pl=p+p=p

0=(~1)(p~pl=-pt+p=0

(D6) x ist eindeutig bestimmt, das gilt ja in R und x=-p

verletzt a).
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Mit N:={o} folgt fiir die Divisionsringoideigenschaften:
(D7) Mit b=1 zeigt die erste Spalte der Tabelle 4.3, daB

a/1=1 und =-p/1==p und p/1=p
(D8) Wie die o-Zeile zeigt, ist stets o/c=o filr alle ceR®
(D9) 14Rt sich analecg wie in (D5) nachweisen.

Zum Nachweis, da® R® ein geordnetes Ringoid ist, werden

die Eigenschaften aus Definition 1.9 nachgeprift:

(0OD1) ist in |R schon erfiillt und fir die restlichen Elemente

folgt im Vergleich:

cip A ci-p
-psasp ==p -p=-prccatccpresp

cC=p
-pLasp ===p O=-p*pLa+p=psp+p=p

~psasp ===> -p=-p-psa-p=-psp-p=0
(0D2) 1ist ebenfalls in R erfiillt und dariiber hinaus ist:

c>0 A c3p

0<a<p ===» 0=0C<acCs$pc=p

e=p == 0=0p<ap=pspPpP=p

(0D3) gilt in R und mit

-p < a < p==p (-1)(-p)=p=p (-1l)a=-a - (-1)p=-p
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Die Axiome (OD4a) und (OD4b) erfiillen sich wie folgt:

(OD4a) o < a P—> 0 ¢ a/p = 0 = b/p = 0

[ Ral
leg
>
o
v
o]

c<a<p A ¢>o0 r==30c¢<alcgplec=p
(OD4Db) oco<ac<h A Pp>o0o p/a = p> p/b=p>o0
co<as<p A ©C>0 s=3cf/a>c/p=o020
+
(OD5) gilt fiur alle Elemente a € R mit Ausnahme von a = 0 .
Satz 4.3:

%3 ;
Jede Teilmenge RR i={+ a; | 1<i<N \ aif tR+} v {-p,=-1,0,1,p}

von R* ist ein symmetrisches Raster.
Bew.: Die Symmetrie liegt per Definition vor. R’ ist voll-
stdndiger Verband und es ist
(51")  o(¥K ) = -p=o® ) A i(RR ) =p = i(R )
(s2") ("R” ,<) ist vollstdndiger Teilverband von (R ,<)

uns somit folgt die Behauptung nach Satz 1.2,
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Satz 4.4:

Ist eine optimale, symmetrische Rundung []:m* s RR*

gegeben, so gilt nach Satz 1.8, daB mit

(V) /\ /\ a [g b:=0Ca o b)

oe {+,-,%/ } a,beRR

(RR® ,0}, @ , & , B , @ , <) ein vollstindiges,

linear geordnetes Raster-Divisionsringoid darstellt.

Die einzigen kritischen Situationen die das Weiterrechnen
nach Berilicksichtigung u.U. "sinnlos" machen, sind O ¥ (tp) = O
und p=-p =0 . In allen anderen F&llen bleiben die Ergeb-

nisse "sinnvoll”, d. h. das Ergebnis ist +p oder -p .



Ly

KAPITEL II: PRAMETRISCHE UND METRISCHE FELDER

1. Metrik, Norm und Prdmetrik

1.1 Versagen der klassischen Metrik

Ist R die Menge der reellen Zahlen und ®RR é:m ein Raster
der reellen Zahlen, so ist natiirlich mit einer Metrik p Uber
R sowohl (R,p) als auch jede Teilmenge ( RR,p) ein metri-
scher Raum. In der Praxis jedoch treten bei numerischen Prob-
lemen stets algebraische Operationen auf, etwa + und « in IR,
so daR bei Fehlerabschdtzungen stets Abschdtzungen von
p(a+;,a+y) oder plas*x,a*y) bendtigt werden. Dazu werden
meist gewisse Vertrdglichkeitseigenschaften der Metrik o

mit diesen algebraischen Verknlipfungen (hier + und - ) gefor-

" dert.

Ist (M,+,*) eine Menge mit zwei inneren Verknipfungen und
ist (M,p) 1linearer metrischer Raum lber dem Skalarkérper R,
; . + . .

so heift die Metrik p:Mx M+ R (in Fortsetzung von Defi-

nition 1.:13),

(M5) (translationsinvariant)

\
//// \\ platx,aty) = p(x,y)

a,X,Ye M

(M6) (supermetrisch)

o~

//
/ﬁ \\\\ p(u+x,v+y) < p(u,v) + p(x,y)

u,v,x,ye M
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(M7) (homogen bzw. subhomogen)

/\ pOAx,Ay) | = [x]p(x,y)

Definition 1.1:

Ist (R,+,+) Ringoid mit den ausgezeichneten Elementen
{-e,0,e} und p eine Metrik, also (R,p) ein metrischer Raum,

so heift (R,p,*+,*) ein metrisches Ringoid, wenn gilt:

(MR1) A pla+tx,aty) < p(x,y)

azx,y € R

(MR2) /\ plasx,a-y) < p(a,0)plx,y)

a,X,y&R

(MR3) p(e,o0) p(-e,0) = 1
Beispiel: Das Ringoid (R ,+,¢) der reellen Zahlen ist mit
der iblichen homogenen, translationsinvarianten

Metrik p(a,b):=|a-b| ein metrisches Ringoid.
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In metrischen Ringoiden gelten auf Grund der Eigenschaften

(MR1) ,(MR2) ,(MR3) ,(D2),(D3),(D4) und (M3) folgende Beziehungen:
Satz 1.2:
(a) p(x+y,0) < p(x,0) *+ p(y,0)

(b) pla-x,0) < pla,o0) + p(x,0)

(¢) p(-a,0) = pla,o0)
(M3)(D2)
Bew.: (a) p(x+ty,0) < p(x + y,x+t0) + p(xto,0t0) <
) (MR1)
< p(y,0) + p(x,0)
(D4) (MR2)
(b) p(a+*x,0) - plas*x,a+0) < p(a,o0)p(x,0)
(D4) (D3)
(¢) p(=a,o0) = p((-e)+a,(=-e)+0) £
(MR3)
£ p(~e,o0)pla,o) = pla,o0) =

(hR3)
=p((-e):(-a),(~e)+0) ¢« p(~-e,0)p(~a,0) = p(=-a,0) .

In der Praxis sind + und * nicht exakt, sondern, etwa auf

Rechenanlagen approximiert durch abgednderte Verkniipfungen

B und O .

Das Problem, eine geeignete Metrik oder Pseudometrik zu fin-
den, die z, B, das Rasterringoid (RR, ], []) der Gleit-

kommazahlen zu einem metrischen Ringoid nach Definition 1.1
macht, scheint bisher in keiner befriedigenden Weise gel&st

zu sein,
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Folgende Beispiele m&gen veranschaulichen, woran die klassi-

sche Metrik bzw. Pseudometrik im einzelnen scheitert:

Gegeben sei das Ringoid (R* s+,*,<) der reellen Zahlen und
ein Rasterringoid (RR*, (], (], <) der reellen Zahlen. Fer-
ner sei die {lbliche translationsinvariante und homogene Metrik
p(x,y) = |x-y| der reellen Zahlen gegeben, fiir die (MS) undg

(M7) gilt.

Diese Eigenschaften gelten jedoch nicht mehr im Raster=-
ringoid (’R%O R, B y» 3 ,p,<) der Gleitkommazahlen

mit 2 Mantissenstellen zur Basis 10.

Es sei [J:R » %{%0 R* eine optimale Rundung und es gelte

ir o€ {+,
(V) //\ x ] y = [(xoy)
%,y € RER"

Fir beliebiges « € N gilt dann:
o(8.4 « 10" [H 5.2.10%,8.4.107 F] 4.107) =
=|(8.4-10" (8] 5.2.107)-(8,4-10" ] 4,207)| = 2.107 >

>p(5.2-10%,4.10%) = 1.2 - 10", also in Widerspruch zur ge-
wiinschten Eigenschaft (M5),

Wie bei Gleitpunktrechnung zu erwarten, hdngt die Abweichung
sogar vom Exponenten ab, so daB (M5) auch nicht durch einen
einfachen Faktor zu retten wére,

Eine 4ihnliche Abweichung gilt auch fiir die Homogenitdt von p.
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Der Versuch, eine Pseudometrik p nach [Collatz 68] einzu-

+ § puid
fihren, etwa indem man als "MeBraum" statt R den positiven
Teil des entsprechenden Rasterringoides ®R' wdhlt, scheitert

sofort an der Ungliltigkeit der Dreiecksungleichung (M3):
Es ist, im selben Raster wie oben, etwa mit
pla,b):=|a =~ Db|:

p(1.4.10%,16.10%*Y) = |1.4.107 - 16.207"%

16:10™> p(1.4:107,5.7-10") + p(5.7-10%,16-107" 1)

4,3.107 + 15.107*1 = 15.107*3,

Ein anderer Ansatz, wie er in [Schifke 70] vorliegt, ist in-
gsofern noch unbefriedigend, als er die Frage offen 148t,

wie der "Mefraum" K dieser pseudometrischen Limesstruktur
geeignet zu konstruieren ist, so daf zumindest die klassi-

schen Fehlerabschitzungen berechnet werden k&nnen,

Allgemein scheint der Weg illber die klassische Metrik nicht

in der allgemeinen Weise zum Ziel zu fihren,

In den folgenden Abschnitten wird daher ein anderer Weg, im
wesentlichen tber den Begriff der Prdmetrik, beschritten
werden, der schlieBlich in einfacher Weise sowohl die in
[Wilkinson 69] durchgefiihrte Vorwdrtsanalyse als auch die

Riickwdrtsanalyse flir kundungsfehler ermdglicht,
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1.2 Norm und Primetrik

Der klassische Zusammenhang zwischen Norm und Metrik in linearen
R&umen wird hier unwesentlich verallgemeinert durch die Ein-

fuhrung des Begriffes Prdmetrik.

Definition 1.3:

Ist L ein linearer Raum (gegebenenfalls genilige wie z. B.
bei [Hayer 68] auch ein quasilinearer Raum Q) {iber dem Skalar-
krper R , 8o heift ein Funktional n : L » R'

eine Norm, wenn gilt:

(N1) /\ n(x) = 0 e x

x e L

(N2) ///\\\ n(ax) = |a|n(x)

e R
e L

"
o]

a
X

(gegebenenfalls auch mit a e L : n(ax) = n(a)n(x))i)

(N3) ///A\\\ n(x+y) < n(x) + n(y)

X,y € L

Ist zusdtzlich (L,<) geordnet, so heift n ordnungsisoton,

wenn gilt:

(Nu) /\ o<x<y ==s n(x) <nly

X,ye L

Dpjese geringfiligige Verallgemeinerung gilt speziell in (R,-)

und in entsprechenden Ringoiden.
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Definition 1.4:

1st M eine beliebige Menge und (L,<) ein geordneter
linearer (quasilinearer) Raum, so heiBt eine zweistellige
Abbildung p : M x M =+ L. eine Prdmetrik, bzw. (M,p) ist

prédmetrischer Raum, wenn gilt:

/!
(P1) / \ p{x,y) = o e==———s X =Yy

X, ye M
\ s "
(P2) / p(x,y) + ply,x) = o (antisymmetrisch)
- X, y€M
/
(P3) // p(x,z) = p(x,y) + p(y,2),
' X,Y,ZGM

Ist zusdtzlich (M,<) geordnet, so heift p vertrdglich

mit < , wenn gilt

(Py4) /\ "x:yiz == 0<p(y,x)<p(z,x) .

Xy¥sZ2€& M

Ist ferner (M,+,*) ein Ringoid mit den ausgezeichneten Elemen-

ten {-e,o0,e} , so ist (M,p) ein primetrisches Ringoid, wenn
mindestens (P5)(P7) und (P8) der folgenden Eigenschaften gelten

N\
(P5) ,/\ pla+x,aty) = p(x,y) (translationsinvariant)
a,xX,yeM
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(P6) ////\\\\\ p(atx,b+y)

d,b,x,ye M

/\ o
(P7) /// \\\ plasx,a-y)

d;X,ye€M

p(a,b) + p(x,y) (supermetrisch)

p(a,o0) ¥ p(x,y) (hOmogen)1)

(P8) p(e,0) = p(o,=-e) =1 (normiert)

Unter Umstdnden sind natirlich in (P5),(P6) und (P7)

auch Abschdtzungen nach oben mbglich, d.h. statt = darf.< stehen.

Zwischen einer Norm n und einer Pri&metrik p besteht folgen-

der (bekannte) klassische Zusammenhang:

Ist
P n +
Mx M > L > R und )
q + .
MxM » R, so stellt offenbar
q:=nop, d. h. //f\\\ q(x,y):=n(p(x,y))
X, ye M

eine Metrik dar.

2 ¥ : Lx L+ L ist ein geeignetes Produkt. Fiir unsere Problem=-

stellung ist M = L wund somit meist : identisch mit % .,
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Die Eigenschaften (M1),(M2),(M3),(M4) leiten sich aus den
entsprechenden Eigenschaften (P1),(P2),(P3),(N1),(N2) und
(N3) hero

Genauer gilt:
Satz 1.5:
Sind M,L und R’ die R&ume aus Definition 1.3 und 1.4 und ist

p:M x M+ L eine Prdmetrik und

n:L + RY eine isotone Norm, so ist
Q:M x M » RY mit ///\\\ qQ(x,y):=n(p(x,y))
X, yeM

eine Metrik.

Bew.: (M1) folgt aus (P1) und (N1)
(M2) Aus p(x,y) + p(y,x) = 0 =—> da L linear,

(~1) « ply,x) ===>

p(x,y)

n(p(x,y)) = n((-1) + ply,x)) =

(N2) .
= n(p(y,x)) = qly,x)

q(x,y)

(M3) folgt aus der Dreiecksrelation (N3) und (P3)

(My) Ist x <y <z und gilt (P4), so ist
o < p(y,x) < p(z,x) ==s nach (Nh)

q(x,y) = n(p(y,x)) < n(p(z,x)) = q(z,x)
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(M5) folgt aus (PS5)
(M6) folgt aus (P6) und (N3)

(M7) 1Ist die Norm n vertrdglich mit |[+| ¢tn R und mit

p, d.h. ist n(x) = |p(x,0)|, so ist

q(a*x,a*y) = n(p(asx,a-y)) =

(P7)
= n(p(a,0)) p(x,y)) =

(N2)
= |p(a,0) [n(p(x,y)) =

= n(a)q(x,y)

Auf Grund des in Satz 1.5 dargestellten Zusammenhanges stellt
of fenbar die Prdmetrik eine Vorstufe zu einer Metrik dar. Da-
her wurde auch der Name so gewdhlt. Eine Prdmetrik unterschei-
det sich in R von einer Metrik z. B. nur im Vorzeichen. Es
ist dort z. B. p(x,y) = x - y eine Prdmetrik, |x| = n(x)
eine Norm und n(p(x,y)) = |x=-y| ist bekanntlich eine Metrik.
Man k8nnte daher in diesem Zusammenhang die Prémetrik auch

als signierten Abstand bezeichnen,

Die Pridmetrik fand bisher in der Literatur nur selten Anwen-
dung und dann meist nicht in dieser expliziten Form. Eine
Anzahl von Anwendungsm&glichkeiten bringt z. B. Walter in
[Walter SH] und z&hlt dort auch weitere Literatur auf. Walter
verwendet die Primetrik nicht unter diesem Begriff in expli-

ziter Form, benutzt sie aber dazu, die einseitigen Lipchitz-

abschdtzungen aufzustellen um damit verbesserte Fehlerab-

schdtzungen bei A.W.P. zu erlangen,
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Dort ist p(x,y) = x - y eine Prdmetrik und dann ist
p(f(t,z),f(t,z)) < L p(z,z) mit L € R

eine sogenannte einseitige Lipchitzabschdtzung. Bei dieser Art
der Abschdtzung ist natilirlich darauf zu achten, daB p nicht

symmetrisch und vorzeichenabhdngig ist.

Auch im Zusammenhang mit Rundungsfehlern wird sich zeigen, daB
mit Hilfe einer verallgemeinerten Prémetrik, dem pridmetrischen
Feld, bessere und einfachere Fehlerabschdtzungen m&glich sind,
als mit Hilfe einer entsprechenden verallgemeinerten Metrik,

dem metrischen Feld. Das prdmetrische Feld ermdglicht sowohl

die Vorwirtsanalyse als auch die Rickwdrtsanalyse [Wilkinson 69]

von Rundungsfehlern, das metrische Feld jedoch nur noch die
Vorwdrtsanalyse, Dies ist der wesentliche Grund, warum das

pridmetrische Feld im folgenden einen breiten Raum einnimmt.
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Das prédmetrische Feld

In diesem und in den folgenden Abschnitten wird bereits

wesentlicher Gebrauch von den in Kapitel III abgeleiteten

Eigenschaften des erweiterten Intervallraumes [HX  bzw.

Intervallvektorraumes Vdﬁ gemacht.

2.1

Definition des préimetrischen Feldes

Zur Beschreibung des prdmetrischen Feldes wird der Raum an

der quasilinearen Abbildungen lber v IR ben&tigt.

Definition 2.1:

Die Menge

L

t={6 $(X):= (L* X + B mit ({eM_IR, (\ Diagonalmatrix,
n
KeVnIHR

1)
€<O0, 0 < ACl, B €V IR, 0 B}

heift die Menge der guasilinearen Abbildungen von VnER nach

VnIR.

Bemerkung 2.2

1'

Der Begriff "qQuasilineare Abbildung'" ist eine Anlehnung an
den in [Mayer 68] eingefiihrten Begriff des quasilinearen
Raumes VnER . Die Bedeytung der einzelnen Bezeichnungen

sind in Abschnitt III,3. nachzusehen,

1)

Es wird identrifiziert: 0 = ([0,0:1, Yergl. Abschuitt I,2..
€ ist die Einheitsmatrix §;4) identifiziert m:.t([.sij,aij])é M_IR.
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2. Da 0 < A(l und (l Diagonalmatrix, SO besitzt (Ol eine Inverse.

Es ist mit

(= (a 0 a1ET)

412321, 00.4m 1i’3=1,.0.,n

und mit O < AA, . ist nach Abschnitt III.3 und Satz III,2.26
A ™t a0t =Y.

Praktisch und beweistechnisch unterscheiden sich die Fdl-
le (e MnI[lR und (1l = Ae IR formal nicht, wenn man

vereinbart, daB 1/@ :=0"1  ist.

Definition 2.3 (des prédmetrischen Feldes)

.Sei M eine beliebige Menge und '(‘.?nE[lR'IE » &) der n-dimen-
sionale Intervallvektorraum uber dem Ringoid (R* ,+,:) der
reellen Zahlen. Eine Menge 'Lp' von Abbildungen D : M x M ~» Vn[[lR"

heift ein prédmetrisches Feld iiber M bzw, (M,‘L},p) ist ein

Raum mit prdmetrischem Feld, wenn gilt:

(PF1) pe'l} und (M,p) 1ist prémetrischer Raum,

N
(PF2) /\ ;'/ \ D(x,z) = p(x,y) + D(y,z)

De > X, V.2 € M

Ist (M,+,+) Ringoid, (RM, ,» [t ) Rasterringoid von
M mit den ausgezeichneten Elementen {-e,0,e}, (M,p) prime-
trisches Ringoid, so heift R vertrdglich mit dem Ringoid-

Rasterringoid M x R M, wenn gilt:
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/
(PF3) /\ \/ /\ D(a+x,a [*ly)€ D'(a,a)+D'(x,y) -

xe M
DeV} D'ed a,yeRM - D'(0,0)
VAN \/ /“\
Ded D'eV x € M D(a-x,a [7]y) < p(a,0)*
' a,ye RM

* (D'(x,y)-D'(0,0))+D'(0,0)

Je nach Problemsteliung kann folgende zusdtzliche For-

derung gestellt werden:

(PFS5) A} heiBt quasilinear, wenn gilt__

/\ \/ /\ D(x,y) = p(x,0) + ¢(p(o,y))

De ¥ ¢ ¢ & X,yeM

Bemerkungen und Folgerungen 2.4:

(1) Vergleicht man die Eigenschaften eines prdmetrischen Fel-
des 1 mit denen der zugrundegelegten Prémetrik ped ,
so unterscheiden sich beide prinzipiell darin, daR eine

Prdmetrik ein einelementiges prdmetrisches Feld

VW= {p) ist, U4 i.a, dagegen beliebig viele Elemente
enthalten kann. A+ ist also eine Verallgemeinerung einer
Primetrik, denn es ist nach (PF1) pea} , (PF2) eine

entsprechende Verallgemeinerung von (P3), (PF3) von (PS)

und (PFu4) von (P7).

(2) Die Eigenschaft (PFS5) ist nicht unbedingt erforderlich,

wird aber in der Praxis stets erfiillt sein, vor allem
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in den Fdllen, in denen eine Rilckwdrtsanalyse von Run-
dungsfehlern erforderlich ist. Quasilineare primetrische
Felder sind additiv in die beiden Argumente zerlegbar,
so daf eine rechnerische Aufl8sung nach einem Argument

stets m8glich ist. Vergleiche hierzu Abschnitt 2.2.

(3) Aus (P5) (PF2) und (PF3) folgt unmittelbar die Eigenschaft

(PF3%) /\ \/ /\\ D(a+x,b[Hy) & D'(a,b) +

a,xe M —_
D e D'ed b,ye RM + D'(x,y)~D'(0,0)

Es ist D(a+x,b E]y)(Pgup(ai-x,b-fx) + D(b+x,b ] y)

(l—‘?s)p(a,b) + D(b+x,b [l y)

(PES)P(a.b) + D'(b,b) + D'(x,y) - D'(o0,0)

('Piz)n'(a,b) + D'(x,y) - D'(0,0)
(4) Entsprechend folgt aus (P7) (PF2) und (PF4) die Eigen=-

schaft:

(PF4™ )

a)/\ \/ / \ D(a*x,b[ly) ¢ pla,0) » plx,y) +

Dg'l} D'lu'!}" a.xEM ;
b,ye RM p(y,0) * (D'(a,b)-D"(0,0))+D'(0,0)
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b) /\\/ /\ D(a'x’b EY) g P(X,O)‘P(a,b) i

a,xe M e
Ded Dl oy p(b,0) * (D'(x,y)-D'(0,0)) +
D'(o,0)
a) ergibt sich wie folgt:

(PE2)

D(a.x,b [(Jy) pa«.x,a.y) + D(a.y,b [-]y)

(PTIFEW, 2 oypix,y) +

p(y,o0) + (D'(a,b)-D"(0,0)) + D'(o,0)
b) ergibt sich analog aus Symmetriegriinden.,

(5) a) Vermége der Beziehung -a:=(-e):a gilt in Ringoiden

bei Giiltigkeit von (PF4) die Abschitzung:

//n\\ \\\/// ///h\\ D(-x,~-y) ¢ p(-e,o0) * (D'(x,y)-D"(0,0)) +

DeV> D'ed  x,yeM D' (0,0)

und bei Glltigkeit von (PF5) wund (P7) speziell:

//A\\ ///\\\ D(-x,-y)Sp(-e,0) ¥ (D(x,y)-D(o,0)) + D(o,0)
pert

X,ye M

Es ist D(-x,-y) = p(~X,0) + ¢p(0,-y)

(Pz)p(-e,o)p(x,o) + ¢(p(-e,0)p(o,y))
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nach Satz 2.6(4) ¢ p(-e,0)p(x,0)+p(-e,0) %(¢p(0,y¥)-9,0))+¢(0)

p(-e,0) % (p(x,0)+¢p(0,y)=4(0) +4(0)

= p(-e,o0) * (D(x,y))-D(0,0))+D(0,0).

b) Ist (R,N,+,-,/) ein Divisionsringoid, so werden i.a. fol-

gende Eigenschaften gegeben sein:

//A\\ //;\\\ D(1/x,1/y)=D(y,x)/p(x-y,0) und
D e

X,y M\ N
(D9) ///\\\ a/b=a . 1/b und
a,be M
b¢ N
) /\ & I v e Citalnd
a,b €RM
bd N

2.2 Die Vorwdrts- und Riickwdrtsanalyse von Rundungsfehlern mit

Hilfe prédmetrischer Felder

In [Wilkinson 69] wird das Prinzip der Vorwdrts- und Rickwdrts-
analyse von Rundungsfehlern zusammenfassend beschrieben und in
vielen praktischen Problemen angewendet, Hier soll nun gezeigt

werden, wie mit dem Kalklll des prédmetrischen Feldes ein Mechanis-
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mus entwickelt ist, der diese beiden Analysenverfahren erméglicht.

Das Prinzip kann hier nicht in voller Allgemeinheit vorgefihrt
werden, da hierzu eine schdrfere Formulierung des Begriffes
"Algorithmus zur Berechnung einer GrdfRe" notwendig wdre, was
in diesem Rahmen zu weit filhren wilrde und im wesentlichen keinen

Einfluf auf den Kalkiil der prédmetrischen Felder hat.

Der Einfachheit halber m8ge daher angenommen werden, dal aus-
gehend von einem Datensatz Ayseeerdy iber dem Rasterringoid
(RR, & , T ) eines Ringoides (R,+,+) eine Zahl =xe R
mit Hilfe der arithmetischen Grundoperationen + und . des
Ringoides R berechnet werden soll, Es sei also eine arithme-
tische Funktion A : RR" » R gegeben, zusammengesetzt mit
den Verknipfungen + und - des zugrundégelegten Ringoides, Es
ist dann

X := A(al’uol ’an)
zu berechnen.

In der Praxis findet die Berechnung jedoch mit abgednderten
Verknipfungen [+, und [ des Rasterringoides (etwa einer

Rechenanlage [Kulisch 72]) statt.

An Stelle von A liegt nun die abgednderte arithmetische
Funktion oA : QQR“ + RR, die sogenannte Rasterrestriktion

von A der Berechnung zu Grunde. (Vergl. Def. I,1.5) aA
entsteht in diesem Falle aus A indem + und + durch

die entsprechenden Rasterverkniipfungen und [+] ersetzt werden,
Der mit oA Dberechnete Wert

X 1= uA(ai,...,an)
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weicht i.a. vom "exakten" Wert x ab. Diese Abweichung, der so-
genannte Rundungsfehler ist dann von der GrdfRe p(x,Xx) , wenn p

eine geeignete Metrik im Ringoid R ist.

Zur Berechnung der Gréfe p(x,x) gibt es nach Wilkinson zwei
Verfahren, die sogenannten Vorwdrts- und Rickwdrtsanalysen. Sie Lassen
sich nun in Anlehnung an [Wilkinson 69] in einem geeigneten
prédmetrischen Fehﬂl}, das mit dem Ringoid-Rasterringoid

R x RR vertriglich ist, wie folgt beschreiben,

Die Vorwirtsanalyse

berechnet durch sukzessive Anwendung der Eigenschaften (PF1)
bis (PF4) des zugrundegelegten prdmetrischen Feldes eine
arithmetische Funktion B : V IR - Vnﬁﬁ derart, daf die Ab-

gch&tzung
p(x,x) = P(A(ay;...5a ), aAla ,...5a)) ¢
< B(Dl(al,al),bztaz,az), ses b Dn(an,an),
p(ai, o), p(a2,0), SRk p(an,o))
mit D.eV fur i = ;L,_..., n gilt,

Die so berechnete Abschitzung fiir p(x,x) liefert dann nach
Satz 1.5 und nach Lemma III,4,4(f) mit Hilfe der Intervall-

norm || - || die gesuchte Abschitzung

p(x,;) = ’lp(x,-‘i—Jl i IB(III)" .
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Beispiel:

; . ¥ .
Sei x = A(a,b,c) = a * b +c¢c in R zu berechnen mit

a,b,c € RR'. Wird das Ergebnis

x

= oA(a,b,c) = a[Jb[Ec in ®R" berechnet, so ist
p(x,x) = pla » b + c,all]JbHe) ¢
(PF3)

<¢’D'(a « byagb) + D'(e,e) - D'(o0,0) &
(PF3) b(a,0) ¥ (D"(b,b) - D"(0,0)) + D"(0,0) + D'(c,c) - D'(0,0) =

=: B(D'(c,c),D"(b,b),pla,0)).

Die Riickwdrtsanalyse

148t sich wie folgt beschreiben. Statt den tatsdchlichen Run-
dungsfehler ptx,x) zu berechnen, werden (meist in einem ée—
eigneten Zwischenschritt) abgednderte Ausgangsdaten 31,...,3n
gesucht, so daf gilt:

(1) A(El,...,gn) = aA(a seeesa))

Die neuen Daten 31,...,3n sind i.a. nicht eindeutig bestimmt.

Es gentigt, Schranken flir die Abweichung p(gi,ai) fir i =z 1,...,n
anzugeben. Durch zusdtzliche Uberlegungen wird dann auf den Run-
dungsfehler des Endergebnisses geschlossen, (x und X sind in
diesem Zusammenhang nur Zwischenergebnisse!) Das Vorgehen im
zugrundegelegten prémetrischen Feld ﬁ} ist das folgende: Man
gewinnt durch sukzessive Anwendung der Eigenschaften (PF1) bis

(PF4) eine arithmetische Funktion C : VnER - VnER so, daB



64

gilt:
(II) p(A(El,...,En), aAlag,...5a)) €
S cwlta’l,al),...,Dm(a“n,an))
mit Diél} s 3 F s o und © % Clossses®).s

Nach Eigenschaft (P1) der dem prdmetrischen Feld A zu-
grundegelegten Prdmetrik p ist x = y <= p(x,y) = o,
also gilt (I) genau dann, wenn die linke Seite von (II)

Null ist, d.h. es entsteht die (notwendige) Forderung:
- i o
(III) o & C(DI(ai'ai)’ — Dn{an,an))

Da, wie erwdhnt, i.a. keine eindeutige Bestimmung der

3& gefordert ist, geniigen die hinreichenden Bedingungen :

(IV) /\ oS nj(é"i,ai) ;

jzlgs_.a’m

zur Erflillung von (III)i)

. Dies folgt aus der GiUltigkeit
des EinschlieBungssatzes (Satz III,1.2) in VnER fiir
arithmetische Funktionen und der in (II) geforderten

Eigenschaft o € ((0,0,.,..,0) von C ,

13 An dieser Stelle muBR gesichert sein, daB wegen (PF3) und

/"\
(pry) /7 o s D(0,0) gilt, was im Falle der GUltig-
De-

keit von (PF5) mit ¢(o) = B 2 o in an stets gewdhr-

leistet ist.
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I.a. hdngt es nun von der Struktur des prdmetrischen Feldes
ab, wie die Aufldsung in (IV) nach p(Ei,ai) m&glich ist, Ist
jedoch das zugrundegelegte prédmetrische Feld by quasilinear,

d.h. es gilt (PF5):
nicai,ain ='p('5.i,o) + ¢;(ploya;)), so
folgt aus (I V) unmittelbar:
o ¢ p(Ei,o) + ¢;(plo,a;)) fir i=1, ... ,n
und mit p(Ei,o)f' VR das Ergebnis
(V) p(E&,o) S - ¢;(ploya;))  flur i . TR
bzw. mit Hilfe von (P3)

p(gl,ai) = p(o,ai) - ¢i(p(o,ai)

Vergleicht man das Ergebnis mit dem in [Wilkinson 69], so er-

h4lt man im Falle p(x,y):i=x-y mit p(gi,o) = Ei = a,(1+e))
und €51 S & X €49 bzw, €; S Egi1'£i2] = :Ei die Abschdtzung

p(ai,o) =ay c ai(1+Ei).
Aus (V) folgt in diesem Falle

;€ #50a) = (; x g, + 8y

Wie sich spdter zeigen wird, ist Bi 3} o nur bei Beriicksich-
tigung des Unterlaufes, der bei Wilkinson jedoch nicht berilck=-

sichtigt wird, Damit erhdlt man mit B; = o und C?i = (1+E;)
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eine 4quivalente Abschdtzung.

Beispiel:
Sei wieder A(a,b,c) = a * b+ ¢ und

aA(a,b,e) = a [ b ¢ vorgelegt, so folgt
fiir (II) die Beziehung

*
p(a.B+c,a b & c)(Pfé )D'(E-B,a Eb)+D'(&,c)=D'(0,0).

Nach (PF4* ) kann der 1. Summand in folgende zwei Arten abge-

schdtzt werden:

*
a) D'(EB,ap) PR 8%,00p(B,p) +

p(b,0) ¥ (D"(a,a)-D"(0,0)) + D"(0,0)

o
b) D'(3-B,a @) PR BLE,00p(E,a) +

p(a,0) ¥ (D"(b,b)-D"(,0)) + D"(0,0)

zusammenfassend also ergibt sich im Falle a) die Funktion
c,(p(b,b),D"(3,a),D'(C,c)) =
=p('a\',c:a)1::(‘15,13)4*1::(13,0)"IE (D"(d,a)-D"(0,0)+D"(0,0)+D? &,c)-D7 (o,

mit Ca(o,o,o) = 0o, Damit ist (II) erfdllt und
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nach (V) ergeben sich z. B. mit p(x,y) := x - y die Ab-
schdtzungen:

b=b

2 € ¢"(a) wenn D"(3,a) = a3 - ¢"(a) und

T g ¢'() D'(S8,e) = ¢ - ¢'(e)  ist.

Im Falle b) ergibt sich auf entsprechende Weise

= a

< ¢"(b)

ne ogi! p
a}

1]

$le) .

Hier zeigt sich auf natlirliche Weise, daB es gleichgilltig ist,
ob man den Fehler des Produktes a [ b=3a - b a oder b
auflastet. Unter geeigneten zusdtzlichen Voraussetzungen an o

kann diese Unsymmetrie vermieden werden.

Wie die bisherige Untersuchung zeigi, ist die Fehleranalyse
eines arithmetischen Problems nur noch ein einfacher Abschdtz-
algorithmus, wenn in dem betreffenden Raum ein geeignetes
pré@metrisches Feld ¢ mit den Eigenschaften (PF1) bis (PFu4)

gegeben ist.

Die Eigenschaft (PF5) ist nur ein Zusatz fillr den Fall der
Rickwdrtsanalyse, damit eine einfache Aufl®sung in den Argumen=

ten gewdhrleistet ist.

Der folgende Abschnitt widmet sich dem Problem, wie in Ringoiden
und zugehdrigen Rasterringoiaen und gegebener Rundung préimetri-

sche Telder zu konstruieren sind.
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2.3 Konstruktion prédmetrischer Felder

Zur Darstellung und Beschreibung der im Folgenden auftretenden
speziellen primetrischen Felder werden folgende Begriffe und

Eigenschaften bendtigt.

Definition 2.5:

(1) seil 3 der in Definition 2.1 eingefilihrte Raum der quasi-
k]
linearen Abbildungen ¢ : an[[R > VnI[IR . aéfn bezeichne
dann die Menge der durch die Potenzbildung

(k-

¢(k)(X):=¢(¢ e fur Xk > 1, ¢eIn und

+°(x) = x
Uber utn erzeugten Funktionen:!

% . _, (k)
o= {eet ke w oA e L)

‘,8) i ; . Mi ; i
(£ n S) 1ist geordnet mit & gemdR: Mit 4{1’1!’2 & ot‘n’

(p) (q)

(2) Es sei die Funktionenabbildung
) 2‘; -> ,Z_{ " definiert als die Anwendung des Sub~-
distributivgesetzes in IR nach Bemerkung III,2.24 auf
alle Klammerungen, die durch die Potenzbildung ¢(k)t— .,.f;
der arithmetischen Funktion ¢ € ae[n entstanden sind, so
daf alle Klammern aufgel®dst sind und eine Funktion

6¢(k) = 717 € Jn entsteht,
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Formal wirkt also 6 wie folgt:
Sei ¢(X) = = X + B, so ist

:p(k)(X) =@ % (Cl% .....%((l] x X+B)+ ... +B) +B

- — & i e
k=-mal k=-mal

und es ist dann

G¢(k)(X) 1= Gfk)* X + 1

mit m(k) y= Ul(k“j');, (1 fir k >4 A O

Beispiel:
Sei ¢(X) = A ¥ X + B c-.fl, so ist

*
PV =A% ac A x+B) +B) +B el .

Es ist dann

60¢3)(X) = 6{A % (A% (A¥ X +B) +B) +B} =

APy x4 a®Py prawB+B =

= A'% X + B' € in mit
A' := A(S) = A v A x A und B! := A4 A~ B+ A« B+ B,
1)

§ ist nicht trivial, denn in VHER gilt kein Distributiv-

gesetz.
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#
Die Abbildung 6, und die Rdume czn und -Z 7 stehen in folgen-

der Beziehung und haben folgende Eigenschaften:
Satz 2.6:

¥
(1) Es ist jn c;_-&'n und die Ordnungsrelation C_,-_eo von
# n
(-Zn, Q__Uf ) ist dieselbe wie die von (o{n. = )
n

-..cz';lv_
im Teilraum 5 induzierte Ordnungsrelation,

*x
(2) (:Zn, <) und (’fn’ <)1) gind Vollverbdnde und

,Zn =R.Z; ist ein Raster von aéf: ’

¥
(3) ﬁ:jn + 'fn ist eine isotone, optimale und (nach oben)

gerichtete Rundung beziiglich &, d.h. es giltr
e ool
(R1) vy < 1!2 == 64'1 51’2

~ (R2) ws;—in == 8y = ¥

(R3) §
ve s,

(#) /\ $(XHY) € 6CX) + 6(Y) - FCOY

o
n

._.-" \\

| BX X ¥) © X % (6(Y) - FOT) + (o)  b.zw
e L S Y * (4(X) - TOT) + 4(0)

/\ X € $(X)

S
i AN
e.
¢ an X € V IR

5) /\ /\ 601 (ocx)) ¢ 803 ) x)

e -fn X e VIR

1 Der Index bei & wird wegen der Aussage (1) kiinftig weggelassen.
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Bew. :

(1)

(2)

¥
Es ist per Definition ¢(1)e azrn A\ ¢(1) = ¢ € Qf .

Ferner ist per Definition mit ¢ 106,€ “{11 4y <

0:1 g—ﬂri

n

_)¢—__—_'>(¢1 gx ¢ N\ 1:1), d. h.
n

(1) (1)
(*1 =2 ¢9

n
¢ $ e ¢, & ¢ .
1 S e P2 1 = 2
b £

n

Der Raum (an, q;éf ) ist ordnungsisomorph zu dem Produkt-

vaum (L, x <& TR R c,), da <
Lty e RS ey
n-mal

komponenten-

weise definiert ist.

(éfi. Q‘Qf ) ist aber ordnungsisomorph zum
1
(V“R¥“+, <), wobei < komponentenweise iber (R¥+, <) zu

verstehen ist.
Diese Behauptung ergibt sich wie folgt:

= )fl hat die Gestalt ¢(X) = A* X + B mit
1A AN 0OCB.

1 X ¢ IR
und speziell folgt fiir i = 1,2 ¢i(X) = Ai » X + Bi

mit X =0 .
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Ferner folgt fiir g € R

@1(5) ¢2(£) B1 82
(5 iy g e + ==
5 T TR A g = G

und fiir ¢ >+ +p(= + =) A . & A, .

Nun ist mit A. [l—a?, 1+a?] und
i i gt

B und

1
T’
o
=
-

-+
o
(N
—
Hh
[ o]
H
'_l
I
[
-
]

1 2 1 2

1 1 z 2 1 1 2 2

ali.a2 /\a1f—-az/\b1-<—b2 /\blib2

e e

12 1 .2 1 8 1 By s ¥ 4+

(aj, aj, bis D) < (a5, ays by, by) in (VR s B 4

¥ .
(V.R* ', <) ist ein Vollverband, also ist & s Sp) ein
q | 1 ﬂ?;.

Vollverband und schlieRflich wie behauptet an, C;.Z ) ein
Vollverband. 4
(ofn s, &) ist per Definition von & ordnungsisomorph

= W
n -Zn
+

b g

zu (-2”n x N" C;-o) bezliglich des Isomorphismus:

¥

»?fn':‘* R - -fn x IN¥

mit N° :=IN v {»} und

(009P) S (0,59 < > ¢4 =3 ¢, A P24
n

(q)

(p)
=l :
'e[n

¢4
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(%?n,‘g ) ist nach obigem Beweis ein Vollverband ebenso

wie GN*

=

sy <) . Somit ist (an'x N 3 C.o) ein Vollver-

band und damit auch (Qf; » S g )
n

PR
Nun bleibt noch zu zeigen, daB an Teilverband von lfn ist.

Fir das Supremum gilt nach obiger Uberlegung:

SUp *<¢1(P),¢2(q)3 ® SUP (Co45P)s(9,9))
<. -

(Def)

1

( (4.30,)s BU ( ))
SUPQF $199, ﬁN* Psq

n

(supy« (Pyq))
(sup (¢1,¢2))
zén

Speziell fiir p = @ = 1 aber ist

n

SUEXM (¢1,¢2) = su;;f (¢1,¢2) . Dasselbe folgt fir das Infimum.

n n

oy ¥
Somit ist uf " Teilverband von-%f n und es gilt (5;) .

1]

[ 8

—~

('\-
)

~

I

¥
Mir 12 3
n

e
o(xfn )

[-""P sP] auncl

1]
o)
—
S

3
~

n

@ gilt auch (S;)

" —_ £ i 7 ¥
und damit ist £ = JQHf Raster von \'n i
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(3) (R1) Sei y, = ¢1‘P’

¢1£¢2<__:¢1Q¢2 A Pf_Q|

Sei ¢, (X) = C’li * X+ B, fur i=1,2, so gilt:

by ¥y <> (fy UL A ByS

I
o
r
>
o
no
Nal

Nun ist fir beliebiges X & VniIlR

p-1 :
sy (X) = CL, P s x o I, Ba Ot 5 P
V:

(p)

p-1
(p) X 4 ;B | (v)

8¢ (X) ,
o 2 2 2

I{\

s

o]
4

Wegen X & ¢2(q-p)(x) folgt schlieBlich

sv,(X) < 5¢2(p)(¢2(q'P)(X)) =

K5
< 6¢2q(x) = 6¢2(X) , 4also ist

61];1 od 6¢12
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(R2) Nach Definition ist 6( Cl* X + B) = ({*xX + B,

d. h. & ist auf -an wirkungslos.

(R3) ist eine unmittelbare Folge des Subdistributivge=-

setzes in VnER

nach Bemerkung III,2.24 wund

des EinschlieBungssatzes Satz III,1.2.

(%) Sei ¢ & ;f ny S° ist

s(X +Y) = AX (X +Y)

CAXX +HA¥

Ax X + A x

(A x X + B)

$(X) + ¢(Y)

(X % Y)

AN X x Y +

X 3 (A v Y)

-+

KO

B

+

B <
+ B =
+ B =
(A*Y +B) -8B =

X # (¢(Y) = 3(0))+ ¢(0) . -

Die Inklusionsisotonie gilt fir arithmetische

Q_!'l
Funktion in VnER .

Es folgt daher

mit £ < (U e X S (;I*X und schlieBlich

mit 0 & B > X

<

-

Clé ¥+ B = 4(X) .
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. 5 i
) sV = aPx (dvx+m s 1aMe s ¢
v=0
. i=1
QC{_(:HU% X+C((l)'ﬁ B+ a(v)*B_
V=0
(i+1) i (v) (i+1)
= (1 1 ¥ X + E C‘{_ B = &¢ (x>
v=0

Definition 2.7:

(1) Ein prdmetrisches Feld heifit vertrdglich mit einem Ringoid

(Ry+,.), wenn

(1.1) (R, ,p) ein Raum mit prdmetrischem Feld ist und

! /
F
(1.2) (PF31) / \ /% D(atx,aty) ¢ D(a,a) +

; \

C i YT '
DeV 2,%,Y¢ R 4 p(x,y) - D(o,0)

(PFui)x// \\ ﬁ  "\ D(a.x,a.y) € p(a,o)«

¢ Y
D ¢ a,x,y¢R *(D(x,y)-D{675I*#D(0,0))

gilt.

(2) Ein prametrisches Feld \“ heiBt rechtsvertrdglich mit einem

Rasterringoid (‘RR, [+] , [ ) beziliglich eines Ringoides

(R,+,:), wenn gilt:

(2.1 (R,i&,p) ist ein Raum mit prdmetrischem Feld

(2.2) (PF32) . \ \ - Dla,x[{iy) < D'(a,x+y)
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oy /NN /N

D e D'er> aeR D(a,x[]y) € D'(a,x - y)
X,ye ® R

¢

(3) Ein prédmetrisches Feld U heift rechtsvertrdglich mit einer

Rundung [J: R » RR, wenn

(3.1) LR, 'UL,p) ein Raum mit prdmetrischem Feld ist und

(3,2) (PF8) /\ \ / % D(x,ly) € D'(x,y) gilt.

D't X,ye R

Folgendes Lemma zeigt nun den Zusammenhang zwischen der Rechtsver-
trdglichkeit von prédmetrischen Feldern mit einer Rundung und der

Rechtsvertrdglichkeit mit einem geeignefen Rasterringoid.

Lemma 2.8:

Ist (R,+,«) Ringoid, (RR, (&1 , [J ) Rasterringoid,

[ : R+ RR eine Rundung und gilt

/-\\
/ \ o N a [ b= ob),
o € {+, a,be RR

so ist jedes mit der Rundung I} rechtsvertrdgliches prime-
trisches Feld stets auch rechtsvertrdglich mit dem Raster-
ringoid (RR, [ , [ ), d. h. in der Nummerung von

Definition 2.7:

Aus (3) und (V) folgt (2).
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Bew,: Seien a ¢ R, %,y ¢ RR beliebig, so folgt:

vy

(

(PF32) D(a,x [H y) Pla, [Jix:+ ) S

(Péﬁ)D'(a,x +y) mit D'e S

Vv
(PF42) DCa,(x [ y)) ) D(a, O(x + y)) <

(PF‘B:) D'(a,x - y) mit D'eﬂ} s
Satz 2.9:

Ist (R,+,*) Ringoid, (RR, , 1 ) Rasterringoid von

(R,+,-) und gilt mit der Rundung. [Jj: R - R R die Beziehung:

(V) /\ \/ a [ b= [J(aob),

o ¢ {+,} a,b €¢RR

und ist 1)‘ vertrdglich mit dem Ringoid R und rechtsver-
trdglich mit der Rundung [] , so ist 'Lﬂ' ein mit dem
Ringoid = Rasterringoid R x R R vertrdgliches prdmetri-
sches Feld, d.h, es gilt (PF3), (PF4) und insbesondere
(PF31) ,(PF32),(PF41) und (PF42),

Bew, : Nach Voraussetzung gelten die Voraussetzungen des
Lemmas 2.8, so daR b rechtsvertriglich mit (RR[H,SD

bezliglich (R,+,+) ist, Somit gelten (PF32) und (PFu2).
Flr beliebige x € R, a,y ¢ RR folgt daher:

(PF3) D(a + x, a y) (PF&Z) D'(a + x,a +y) <

(Pl-"{a;l) D'(a,a)+D'(x,y)=-D'(0,0)
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(PF4) D(a - x,a [ y) (P§£2) D'(a *» x,a * y) &

(Pﬁéi) p(a,o) *» (D' (x,y) - D'(0,0))+D'(0,0)

Nach diesen vorbereitenden Sdtzen kSnnen nun einfache Kriterien
aufgestellt werden, unter denen stets ein quasilineares prdme-
trisches Feld leicht angebbar ist, das zugleich vertrdglich mit

dem zugrundegelegten Ringoid - Rasterringoid ist.

Definition 2.10:

Ist (M,p) prédmetrischer Raum mit Prédmetrik p : M x M » VHER,
(RM,< ) Raster von (M, <) und [J: M +» R M eine Rundung,

so heift [] quasilinear isoton beschrdnkt beziiglich einem vor-

gegebenen Element 0O € M, wenn eine Funktion ¢ € afn existiert,

mit

(R6) /\ p0, Oy) < ¢p(a,y)

ye M

Der folgende Satz gibt nun konstruktiv an, wie in Ringoiden -
Rasterringoiden unter der Bedingung (V) und (R6) stets ein

prédmetrisches Feld zu erhalten ist:

Satz 2.11:

Ist (Ry + , * , Py <) prdmetrisches Ringoid,

(R R, » [£] » <) Rasterringoid von R mit

k) ’,‘
(V) / N\ /S N\ a@b= Ctaob

o€ {+,+} a,b€RR
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und den ausgezeichneten Elementen {-e,?,e} und ist die

Rundung

[1 : R~ RR quasilinear isoton beschrdnkt nach (R6)
bezliglich © ¢ R und ¢ € Qf n?
so ist

(i)

*
(19’ t= IDilDi(X,Y} 1= p(x,0) + §¢ pO,y) A ie INQ}

ein quasilineares prédmetrisches Feld, das mit dem Ringoid =

Rasterringoid R x R R vertrdglich ist,

Es gelteﬁ zusammenfassend folgende Eigenschaften;
(PF1) p e~

(PF2) Di(x,z) = p(x,y) + Di(y,z)

(PF3) Di(a + xy a [H y) Q;Di+1(a,a) + Di+1(x,y) - W (G0

i+1
(PF¥) D (a-x,a[Hy) € p(a,0) ¥ (D;,,(x,y) - D, (6,00)+ D, ,(0,0)
(i)

(PFS)  Dy(x,y) = p(x,0) + 68 plo,y) , (s8¢ & )

(PF6) Di(x,[:]y) S D, ,,(x,y)

Bemerkung:

Dariiber hinaus gelten natirlich nach Bemerkung 2.4 die Eigen-
schaften (PF3¥ )s (PF4 ©) und nach Satz 2.9 die Eigenschaften
(PF31),(PF32),(PF41) und (PF42),
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Bew.:

*
(PF1) p e‘éL mit i = o und (R,p) dist nach Voraus-

setzung prdmetrischer Raum.

(1)

(PF2) Di(x,z) p(x,0) + &8¢ p(o,z) = nach (P3)

p(x,y) + p(y,o0) + 6¢(i)p(o,z) =

pix,y) + Di(y,z) .

Zum Nachweis der Vertrédglichkeit mit dem Ringoid - Rasterringoid
geniigt es nach Satz 2.9, die in Definition 2.7 eingefiihrten

Eigenschaften (PF31), (PF41) und (PF6) nachzuweisen.
Es gilt (mit y, = so'Pe ¥ ):

(PF31) Di(a + x,a + y) = pla + x,0) + ¢ip(o,a+y) =
nach Bemerkung (2) zu Definition 1.4:

= pla,o) + p(x,0) + wi(p(o,a) + plo,y))

nach Satz 2.6(4)¢c p(a,O) + p(x,0) +
¢i(p(o,a)) + ¢i(p(o,y)) - wi(05-=
= Di(a,a) + Di(x,y) - Dilo,oS

(PF41) Di(a « Xsa » y) = pla + x,0) + ¢ip(o,a v y) =
nach Bemerkung (2) zu Definition 1.4
= p(a,o0)p(x,0) + y.(pla,0)plo,y)
nach Satz 2,6(u)< p(a,olp(x,0) +
pla,0) * (y.(plo,y)} = y:(0T) + y. (o)
1) i 3 i
= pla,0)(p(x,01 + y.(plo,y)) - ¢i(o)) + ¢i(o)

= pla,0) (D;(x,y) - ﬁiZo,oj) + D; (0,0)

i} Fiir o« ¢ Ry, A,B ¢ VnER gilt a(A+B) = o x A + ao* B

(Semidistributivgesetz in [Kulisch 69])
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(PF6) D (x, (0 y) = p(x,0) + 501 p0, Oy

(R6) .
¢ p(x,0) + 66 2 (o(plo,y))

Satz 2.6(5) .
¢ p(x,0) + 6¢(l+1)p(o,y) =

= Di+1(x,y)

o
(PFS5) ’l} ist quasilinear per Definition, denn es ist

6¢(1)e.fn una es ist

(i)

Di(x,y) = p(x,y) + &¢ p(o,y) .

. X
2,4 Einige spezielle primetrische Felder in VnER" an'ka’R

und Anwendungsbeispiele bei der Rurdungsfehleranalyse

2.4.1 Prdmetrische Felder {ber IR* X ?}?IR'

Die reellen Zahlen [R bilden einen Kérper beziig.ich + und -
Nach verbandstheoretischer Vervollstdndigung nach I.4 ist R*

ein Ringoid.

Ferner ist p(x,y) X = y eine Prdmetrik, denn es gilt fir

a,b,x,y,2 € R

..

(P1) X -y

"
(o]
A

|

|

]
v
]
n
<

(P2) X =y +y=X=0
(P3) X =2 =X=-y+y~-2z

(P4) x<y=<z - > 0 <y =X<2z=X
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x ty 3’st#”PiP

n

(P5) a + x

(a + vy)

(P6) a + (bt+ty)=a-b+x-y a,b,X,y$-p,p

"
]

(P7) a-x-a-y a -+ (x=y)=(a-0)(x=-y) a,x,y$-D,D

(PB) 1 - o

o - (=1) =1

Es ist also (R +P) ein prdmetrisches Ringoid mit

p(x,0) = x und plo,y) = -y .

Zur Erfiillung der weiteren Voraussetzungen von Satz 2.11 mdgen
sich die folgenden Betrachtungen nur auf die am h&ufigsten reali-
sierten Raster der Gleitkommazahlen ?RER* kBasis be N und =
Mantissenstellen) und das Raster der Festkommazahlen FTRERf

beschrdnken,

Der Einfachheit halber wird der Uberlauf nicht beriicksichtigt,
d.h. die Forderung (R6) an die Rundung wird nur fir die
Punkte |y| < p gefordert. Aus diesem Grunde kdnnen die betrach-

teten Raster als unbeschrdnkt angenommen werden,

2.4,.1.1 Das Gleitkommazahlenraster QRER* und zugehdrige Rundungen

Definition 3.1: JR:R* ist Gleitkommazahlenraster der reellen

Zahlen mit der Darstellung:

¢ wobeime Z wund |m| € b' - 1 und 1 ist
X =mb

& QQTR- Stellenzahl der Mantisse m und t € Z ist
® b Exponent der Basis be N .
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Die oben definierten Gleitkommazahlen haben folgende Eigen-

schaften:
- ’J\’IR" ist abzdhlbar

- 32:&“ ist beziiglich der natiirlichen Ordnungsrelation linear

geordnet
& 32:m¥ ist ein symmetrisches Raster([Ku;isch 72]).

Die tblichen Rundungen [J]: R +R(R" lassen sich in folgender

Weise beschreiben:

Seienr \: R ~» '-RI[R‘ bzw. AN: R+ R ER“ die nach unten
bzw. nach oben gerichteten Rundungen wie sie in [Kuliseh 72]

definiert sind gemdfR:

/\ T x 1= i) baw. /\ AX iz o (x)

x ¢ R xe R

Zur Bezeichnung vergleiche Abschnitt I,1.

Damit kann folgende Zwischenstellenfunktion definiert werden:
u sei eine flir die vorgesehene Rundung fest vorgegebene ganze

Zahl mit o < y < b, so ist

/\ M(x) 2= -‘M—xu + Ix .
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Dann lassen sich die iliblichen monotonen optimalen Rundungen

C

p: R ~>R ER mit

/, [V x fir alle x ¢ [T?x, M(x)l
7N G (x) =4

N

x € R A . A x  fir alle x  [M(x), A x]

darstellen. Es ist unerheblich, ob die speziellen Zahlen M(x)

selbst nach unten oder nach oben gerundet werden,
Wie man leicht verifizieren kann gilt speziell:
[JO(X) = A x und | b(x) = ¥R .

Die Eigenschaften der oben definierten Rundungen sind in
[Kulisch 72] nachgewiesen mit (R1) Monotonie, (R2) Optimalitdt
und der folgende Satz 2.15 wird zeigen, daB sie auch die Eigen-

schaft der quasilinearen isotonen Beschrdnktheit (R6) besitzen.

Da kiinftig stets auch der Unterlauf berilicksichtigt werden scll,

mége folgender allgemeine Unterlauf angenommen sein:

Definition 2.1u:

Die Rundung [ju 0 ist eine optimale Rundung mit Unterlauf
3

bezliglich des Unterlaufintervallées
+ ;
0 = [—B,G ], b e R, wenn gilt:

L5 (%) fiir X e R\ 0
U

] (x) =

H,0 !
L we Q< [-m,m] fiilr xe o und

m = kleinste positive Maschinen-

N = 17}
zahl und [:_lu’e(w) w,

—ﬂ-



86

Lemma 2.15:

Im symmetrischen Raster ’R;R‘ gilk:

U, -x = - Y]

xe R b=y
/“\\

2/ [, o =-U, o
xe R

Bew, :
Zundchst mdge gezeigt werden, daB fiir

Mu{x) = (A% - vx)ﬁ + Ux  gilt:

Mu(—x) = —Mb_u(x)

Es ist

M (-x) = (A(=%) = V(-x))E + v(-x) =
M b

[Kulisch 72]
= (-vx + Ax)% - A%

_ = VXu + Axp - Axb
- b

+

(Vvx - ¥x)

_ = 9x{ uy=-b) + ax(y - b) _

1"
1
——
~
=
b
1
-
=
S
'—JI
i
-
t
1
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Damit folgt fir (1):

[ v(-x%) fir -

lT\

[v(-x},Mu(—x)]

— u(-x}

L A(-x%) fir -X € [Mu(-x), &(-x)]

- A% fur X € [Mb_u(x), ax)
- Ux fir x e [vx, Mb-u(x)]
= =D 60

(2) folgt auf Grund der Symmetrie von R, o, Q:

0,0 fir x¢ R\ O

Uu,g("‘)

-Db (x) filr % e RN @O
-y

- we flir Xe 0O

"

- Db-u,G(X)
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Satz 2.16:

Die in Definition 2.14 gegebenen Rundungen sind quasilinear

isoton beschrd&nkt nach (R6) beziiglich der Prédmetrik

p(x,y) := x =y in RY .

Es gilt insbesondere:

/\ p(o, O 5 E)X) s {f}(& p(o,x) + B mit
3

x e R

1-1
AT [O:BT ] mit K := [y m (b-y),u u(b-y)]
1+ Kb

und

B := (h}-(«e+n=u,_f()¥—e+u

Bew. :

Zum Beweis wird zundchst die Rundung E]u = Eju o (ohne Eeriicksich-
. ?

tigung des Unterlaufes) abgeschdtzt durch eine Ober- und Unter-

gerade., Siehe Abbildung 2.1,

Mit a;»a, € Ry, a, < a soll gelten:

1 2

7 \\\ a,x < [] (x) < ax A N\ a,*x < |} (x) < a,x
+ - " gl
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oder unter Ausnutzﬁng der Intervallarithmetik:

/\ Dulx) < I:a,l,az] « x .

xe R

Auf Grund von Lemma 2.15 genligt es zundchst, fir positive x

eine Abschdtzung zu finden:

/\ Du(X)Q au* X wit (e IR
x€ R :

Zur Konstruktion dieser Abschdtzung definiere fiir ye ?}2 ;R'
v(y) den Nachfolger von y mit y < v(y) und y ist
unmittelbarer Nachbar von v(y) bezlglich der Ordnungs-

relation in R , Es ist z, B,

5

w(bt) s pF & pE-TH

= bt(1epd™Ty
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(e e B3 o
A
R yZ
(b )=24 //T /ﬂ
£ // |
e /j// ‘,*!,
/ / i
t+1_ S |

,_/T

* |

t L

VB )E12 be w o w = ___,-"7LJ d
A1 |

4 |

|

I

|

I

|

I

I

|

!

|

1

I
|
|
P | |
/.I’ I
4 /L——u | | |
3 r — | ' ! |
s
2 r ”ﬁ% |
f b |
.L¢;_J_. T ! ! L 1 s
2 3 4 6 8 12 16 24 xR
t

" M(g,) v(bh) pi*? MCE,) v(pt*l)

Abb, 2.1

(Fir die Zeichnung gilt speziell: b = 2, v = 2, p = b/2 = 1,

also R2R = {...,10,11,100,110,1000,1100,10 000,11 000,,,,,}(dual)

= {-94,2 ,3 ’ 4 ’ 6 ’ 8 , 12 » 16 » 24 ’l.so}(dEZimal)

womit schlieBlich die Steigungen a, = 4/5 und a, = 6/5 berech-

net werden.)
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Die fiir die Abschdtzung kritischen Stellen liegen, wie die
Abbildung 2.1 zeigt, in den Sprungstellen M(x) . Eine wei-
tere Betrachtung zeigt, daf unter den Sprungstellen diejenigen
ausschlaggebend sind, die im Intervall [bt, u(bt)] liegen.
Berechnet man, wie in der Abbildung gezeigt, die Steigung

der Obergeraden:

T t-1
. y(b) - v(b ) ; t-1 t-1
a2 = M(Ez) = M(El) mit 51 & I:b 5 v(b )] und
g, € [B° , vdD] ist
t 15
_w(b™) = b 1

= b- + b""" und entsprechend ist

= pt-1 t-1-1  _omit echlieBlich

=
~
Cai
=
g
]

+ b

. pfa + p* ) - s b7,
- BCT ¥ B Ry & br-tcd 4 ub )

il o DL S WO WD
bt 1(b-1)(1 + wb7) 1 4+ yb °©

folgt.

az(t) = a, ist vom Exponenten unabhdngig, d.h, die Steigung ist

ftir alle t gleich und es ist daher fir x ¢ R+

E X ¢ a.x = 1_:-—b—1:rx
H - 2 1 + b-T
u
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In entsprechender Weise folgt fir a, (siehe Abbildung 2.1):

b w _ pt=1¢p-1) 1

a - e = =

Tomg) - M) BTTRO-1@ + ubTT 14 T

und damit fir x ¢ R+

Damit ist fir x e [R+ die Abschdtzung
1 + [o,b¥"T]
1+ yb "

(%) E]u(x) g [ai,az]u % %X = O(ux X = ¥ X

Zewonnen.

- +
Fiir =-x¢ R ist xe R und so folgt nach Lemma 2.15 und

nach ( ¥ ) die Abschdtzung:

ij(-x) = - Db_p_(x) c - (X by ¥ %) = C{b_p* (-%) .

Soll also ein Intervall O gesucht werden, filir das gilt:
//A\\ 0,0 ¢ ({xx , so folgt fir
x «R

x2>20: (. +*«x & (A*x und fir

%10 ¥ ﬁb-p‘x < (tex .
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Diese Bedingungen sind &dquivalent mit

o ® A Wy 5H

und nach Satz III,2.u42 (3) und (6) gilt dies sicher fir

X e C(u.u 6{P_u S

Nach (%) ist dann

T

3 s
0(=1+[o,b111u1+[o,n ]
1+ b " "1 + (b-w)b |

Satz III,2.4u4(1)
= (1 + [0,bY "D # {1/(141p™ ") u 1/(214(b=-w)d” D)}

Satz III,2.u44(3)

1
(1+pb~ ") W (14(b=u)b™ ")

= (1+[0,b3" "«

Satz III,2.u4u4(1)

= (1 + [o,bl-T])* - L —
1+ Cuyu (b=-u))b~ T :

Nach Definition III,2,41 ist

pwu (b-y) = [um tb=p), pulb-p)] =: K,

Damit ist fiir x ¢ R
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Soll nun der Fall des Unterlaufes miteinbezogen werden, d. h.

fiir alle xe © 1ist ] ' e(:':) € 9 so fuhrt der Ansatz
2

1+ [0,0*""1]
1 +Kb~°

Du E)(x) C (lx x + B mit (]

zu der Bedingung:

/\ O, o8 sa < Cleeg+ B
?

£ €0

Daraus folgt nach Satz III, 2.8

-

/\ Boa - A% ¢g s, nach Satz III,2.42(6)
E € 0

B2 u (2 - G £), nach Satz III,2.51(1)

1]

B2 a- 0(x6© , mit - © 0 schlieBlich

B2 a+ (ULxo0 und nach Tabelle ILI, 2.5 mit
o = a, = i)

1
B2 a+p(X)* 06 =+ a(@) * ©

0
1 +g1<'b'T

Es genillgt daher B := g + (L% 0 =

zu setzen,
Nun bedarf es noch des Nachweises, daR

Oxx+B=:oexX e , d. h., dad gilt:



95

19@(, oc.'k‘JL:al und o & B

*

Tatsdchlich ist mit o < uw <b  p(K) = pyu(b-p) > 0o und somit

0 < A A = 2 —
1+ p(K)b

und es ist o < yn(b-uw) A pu (b=u) < b

und damit nach Folgerung (6) im AnschluR von Satz III,2.6 und
Definition III,2.5:

K& kK € [o,b]

¥ %< [0,b 7]

—

nach Satz III,2.26(1)

A
1‘;-1+[:o,]:: EJ':OI*

1 + Kb~ |

Ferner ist mit

0¢ ©® stets o ¢ (N*© und mit Q@ = -Q
ist o € f§ und somit insgesamt o & G ¥ © + g = B.

Mit p( o , I x)

gk = Du‘e(x)g Ol* (-x) + B

G« plo,x) + B

ist die Aussage von Satz 2.16 bewiesen,
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2.4.,1.2 Das Festpunktzahlenraster F'@L[—i,l]

Definition 2.17: F?R;[-l,l] ist Festpunktzahlenraster mit

|X| = 0'51£2£3 ICOET ?Tli't /\ Ei € NO .

x e FR;[-1,1] 1gize

7 Mantissenstellen und Zahlbasis b .

Die Eigenschaften (S1) und (82) sind erfiillt als Teilmenge des
Rasters der Gleitkommazahlen und i(F}zg[_l,lj) = p und

T % -
o(F'Rbl_tl,l'_]) = -p .
Das Raster ist nach Definition symmetrisch.

Die entsprechende Rundung ist mit den Bezeichnungen aus 2.,4.1.1 °
die Restriktion der Rundung [:lp 'R + R IT)IR“E auf das Inter-

vall [-1,1]:
[:IIll i [-1,1] - Fﬁzg[—l,i] "

Diese Rundung besitzt dieselben Eigenschaften (R1), (R2) und
(R6). Die Abschidtzung fiir die lineare Beschrdnktheit 14Rt sich
jedoch wesentlich verschdrfen, Wie eine kurze Betrachtung zeigt
und wie aus Abbildung 2,2 zu ersehen ist, geniigen diese Run=-

dungen folgender Abschdtzung:
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T X~

0.010} ///, —~—/  Hier ist: b=2, t=3, p=1,
M(x) x=-1/16 5_[31x < x+1/16

F:Rg{‘i,l] ::{lll ,0,00D,0,00l,O;OiO,J_:J

.+ 30.101,0,110,0,111}

5 . 5 - —_—
/. 0.001 M® 0.040 xe R

Abb. 2.2

Fur x ¢ [-1,1] folgt flir Vvx < x < M(x) die Abschdtzung
X - []u(x) < M(x) - []p(x) = M(x) - ux

und fiir M(x) < x < AX die Abschdtzung

X - E]u(x) > M(x) - E]u(x) = M(x) - ax .

Insgesamt also gilt die Abschdtzung

M(x) - ax < X —Du(x) < M(x) - ax

oder mit Hilfe der Intervallrechnung

x = 0O () € Mx) - [vx,ax]
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und schlieBlich
- E]u(x) € - x + M(x) - [vx,ax].

Nun ist nach Definition von M(x) in Abschnitt 2.4.1.1

M(x) = Ax = (AX = vx)% + (yx - ax) = (ax - Vx)‘(% - 1)
und
M(x) - vx = (&% - vx)—% ;

Damit erhdlt man die Abschdtzung

= []u(x) ¢ - x + (Ax - x) * [% - 1,%ﬂ

und mit Ax - Vx = b~ ' schlieflich

plo,[] (x) = =[] ()€ = x+ [£-1,5]b"" = plo,x) + B
M M b b
. u Hy,.=T
mit B := [§ - 1L,glb " .
Die so definierte Funktionm ¢(X) = (Ux x +B mit (Ol =1

erfiillt alle Eigenschaften aus Definition 2.1, denn es ist

mit w<b £ <1, also £-1c<o0<

b 5 s c< B .

o |

Wie Abschnitt 2.4.1.1 wund 2,4.1.2 zeigten, sind die Rundungen,
die sowohl bei der Gleitkommarechnung als auch bei der Fest-
kommarechnung auftreten nach (R6) quasilinear beschrdnkt. Im
ersten Fall ist mit ¢(X) = (lxX + B

{ 3= 17 [o‘bl-t]
1 +Kb "

’ K

[U n(b-p)y u u(b—/u)]

B := ({*x0 +2Q
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und im zweiten Fall speziell

(0 :=1 wund B := [u- byu]p™ "t |

Ferner ist (Rﬁ + ,* 4, P, <) ein prdmetrisches Ringoid mit

den ausgezeichneten Elementen {-1,0,1} wund mit

(Q'D] /\\ /\ alo]b := Du @(a o b)

0 & {+,+} a,bc—??l.;lﬁ*

ist nach Satz I,1.11 bei symmetrischer Rundung D (doh, u = 5)

('R;IR‘, s (1 s <) ein Rasterringoid.

Damit sind alle Voraussetzungen des Satzes 2,11 erfdllt und man

erhdlt die beiden prdmetrischen Felder:

Lemma 2,18:

Es sind im Raster der Gleitkommazahlen ﬁ?QR‘:

¥

5 i=1
{Di|Di(x,y):=p(x,o)+ m(l)«p(o,yH ) a(v)* B A 1€ FNQ}

r 1-1
mit Ct s i X }O’?_T ] ung B = ? ice + Q
1"'?33 1+-2-b

1} Diese Forderung ist eigentlich unnétig, da die Eigenschaften

\D1) bis (D4) aus Definition I,1,6 flr die Problemstellung
dieser Arbeit voll ausreichen, (D1) bis (D4) gelten aber
auch bei unsymmetrischer Rundung, so daB prinzipiell eine
Art "schwaches Rasterringoid" fiir diesen Rahmen ausreichend

wdre,
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und im Raster der Festpunktzahlen F'f}'(;[-l,l]:

Joas {DilDi(x,y) 1= plx,y) +iB A i€ INO}

mit B:= _['_j-r‘:’ﬂ_b"'r mit dem Ringoid-Rasterringoid R x ':R;R‘

vertrdgliche quasilineare prémetrische Felder.

2.4.1.3 Beispiele von Rundungsfehlerberechnungen mit Hilfe

des prdmetrischen Feldes

Folgende Beispiele zeigen inwieweit sich Rundungsfehlerab-
schéitzur:gen in prédmetrischen Feldern mit denen der klas-

sischen Methoden decken,

Beispiel 2,20: Die Gleitkommasumme mit und ohne Berfiicksich-

tigung eines Unterlaufes

Es sei das Raster der Dualzahlen "§Z;IR't mit Basis b = 2 und
der {iblichen Rundung [}p o Mit u =Db/2 =1 und einmal mit JLto,
k]

© = o und schlieBlich speziell © = o, @ = o betrachtet.

In der Schreibweise von [Wilkinson 69] ist g 1 (x + y) = x y

in der hier gebrauchten Darstellungsweise im Rasterringoid

(':P;:R* ; : Bl )s

Es wird nun in der Vorwidrtsanalyse der Rundungstfehler s - §
berechnet, der bei der Summe s = Goalxy + %) + .00) # %)
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entsteht,

In dem nach Lemma 2.18 angegebenen prédmetrischen Feld

mit Primetrik p(x,y) = x - y folgt flir die Differenz:

Yix_ g d+x -G (g t:xz}Ea...) ikix, ) x, =

(K...(x1+x2)+...)+xn_2

POCa v Oxg X ) +e ) ) 4%, Coanlxy Bx) T c00) Baxp 0) Aix)

n-1 n-1
= D¢ E X, * X, @j X, E]xn)
i s | pu=1l
(PF3)
n-2 I'lr-—__? (
[ : s
= Dic 21 %o ¥ B %' XHFE] xn—l) g 5D1(xn’xn) Dl(o,o))
v= u=1
PF3)
c n=3 n-3
D2( Ei %y & Xn-2° XI.IE Xn-Z) % (D2(xn-1’xn—-1) -
v= u=1
Dz(o,o)) + (Dltxn’xn) - 130,9))
=
n
< z ( Dn+1-vixu’xv} - Dn+1-u(o’0)) = Dn-l(xi’xi)
vw=2

Nun gilt nach Lemma 2.18:

k=1
D) (x;,%;) = (1- s x; + ] ﬂ(v)* B
V=0
il (v)
D, (0,0) = V| # B und
VIO
(k)

D, (x;s%;) = D (0,0) = (1= ") « %,
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Es gilt daher die Abschdtzung:

n

n n +1- -1
(D pC I x,Ex) € § (- ™) 0y s1-q® D v x,
vzl ¥ u=1 L vw=2
n-2
()
¥ I Ol * B
u=0
oder umgeformt
2 = T 2 +1- (n-1)
Exu-x = 3 x, - Ea(n “)* u-a « xy ¥
v=1 u=1 ¥ v=1 u=2
i n-=2
+ Z {jl(u)* B
=0
erhdlt man die Abschdtzung:
=2
- n n (n-1) i Cu)
(II) [T]x Cza(n+1"’)ux + « X0t z o X
].I=1 H _‘u:2 H H=0

1-1
= 1 . 1+2_T] und es ist

142-" 142

1_ >1=-2"" und
1527
142177 201427 - 1 1 "

o = = = 2 - — 2w L g T -
14277 14277 142 -
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so cdaB flir 0{ die einfache Abschdtzung

Ny
W< A :=[1-2"",1+277] gilt,

Fir D, (0,0) folgt nach Tabelle III,2.5 mit o ¢ B

Za(“)* B QE&L(\?)* B p():a,(v))%B = ) p(&(u)) # B =

}:p(a'!.)v « B .,

Mit 1 + 277 =p(Q) =: q und

k‘ii qv - qk =1 _ (1+2—t)k-1
V=0 g =4 27"
und B = A0 *x0+a=(1-277) v 6 + 2
folgt:
-1,k

12T =-=1) ¥ 8 +02° 5,

Dk(o,o)é((i + 2 )
In den meisten Fdllen ist @ = o, so daR sich also die Unter-
laufsgrdRe im wesentlichen fiir t 2 k in der Grd&fenordnung

von ||Dk(o,o)ﬂ ~n 2" % o belduft., (Sie spiélt nur dann eine
gréfere Rolle, wenn sich die Summanden in 6 in grdferer Zahl

hdufen.)
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Flr Cl(k) = [(1-2"’)k, (1+2“)k] folgt aus (II)

daher die Abschitzung:

n n
=1 = e
i?ﬁ " p22 UL+ Mgy, ¥ (3 %onp 933 ¥ ¥y
. ~t,n+l-y -t n+1l-up . "
mit (1-2 ) . 1+nn+1-u < (1+2 ) TUD pE24. 65D
ardl (8T P g 1 ¥ B ¢ (2 + 2t
— n-1 —
n-2

und ¢ € (142”97 1) ((2%-1) % 0 + 927 9.

Vergleicht man dieses Ergebnis mit dem in [wilkinson b9] S. 21,
Formel (25.5), (25.8) und (25.9), so stellt man Ubereinstimmung
fest. Dabei ist natiirlich bei Wilkinson 8 = 0 = by doh.

v  = 0.

n

Beispiel 2.21: Abschdtzung des Rundungsfehlers filr das_ab-

gednderte Iterationsverfahren yi+i:=a{z]yi b,

Bei diesem Beispiel 1i4BRt sich sehr schdén zeigen, wie man mit
prdmeirischen Feldern die Vorwdrts- und Rickwédrtsanalyse durch-

fiihrt.

Das Iterationsverfahren = axi+b fur Xy € R und 1 > ©

*i+1
4 i . o b
konvergiert mit |a| < 1 gegen den Fixpunkt x = g— der
Gleichung x = ax + b , Die i-te Ndherung berechnet sich zu
il

T : .
X. = a xo + bE"—T und somit 1st
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#, . 5 _ Db i 1 - a
s R =~ A T
it ;
. -
T 1-a ol
_ . i.b
= a (1_a xo)
ai
= T:E(b + axo - xo)
ai
= Ioat¥y - %)
i

Es gilt also

A . )
(1) pxyx,

p(xl,xo) :

Betrachtet man das im Raster (?E;R* , &1 , [ ) abgednderte
Iterationsverfahren

- : ) T™ . ”
Visq =@ [y b mit y_ e‘?RbER und i > o,
so lassen sich mit Hilfe des prdmetrischen Feldes v folgende
Fehlerabschdtzungen angeben:

Vorwdrtsanalyse:

p(xi,yi) = p(a » X;_q * b, a [ Yi_1 [ b)) <

(PF3)

(PFu4) o s sy
c a x (DZ(xi-l’Yi—i) - Dz(o,o)) + Dz(o,c) + (Dltb,b) - Di(o,o)
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Schdtzt man nun D2(xi-1'yi-1) wieder auf dieselbe Weise ab

usw., so erhdlt man schlieBlich:

< e
(II) p(xi,yi) £ 8 (D2i(xo,yo) - Dzi(o,o)) +

i-1
v -
+ ] a *(D2v+1(b,b) Dzv+1fo,05)
v=0
i-1 5 '
+ vzo a (D2(v+1)(o,o) - D2Ui0,05)
Lemma :
Mit D (0,0) := (¢X - 1) % 2"+ B und e iz 1+ 27"
und a € [-1,1]
i-1 5
ist “EO a (Dz(u+1)(°’°) - DZvTo,oi) < DZi(O'O)
Bew. :

e2V*2 _ 1)2% ¥ B - (¢2¥ - 127 + B-

Es ist DQ(v+1)(o,o)-- D2vio,oi o

2v+2
€

( -1 = (€2 1))2%% B =

+
(E2v 2 st)QT * B

tzu(sz - 31)2% x B

und a¥ x B s [-1,1] x B = B, so daR schlieRlich gilt:
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bt 2 2 T i1 2 2 T £2i « 3 2 T
I a¥« B (e“V(e"-1027) ¢ ] e“V(e-12T x B = 55 (e“-1)2" % B
V=0 V=0 € -1
= (22 - 1274 B =
= D2i(c’o) L4
Nimmt man der Einfachheit halber an, daB x_ = y_ ef&-;m? s SO

folgt mit Hilfe des Lemmas die Abschdtzung

Pl y:) € 1:12Ei a lila“a GtV L % & Dlulese)d
¥yt & P - L gifes

A"
Fir i »+ « gehe X > X und - y* und ist nach m Iterations-
schritten gesichert, daf kein Unterlauf mehr stattfindet, so gilt

die Fehlerabschdtzung:

Ay A - v
P(x,y” ) ¢ x + D, (0,0) - J a¥ ¥

Dies gilt offenbar nur, falls ﬂa{lg“ < ‘1, d. h. |a|] < amol®y

gilt.

A
Durch Subtraktion von x auf beiden Seiten folgt

* = %
(III) y € D, (0,0) = [ a” x (1

v
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Der Ubergang zur Fehlerabschdtzung im Festpunktraster FQQER*
ist in Formel (II) mit (Ol = 1 nach Lemma 2.18 nicht schwierig. Es

s - - =y T =
ist mit x = y ¢ F'RDIR‘ und Dk(x,x) k «x B

p(x:>y:) € 1 aV(2y + 2 - 2v) * B

Ein Vergleich mit [Henrici 64] S. 393 zeigt eine gute Uber-
einstimmung, wenn man bedenkt, daB nach (PF3) auch bei der
Addition ein Rundungsfehler berilcksichtigt wird, der bei Fest-
kommarechnung aber nicht vorliegt, Dies 14Bt sich speziell leicht
berticksichtigen durch Beachtung der Tatsache, daR in Festkomma-

rastern gilt:

(v) a B b=a+b und a [0 b=jCa « b)

Nach Lemma 2,18 gilt dann speziell:

\PF3') D, ta+k,a y) = pa+x,a ) +k B
K y

platx,aty) + k = B

D, (a,a) + D, (x,y) - ﬁklo,oi
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Rilckwdrtsanalyse:

Zur Riickwdrtsanalyse werden ein 3 und B gesucht, so daR

nach Abschnitt 2.2 gilt:

,‘, ,b ; (PE3*) .
play + b, a [ y[¥p) ¢« D (ay,a « y) ¥ (D, (B,b) - D,(0,0) €

(PF4)
< plo,y) * (Dz(a,a) - D2Eo,o)) + Dz(o,o) .

Nach Formel (IV) aus Abschnitt 2.2 folgt schlieBlich;
a 901(2)4a+ e + B und

B < 6 ¥« b+ B

Fiir den Fixpunkt des so abgednderten Iterationsverfahrens

4" A" i
G = ;
Z5 41 azl b erhdlt man mit

15 < @'® 4 a+ (xB+B] <1

d. h, fir P
-
lal < 1 - (2? + Bl , die Abschdtzung:
IO |
A b b (2) (v)
z=—2— ¢ ] (0w a+ e+ x (xb+ B
1 - a vzo

Diese Abschitzung hat im Vergleich zur Abschdtzung (III) den
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Vorteil, daR fiir geniigend kleines B mit

s &= ) (1% B + B|
e

|al

beliebig oft Unterlauf stattfinden kann.

Fir B = o sind beide Abschdtzungen gleichwertig!

2.4.2 Die prdmetrischen Felder Uber den Rastern des VnR "

Es seil (anR, + , ¥ , . ) der n-dimensionale euklidische Vektor-
raum {lber (R, + , « ) mit Vektoren x = (xi) (= VnIR und mit

den Verknipfungen:

/\ x+y:=(xi+yi)

X,y € anR

n
/\ /\ A 1= (A, «
A kX j§1( ij X]))

A€ MnR X € VnR

// \\ A osox = (A - x)

x € R X € VnR

Entsprechend sei in Anlehnung an [Ullr'ich 72_] das Vektoid
(Vn'RR* L , | ) (ber dem Rasterringoid
(RR* , 1 , [5] ) gegeben mit
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/\ x[ﬂy:=(xi[§]yi)

X,y € Vn’ﬁ{m'

e

///\\ /  \ A G x := ¢ %(A.. [ x;))

¥ * j=1 =
A <M RR x ¢ V_RR
A 7\
/ \ / b A x := (/\Exi).
» € RE X € Vn'ﬂ?m*
Ferner sei die Pridmetrik p(x,y) := (p(xi,yi)) = x -y

in VnR und p(A,B) = (p(Aij,BijJ) = A-B
in I‘lnR gegeben. Es gilt dann fiir A ¢ MnR, a,X,Y € anR und

A€ R:

P(A % X,A x y) p(A,0) ¥ p(x,y)

pla + x,a + y) = p(x,y)

plXx » X, +» y) p(:\,o)p(x,y)) .

Mit diesen Vereinbarungen 14Rt sich dann ohne Beriicksichtigung

eines Unterlaufes zeigen, daf gilt:

plo,x y) <« O « plo,xty) = ¢plo,x+ty) mit ¢ e -éfi
plo,A [& x) € p(A,0) « o& ¥ plo,x) = p(A,0)¥plo,x) mit v e &
und

plo,x ] x) ¢ ol « plo,a » x) = Ap(o,x + x) mit AG-J'i.
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Damit ist

(k)

% . '
"l}'n A {Dijk(x’Y) HES P(X,o) + &(l)* az(:l) ¥ o(' +* P(O,Y) mit

i,j.k e NO}
ein (dreischichtiges) prédmetrisches Feld, da mit
BRI AR .{(k) x X = o' P30 (K gy =$e«-8°n ist.

Es gelten in diesem quasilinearen prédmetrischen Feld die speziellen

Eigenschaften:

Di,j,k(a- + x,a y) < Di+1,j,k(a’a) + Di+1,j,k(x’y}
Di,j,k(A * x,A [¥] .y) & p(A,0) % Di,j+1,k(x’y)
ni,j,ku « x,\ [ y) ¢ p(ar,0) ¥ Di’j,k+1fx,y) ?

In vielen Fdllen genligt es i ,6, o{ durch eine universelle
Konstante Ef abzuschdtzen, dann kann das obige dreischichtige
pré&metrische Feld zu einem in den vorhergehenden Abschnitten
behandelten Typ vereinfacht werden, (Dabei kann ohne Schwierig-

keit der Unterlauf miteinbezogen werden,)

M&chte man schlieBlich eine Fehlerabschdtzung nicht Uber
VnER sondern {iber @R erreichen, so ist eine geeignete

neue eindimensionale Prdmetrik p einzufithren; z.B.:
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/\ P(x,y)

n
X,y € VnR

1

Es gilt dann fir alle i =1, ..., N p(xi,yi) € DP(x,y) .

Diese Prdmetrik p induziert ein entsprechendes eindimen-

sinales prémetrisches Feld &,

Dieser Abschnitt zeigt, daB das Konzept des prédmetrischen Feldes
auch auf Rdume mit mehrstelligen inneren und duBeren Verknlipfungen
erweitert werden kann. Liegen r verschiedene algebraische Ver-

knipfungen vor, so ist i,a, das prémetrische Feld r-schichtig.,

3. Das metrische Feld

In Analogie zu Abschnitt 1.2 Satz 1.5, in dem gezeigt wird,

daR aus einer geeigneten Prdmetrik p und Norm n eine

Metrik q = n o p erzeugt werden kann, kann es auch fiir Feﬁler—'
abschidtzungen von Interesse sein, keine Abschédtzung in Uﬁ[R

mit < sondern eine Abschdtzung in R+ bezﬂglich'i zu be-

sitzen,

Auf Grund des Verlustes von Vorzeichenkonstellationen zeigt
es sich, daf das metrische Feld nur fir Vorwdrtsanalysen ge-

eignet ist,

Prinzipiell kann im Anscnluf an eine Abschdtzung in einem
prédmetrischen Feld mit der in Kapitel III eingefiihrten Norm
| - | Uuber VIR stets eine reelle Abschidtzung gewonnen

werden,
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Ist p(x,y) ¢ B, so ist nach Satz III,2.42 und Satz 1.5
qlx,y) := | pGx, )| =< [B|l € R und q eine Metrik,

Fiir den Fall jedoch, daB von vornherein in (R+,1) abge-
schidtzt werden soll, wird man im wesentlichen analoge Eigen-

schaften wie in Definition 2,3 ben&tigen,

Definition 3.1:

Die Menge

L := {l|///\\\ 1(x) := ax+b mit a,be R'}
xe R

heift die Menge der positiv defini.--ten isotonen linearen Ab-

bildungen von R+ nach R+ 3

Definition 3.2: (des metrischen Feldes)

Sei M eine beliebige Menge und R das Ringoid der reellen

Zahlen, Eine Menge U von Funktionalen u : M x M ~+ R ¥

heift ein metrisches Feld von M bzw, (M,U,p) dist ein Raum

mit metrischem Feld, wenn gilt:

(MF1) p € U und (M,p) ist metrischer Raum

(MF2) ///\\\ ///A\\\ u(x,z) < p(x,y) + uly,z)

ue U XsVsZ € M
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Ist (M,+,*) Ringoid, (RM, , [ ) Rasterringoid von
M mit den ausgezeichneten Elementen {-e,o,e}, (M,p) metrisches
Ringoid nach Definition 1.1, so heift U vertrdglich mit dem

Ringoid-Rasterringoid M x KM, wenn gilt:

(MFB)/\ \/ /\ ulatx,a [ y)

1A

u'(a,a) + u'(x,y) -

X e M
ue U ute U a,y ¢ RM - u'(o,0)
(MF4) /\ \/ /\ u(asx,a [J y) < pla,0)(u'(x,y) - u'(o,0))
ue U u'e x5 N
2,y ¢ RM . + u'(0,0)

Zur Vereinfachung kann folgende zusdtzliche Forderung gestellt

werden:

(MF5) U heiBt linear, wenn gilt:

/\ \/ /\ ulx,y) = p(x,y) + 1(p(o,y))

ueldl le L X,y €¢ M

Ist ein pridmetrisches Feld V gegeben, so lassen sich auf ver-

schiedene Weise daraus metrische Felder U(4}) gewinnen.
Die einfachste Methode wdre folgende:

U1(19-) := {u|u = {|D] A Deat)

Ui(n‘r) ist ein metrisches Feld, denn es gilt:

(MF1) Mit o := |p} und pedf ist p ¢ U, und nach Satz
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1.5 ist dann (M,p) ein metrischer Raum.
(PF2)
(MF2) u(x,z) = [D(x,2)| = Ip(x,y) + D(y,2)|| =
= “P(x:y)l + "D(Y'Z)“ >

= p(x,y) + uly,z) .

Eine Vertriglichkeit mit einem Ringoid-Rasterringoid M x "R M

ist in dieser Allgemeinheit i.a. nicht mdglich.

Lemma 3.3:

Fir alle A,BeJR mit - A = A, - B =Bund A < B gilt

bezliglich der in III,4. eingefilhrten Norm:

I8 - A = B8l - [al

Bew.:

Es ist |B - A]] = |AB - 2A| u |pB - pA| wund

aus A < B folgtmit AB ¢ A <o A pA < pB < o:

[AB = AA| U |pB = pA| = (|AB[=|AA]) u (|pB[=|pA])

Aus - A = A folgt |»A| = |pA| = [A} und
aus =~ B = B |AB] = |eB| = ||B|l , so daB
schlieflich

B - Al = CUBJl - JJAl > CYBY - JA[ 2= |[Bf - [|A]

die Behauptung folgt,
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Satz 3.4:

Ist das prdmetrische Feldw}'vertr&glich mit einem Ringoid-Raster-

ringoid M x R M und filir alle D ¢ QF ist D(o,0) = -D(o,o)lj,
so ist
Uzﬁ}) = {ulu(x,y) := |ID(x,y) - D(o,0)|| + |D(o,0)|| A De ¢£}

ein mit diesem Ringoid-Rasterringoid M xR M vertrédgliches

metrisches Feld,

Bew. :

Nach Definition ist wu(o,0) = |D(o,0)| .

(MF1) Es ist p = [lp| und (M,p) metrischer Raum,
(MF2) u(x,z) = [D(x,z, - D(0,0)| + [[(Do,0)] =

(PF2)
= [Ip¢x,y) + D(y,z) - D(o,0)|| + |D(o,0)] =

< Jlpxsy) || + |IDCy,2) - Do, || + |D(o,0) | =

= plx,y) + uly,z)

(MF3) u(a+x,a[#ly) = || D(a+x,al*iy) - E(o,0)| + |ID(o,0) ||

Nach (PF3) aber ist

D(a+x,a [f]y) - D(0,0) < (D'(a,a)-D'(0,0)) + (D'(x,y) - D'(0,0)) +

+ (D'(0,0) - D(o,0))

2 Diese Bedingung ist, wie Abschnitt 2.4 zeigt, i.a. erfillt.
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daraus folgt:
IpCatx,a & y) - D(o,0) | <

[D'¢(a,a) - D'(o,0) | + |D'(x,y) - D'(o,0) |l
+ ||Dp'(o,0) - D(o,0)||
Nach Voraussetzung ist -D'(o,0) = D'(o,0) und =D(o,0) = D(o,0)

und nach (PF3) gilt speziell mit a = x =y = 0 D(o,0) € D'(0,0).

Somit folgt nach Lemma 3.3

|ID'(0,0) - D(o,00 || = ||D'to,0)|| - [|D(o,0) |
Durch Addition von u(o0,0) = |D(o,0)|| auf beiden Seiten folgt
somit:

u(atx,altly) < u'(a,a) + u'(x,y) - u'(o,0)

(MF4) Aus (PF4) folgt
D(a « x,a [&; y) - D(o,0) €

p(a,o) ¥ (D'(x,y) = D'(o0,0)) + (D'(0,0) -

- D(o,0))
und damit
[DCa « %,a [5] y) - D(o,0) || ¢«
pCa,0) I ||D'(x,y) =D"XG;67| + ||D'(o,0) - D(o,0)i
und mit Hilfe von Lemma 3,3:

ula:x,aF]y) s pla,0)(u'(x,y)-u'(o,0))+ u'(o,0) .
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(MF5) 1ist i.a. nicht nachweisbar.

Eine direkte Konstruktionsmethode bietet sich in Analogie zu

Satz 2.11 an:

Satz 3.5
Ist (R, +, «+ , p , <) metrisches Ringoid,

(KRR, s O 5 <) Rasterringoid von R mit

(V) \ //\ a B b=[JCaob)

o € {+,} a,b € RR
und den ausgezeichneten Elementen {-e,o,e} und ist die

Rundung

[1: R > R 1linear isoton beschrdnkt mit

(R6") //A\\ p(y,[Jy) < apto,y) + g = 1(p(o,y)) mit 1 &L

ae R

so ist

v :=[ui|ui(x,y):=p(x,y)+((a+1)i-1)(p(o,y)+%) A e N, }

ein lineares metrisches Feld, das mit dem Ringoid-Rasterringoid

R x RR vertriglich ist.

Es gilt speziell: ///\7\ ui(x,|ﬂ|y) i_ui+1(x,y)
ie mo
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Bew. :

(MF1) Mit 1 = o 1ist p e U* und (R,p) ist nach Voraus-

setzung metrischer Raum.

(MF2) ui(x,z) = p(x,z) + lci)(p(o,z)) <

(M3) .
< plx,y) + p(y,2) + l(l){p(o,z)) =

= px,y) + ui(y,z)

Lemma: -

Es gilt ui(x,D y) 2 us (%)

Bew. :

Es ist u;(x, Oy) = o(x, Oy) + (a+1)* -Doto, Oy + &
Nun ist nach (R6')

p(x, [dy) < p(x,y) + oy, Ldy) < p(x,y) + aplo,y) + B

und

plo, [Gy) < plo,y) + ply, L1y < (atl)p(o,y) + g ,

Semt {ﬂfg'f weitey :
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p(x,y) + aplo,y) + g +

A

ui(x,Ejy)

((G"‘l)i"i){((q'l'j_)p(o’y)q-s) + .E], -

p(x,y) + ap(o,y) + B +

Cat1) 3 0 00,y) —aplo,y) - olo,y) +
i
L&il%_:l (at1)p + B

L L0y o 4

p(%x,y) + ((atl)

- |
L&E&ll;:l (at+l) + 1}3

p(x,y) + ((a+'l)l+1 - 1) plo,y) +

oI g e e
a

B

p(x,y) + (et D™ = 1) (o 0,y + &)

ui+1(x,y) .

(V)
(MF3) ui{a+x,aff]y) = u, @+x, O @+y))

(Lemma)

< U.

< 1+1(0L+x,€|.+y) =

8]

platx ,aty) + ((u+1)i-1)[p(0,a+y)+§]

plX,y) + [(a+1)l'1}(p(O,Q)+p(O,Y)+%]
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pa (a+pyi*l > o folgt weiter:

i+l

< plx,y) + (Ca+l) -1) (plo,a) +

e |m
—

+ () J1) (plo,y) + %]

i+1 B
- (Cat1) -1)%

= ui+1(a,a) + ui+1(x,y) - u-+1(0,0)

a
tV)

(MFL) ui(a-x,alz}y) = u (a-x, O@-y)

(Lemma)
< ui+1(a-x,a-y)

= olarx,ary) + (et —1) (pCo,any) + %)
= p(a,o)p(x,y)+[(a+1)i+1-1]{p(o,a]p(o,y) + E]
= 5(a,0) (pC,y)+ (Cat1) 1) p0,3) +

(Carn*™ - 1)

= p(o,0) (u,, . (x,y) - u,

l+1(o,o)] tu;,,(0,0)

i+1

(MF5) gilt nach Definition von U .

Bemerkung:
Gilt fir eine Rundung [_]beziiglich einer Prdmetrik p :
(R6) plo,Liy) <« (lplo,y) + B, so geniigt diese Rundung auch

(R6") p(y,(j y) < ap(o,y) + B , denn es ist
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p(y,[d y)c (A-1)plo,y) + B und somit
oly, O y) = ety < <& -1plo,y) + B

Va-11 flpto,y2 Il + 1B

I

a plo,y) + B

mt o := |0t -1} und 8 := |B| .

Auf Grund ¢«:c Verlustes des Vorzeichens und der Inklusions-
eigenschaft ist es in metrischen Feldern nicht mehr méglich,

Rilckwdrtsanalysen von Rundungsfehlern vorzunehmen,

Bei vielen Problemen jedoch ist eine Vorwdrtsanalyse mdglich,
so daR in diesen Fdllen mit Hilfe von metrischen Feldern

eine Fehlerabschdtzung formal hergeleitet werden kann,

An demselben einfachen Beispiel wie in Beispiel 2.20 im Ab-
schnitt 2.4.1.3 m&ge die Arbeitsweise des metrischen Feldes

gezeigt werden,

Es gelten dieselben Voraussetzungen wie in Beispiel 2,20
mit © = R = o und es sei das nach Satz 3,5 konsrruierte
metrische Feld U¥ = {uilui(x,y) i x=y |+ ((u+1)1-1)|yl/\ ie NO}

= A -
gegeben mit a := || & - 1” = S
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Es ist
n n n-1 n-1
| I % - @ 2]l =2uw(fx *+x%2, [E x B =) <
7 u=g ¥ =t ¥ p=1 R
(MF3)
n-2 n=-2
< 'Lll{ 21 Xt X4 xu xn-i] +'u1(xn,xn) <
V= u=1
(MF3)
n-2 n-2
: - +
= xoo 0% )+ w0 gox 40 t UG ax) <

(xv,xv) + Uh-i(xi’xl)

n
£ z .uh+1-v

T

Mit o = 277 ist w, O, %) = ((1+2° - x| = nile

wie in Beispiel 2.20 und in [Wilkinson 63].

Sind die Summanden nicht exakt darstellbar und miissen erst
auf das Raster ]2;@’ gerundet werden,(Rundungsfehler bei
Dateniibertragung auf RechenanlagenJ so ldft sich auch dieser

Rundungsfehler ohne Milhe miteinbeziehen.

Es gilt:

n
x, - (O -

v=1
n-1 n=1
=u ([ %, +x, (Dxu) (O x) <
v=1 p=1
(MF3)

=
@ \’_",xu] tou e, Ox)) <

n
u=1
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(Satz 3.5)

% ul( TR EEER +'u2(xn,xn) <
(MF3)
&
n
< ugzdn+2-ucxv’xu) +‘un(x1,x1) 5

d. h. der Index erh&ht sich um 1.

Betrachtet man die GréRke
. (x,x) = ((1 + a)i - D |x| < |x|eia =: S5.(x)
52 - Sl b :

die offenbar eine durch die i-fach geschachtelte Rundung bewirkte
Streuung des Punktes x darstellt, so erkennt man, dab die Summan-
den der beiden oben durchgefiihrten Fehlerabschdtzungen jeweils

mit dem Index exponentiell und im Betrag von X linear wichst.

Am Wachstumsverhalten von Index und Argument der einzelnen

Summanden erkennt man sofort, daR der Rundungsfehler
n
F= J S_.,_,(x) offenbar dann (wie bekannt) am geringsten
ve1 ntl=v v
ist, wenn von links nach rechts mit betragsmdfig wachsender
n
Folge der Summanden die Summe ] X = berechnet wird,
v=1
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I11. ERGANZUNG UND ERWEITERUNG DER INTERVALLRECHNUNG

Verschiedene Anwendungsbereiche der Intervallrechnung zeigen,
daR eine Erweiterung des Raumes der Intervallzahlen von Vor-
teil sein kann. Folgende Hinweise m&gen andeuten, in welcher

Weise eine solche Erweiterung bendtigt wird.

Es sei das reelle Iterationsverfahren x=zax+b mit a,b,xe¢ R<(R,
|a|<1 m:T Fixpunkt 2 e R vorgelegt. Zur numerischen Behandlung

dieses Problems sei im Intervallraster RIR' u {@} (etwa einer

Rechenanlage) eine Einschliefung ‘el = ; gesucht., Bisher

ist es_{iblich (unter Zugrundelegung des Rasters ( ‘RIR v {0},
@ ’ \*> s 0 s U 3 &), wobei 7 ,U die Infimums- und Supre=-

mumsoperationen beziiglich € sind), ausgehend von einem YO 2 %

die in SatzI3.3 a) beschriebene Folge Y., = (a<® ¥, <& D) ‘Y,

zﬁ berechnen. Sie konvergiert gegen ein Y = (;c\ . MOchte man

nun die Aussage von[3.3 ¢ ausnutzen, so kdnnte man mit

2, = Y-‘ die Iterationsfolge

(%) Z.,.:=Wa & 2, ¥ DUIIN Y

bilden. Die Analogie, ein ZOQ Qe R (entsprechend W S ::

nach SatzI,B.S (¢)) zu wdhlen, scheitert in dem yorliegenden Eei=-

A
spiel daran, daB x ¢ R ein Atom von IR*y {0} beziiglich ¢

ist. Nur ftir die XLeercllenge @ gilt:

£ eR

Definiert man notwendigerweise ©® *x X = 0 + X =0 fir

X
X € IR v {#}, so verletzt der Startwert X, = @ i, a, die
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' A
Voraussetzung 2. von Satz]3.3. (Es ist i.a. £f(@) = 0 § x = £(x)
kein erlaubter Startwert). Somit besteht in 'RER& UV {#} nicht
~
die Méglichkeit, die Iteration (¥ ) mit einem Z,< x zu star-

ten -

LR muR daher so erweitert werden, dal® nichttriviale verallge-
meinerte Intervalle A mit A ¢ ¢ ¢ R existieren, wobei
gleichzeitig die Voraussetzungen von SatzL3.3 (z.B. die Ein-
schliefungseigenschaft der arithmetischen Funktionen) erhal-

ten bleiben,

Ein weiterer AnlaB zur Erweiterung der Irntervallrechnung
geben die Newtonverfahren, die (i.a, bei mehreren Nullstellen
im betrachteten Ausgangsintervall)zu einer Division durch
Intervalle A mit 0 ¢ A fihren, die in IR v{#} nicht

sinnvoll (d. h., ohne Widerspruch) zu definieren ist,

In Abschnitt 2.4 ist die Fortsetzung einer solchen Division

im erweiterten Intervallraum angegeben.

Ein bemerkenswertes "Nebenprodukt" ist die hdhere algebraische
Abgeschlossenheit, die die Erweiterung der Intervall%echnung
zeitigt. Damit ist eine Verallgemeinerung zu der in [Drtolf 69]

beschriebenen "Verallgemeinerung der Intervallarithmetik" gegeben.

Um den verschiedenen Bezeichnungen in der Literatur aus dem
Wege zu gehen, mdge flr diese Arbeit festgelegt werden, dah
IR den Intervallraum nach Definition I,2.1 bezeichne (also

@ < IR). Der Ubergang zum vollstdndigen Verband findet in
Abschnitt 2.4 statt. Es zeigt sich, daB im erweiterten Inter-

vallraum die leere Menge nicht bendtigt wird.
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1. Zusammenstellung der grundlegenden Eigenschaften des

Divisionsringoides (IR,N,+,-, % ,/, <) und eine Dar-

stellung dieses Raumes

Bemerkung: Die hier aufgezdhlten Sdtze sind im wesentlichen
den Arbeiten von [Kulisch 69] und [Kulisch 72] entnommen,
wo auch die entsprechenden Herleitungen und Beweise nach-

zuschlagen sind,.

Nach [Kulisch 72] , ist (IR‘N‘+‘-,_%%/§§;l. ein durchweg

isoton-geordnetes Divisionsringoid. In etwas anderer Zusam=-
menstellung besitzt es folgende algebraische Eigenschaften:

Satz 1.1:
(IRNg+ , % , / ) Dbesitzt folgende Eigenschaften:

(al o) (OIR,+) 4ist abgeschlossen bezliglich +
1) kommutativ: A+B=B+A
2) assoziativ: (A+B)+C=A+(B+C)
3) Es existiert genau ein Neutralelement o mit

otA=A+o0=A

(b) o) (IR,%* ) ist abgeschlossen bezliglich X
1) kommutativ: A# B = B * A
2) assoziativ: (Ax B) ¥ C = Ax (B¥C)
3) Es existiert genau ein Neutralelement 1 mit

1+« A =A=*1

1
=g

(e) o) (ER,-) 1ist abgeschlossen beziiglich -

1)} darstellbar: A-B=A+(-1) ¥ B
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(d) o) (ER,N,/) 1ist abgeschlossen beziiglich / mit Aus-

nahme der Intervalle N={A|oe A ¢ IR} fiir den Nenner.
1) darstellbar: A/B=Ax (1/B)

2) (-1)/B=1/(-B)

(e) Nullteilereigenschaft:

/ S o%AzA*o0=c und A% Bso <% » A=z o Vv B = o

(£) Vorzeichenregel: (-A) % B==(AX% B)

Eine Eigenschaft, die spdter im Zusammenhang mit der Berechnung
Von numerischen EinschlieBungen von Ergebnissen trotz Rundungs-
erscheinungen auf Rechenanlagen eine wichtige Rolle spielt

ist die Einschliefungs- oder Inklusions- oder Teilmengen-

eigenschaft.

Satz 1.2 (Teilmengeneigenschaft)

Fiir alle Verknilpfungen o € {+,-,%¥ ,/} - gilt:

/\
\\\\\ (A1C B

AysA,,B, B, € IR

1 2 1 1

Diese Eigenschaft Ubertrdgt sich auf arithmetische Funktionen.

Zum Beweis obiger Aussagen siehe [Kulisch 69].
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Eine &dquivalente Aussage zu obigem Satz ist

Lemma 1.3:

Gilt fur alle Verknlipfungen oe {+,-, % ,/}

/ \ (A€ B == AoC¢ BoC), so gilt die Teilmengen-
A,B,Ce R

eigenschaft nach Satz 1.2.

Bew. :

Sei zusdtzlich ein D€ IR mit CED gegeben, so gilt nach Vor-
aussetzung:A o D&€ B oD und Ao C&A oD und schlieBlich
AoCc AoD=BoD, d.h. alsomit Ac B A C<c D folgt

AoCgBobD.

Satz 1.4 (Stetigkeitseigenschaft)

Fir alle Verknilipfungen o € {+,-, ¥ ,/} und flir beliebiges C gilt:
///A\\\ \\\v/// |ACA)-A(B)| < §_ ==> |A(CoA)-a(CoB)| < ¢
€yo  § >0 |o(A)-p(B)| < &  u==> |p(CoA)-p(CoB}| < &

Bei der Division darf natirlich weder A noch B € N sein.

Bew. :
Nach Definition 2.5 in Kapitel I gilt fir o € {+,-,% ,/}

die Darstellung:

AoB = [XA0AB » AA0pB - pAOAB ~ pAopB,

AA0AB L AA0pB L pAOpB pAOpB].
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Nun sind A : IR - R und »p : IR+ R stetige Abbildungen
und My, w 5, + , - , ¥ und / stetige Verkniipfungen von
R x R -+ R, so daB z. B. ohne Beschrdnkung der Allgemein-

heit filr die linken Grenzen gilt:

Mit a(C o A) =(AC 0 AA)R(AC 0 pA)~(pC o0 AA)~(pC 0O pA)
= : ¢(A)
ist ¢ fir festgehaltenes C ¢ MR eine stetige Funktion

IR -+ R, so daB fir geniligend kleines 65 > o mit

[xCA) = A(B)| < 5, stets |¢(A) - ¢(B)| < é gilt,

Veranschaulichung des Intervallraumes [R

Filr das spdtere Vorhaben, den Intervallraum IR zu erweitern
und gewisse Analogien zur Theorie der komplexen Zahlen auf-
zudecken, hat sich folgende Darstellung als brauchbar erwie-

sen,

Durch die Isomorphie L : IR —> R2Z sollen die Intervalle

in der R2-Ebene reprdsentiert werden, Es ist:

Lt : [a,b] —> C(u,6):i=((a*+b}/2, (b-a)/2 ) e-R?

Die erste Komponente pu reprdsentiert den Mittelpunkt und

die zweite Komponente § den halben Durchmesser des Inter-

valles. Speziell sind die reellen Zahlen [a,a] = a e R 1)

dargestellt als (a,o0).

1) Siehe Definition I,2.1
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Die u-Achse kann daher analog wie in der komplexen Zahlen-
ebene als reelle Achse R & IR interpretiert werden und
vertikal dazu (in mathematisch positiver Orientierung) die
Intervallkomponente, die §-Achse (mit der Einheit

[—1,1] = (0,1)), die offensichtlich nur flr echte Intervalle

$ o ist, Siehe Abb. 1.1,

A 5

Sl L
0- 13!1) ///.5’? (/,M.o, S&)
- |
///// I
‘ ;
& (1,0) P T
Abb, 1.1

Nach Definition der Intervalle gilt stets, daR flir alle

Ae IR XA < pA, d.h. pA - 2A > o, also ist der Intervall-
S

teil nie negativ. Daraus resultiert, daR IR allein auf der

oberen Halbebene einschlieRBlich der reellen Achse reprdsen-

tiert wird.
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Es wird sich fiir die Anschauung als praktisch erweisen, jedem
Punkt A = (u,8) € TR einen Kegel zuzuordnen mit der Spitze in
A und den Mantellinien parallel zu den Winkelhalbierenden

p =%+ 6. Siehe Abb. 1.2,

Abb, 1.2

Dieser Kegel charakterisiert einen inneren und einen duferen
Bereich, was im erweiterten Intervallraum jeweils besondere

Bedeutungen hat.

Der innere Bereich ist die Menge aller Intervalle X mit

X € A oder A € X, Folgerichtig stellt der Schnitt des
inneren Kegelbereiches von A mit der p-Achse gerade die
Punktmenge des Intervalles A dar, denn es gilt trivialer-

weige fiUr alle £ €¢ R mit £ € A auch £ € A und damit



134

ist £ Punkt des inneren Kegelbereiches und umgekehrt, ist

E<S€ A und £ € R s0 ist £ e A.

—_—

Um einige Aussagen auch in der u-6-Ebene formulieren zu k&n-

nen, folgender Sat:z:
Satz 1.,5:
Sei A=[a,b]=(y1,61} und B=[c,d]=(u2,52) , so gilt

//\\ ( ASB £« cgaibgd &3 |u2-u1|162-l51 )

A,B € [R

Bew.: Es gilt die Umkehrabbildung:
=y, -6 =
azu -9y b u1+61
c=u2—62 d=n2+52 und- so folgt

einmal mit oz2a-c = ("1”"2) - (61-62)
(*)Hz_pi _<_ 62-51
und zum anderen mit osd-b = ("2"”1) + (62-51) folgt

¥4 - -

Aus (* ) und (% %) folgt schlieRBlich lul‘P2|2ﬁé‘51°
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Umgekehrt, sei |p2-p1|(62'51 vorgelegt, so folgt mit
Mo=ug = 1/2 (c+d-(a+b)) wund 6&,-6, = 1/2 (d-c-(b-a))
im einen Fall: y,;-u, < 86, = &4 e

- (c+d).+ta+b i d-c-b+a e ey

2b < 2d und schlieRlich b < d ;

und im anderen Fall: Bo=HqZ 62-61 ey
c+d-(a+b) < d-c-bta =

2¢c < 2a und schlieflich ¢ < a .
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2, Eine algebraische Erweiterung des Intervallraumes

2.1 Die formale Einfiihrung nichtreguldrer Intervalle

Betrachtet man die zu IR isomorphe Darstellung in R? aus Ab-
schnitt i, so ist, wie bereits erwdhnt, der halbe Durchmesser ¢
der reguldren Intervalle stets nicht negativ. Von dieser Sicht
bietet sich folgende Erweiterung an: Die formale Einfihrung
der entsprechenden Punkte (u,8) aus der unteren Halbebene

mit negativem Intervallteil 6 < o .

Definition 2.1: Ist A=[a,b] € IR mit a,b € R und asb,

so ist die Konjugation A = Ta,b] := [b,a] bzw. py6) = (n,-86)

die formale Vertauschung der Intervallgrenzen,

Definition 2.2: Die Menge TR:={A|A ¢ IR} ist die Menge der

nichtreguldren Intervalle,

Die Menge H:=IR u IR ist der erweiterte Intervallraum.

Als ndchstes sollen die Konjugation, die Operatoren A und p

und die Aquivalenzrelation = auf ganz H fortgesetzt werden.

Definition 2.3:

a) (XKonjugation) Siehe Abb. 2.1

‘;f/p\\\ [a,b] := [b,a]

[a,b] € ®
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b) (Fortsetzung der Operatoren x und ).

;f N,
/ ‘. 3
b \\\ (xC[a,b]) := a und p([a,b]) := b)

[a,b] e H
c) (Fortsetzung der Aquivalenzrelation =)
/\ A=B<=y ) A=3B A pA=pB
A,B ¢ H
t % N N RN b =
N Ay N \: “-\\\'-A\
¢ T O % BN R
\ 17 G . f ) Ry
3 mR T
! : . P \ £
| . ' &
| . ) y | L% s
“c —‘,S/ : \ \b—— -
v AA ‘ PA M

>l

t
)
f
I
4
Abb, 2.1

Bemerkung: Aus (p,6) = (u, -6) folgt unmittelbar, daR die
Durchmesser- und Mittelpunktsfunktion aus Defi-
nition 2.7 des Abschnitts I formal in ganz {H

gelten.

Ferner stellt die Konjugation analog wie in der
komplexen Zahlenebene die Spiegelung von (H an

der reellen p-Achse dar. Vergl., Abb., 2.1,

Speziell soll kiinftig in Ubereinstimmumg mit
Def. I,2.1 vereinbart werden, daB die Punkt=

intervalle [a,a] = a identifiziert werden,
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2.2 Fortsetzung der Ordnungsrelation & auf ganz H

(IR, &) ist halbgeordnet und es wire zunidchst gleichgilltig,
wie die nichtreguldren Intervalle mit € eingeordnet werden,
Im Hinblick jedoch auf die Absicht, inklusionsmonotone Folgen
{lber Punktintervalle hinaus stetig fortzusetzen, sollte die
wesentliche Eigenschaft des Satzes 1.6 formal in ganz H gel-

ten und in TR N IR = IR stetig anschliefen,

Das wird am einfachsten dadurch erreicht, daf die Definition 2.3

aus Abschnitt I formal auf ganz [H beibehalten wird.

Definition und Satz 2.5:

1)
(H,&) ist halbgeordnet mit der Halbordnung & gemdB folgender

Vorschrift:

‘Sei A = ("1’611 und B = (”2’621 .

/\ ACB ;i &==3> |H1'U2|i|52"51|'<==='? AB<AA A pA<pB
A,Be H

Die Halbordnungseigenschaften werden wie folgt erfilllt:

(a) reflexiv AC A da A< )XA A pA < pA st

(b) antisymmetrisch

ASB A BeA <=7 AB<AA ApA<pB A AA<)AB A pB<pA
e==> AA=AB A pA=pB

ety A = B

1)

Eigentlich ist <« in TR nicht mehr identisch mit der mengen-
theoretischen Inklusion. Man miiRte also genauer < schrei-
ben. Da keine Verwechslungen m&glich sind, soll aber das
Zeichen = beibehalten werden.
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(¢) transitiv AgB A BeC <>

AC < AB A AB < 2A A pA < pB A\ pB < poC e

AC < AA A\ pA < pC === Ac C

Flir besondere Zwecke ist es niitzlich, folgende schdrfere Halb-

ordnung zu besitzen:
ACB:E=>AGCB A 2MiIXB A JAEPB A FA$/B A pA 1 6B

Aufgrund der formalen Gleichheit der Ordnungsrelation & auf
IR und H Lleibt natirlich die Eigenschaft von Satz 1.5 auch
auf ganz H gllltig, denn im Beweis dieses Satzes wird nirgends
von der Voraussetzung Gebrauch gemacht, daf der Durchmesser

nicht negativ in IR 1ist.

Satz 2.6

a) /\ ACBE=> A2F

A,BeH

b) AQB=>\/(:{CA;E) \V (AcxeB) v (AcB&x)
xe R =

Bew.: a) AGB < —» AB<)DA A pA<pB &=> [pA,2A] 2 [pB,2B]
b) Fall 1: A € IR !::}\/ xcAGB
X €A
Fall 2: A€TIR A BeDR A AEB c=—=

A B_‘E}A FAN pA:_p B A pA<)A e

\\\\/// pAsx<)A > AcxcB

AB<x<pB
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Fall 3: A € IR A B€ IR A A S B c——=->

A 2B  nach Fall 1 \/ yc BEL A
y€B

und damit ist A & BCy

Folgerung aus diesem Satz ist ein wichtiges Hilfsmittel beim

Aufsuchen von monotenen und antitonen Einschliefungen.

N\

(a) Ist A ¢ TR, so gilt \\¢/ E ¢ A und daraus folgt
£ ¢ OR
AG E = FEe&Ay; dhemit S A dst stets AC €

(b) Verallgemeinert gilt schlieRlich: Ist A € IR so
ist stets A € A und damit gilt filir jedes B mit

A = B, daB stets BCACAC B, also BCALB.

2.3 Fortsetzung der algebraischen Struktur von IR auf ganz H

Die einzelnen algebraischen Verknipfungen + - x / werden einzeln

auf ganz #H fortgesetzt unter folgenden Konsistenzbedingungen:

(K1) Es sollen die algebraischen Eigenschaften aus Satz 1.1

in ganz H erhalten bleiben

(K2) Es soll die EinschliefBungseigenschaft beziiglich € in H

nach Satz 1.2 erhalten bleiben
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(K3) Es soll das Stetigkeitsprinzip nach Satz 1.4 auch in H

gelten.
Bemerkung: In dieser Form und Zusammenstellung gereichen die

gestellten gonsistenzbedingungen wahrscheinlich
nicht zu einer eindeutigen Fortsetzung. Welche
minimalen Konsistenzbedingungen, die dann als
Axiome aufzufasscn sind, zu einer eindeutigen
Fortsetzung geniligen, soll hier nicht weiter

untersucht werden.

Filr diese Arbeit und flir die Praxis mag es ge-
nilgen, irgendeine Fortsetzung solcherart zu
finden, da® die obige Konsistenzbedingungen er-
f{illt sind und damit fir numerische Probleme an-

wendbar ist. Siehe Abschnitt 5 und 6.

Wie sich im weiteren Verlauf dieses Abschnit-
tes ergeben wird, bietet sich diese algebra-
ische Erweiterung auch dadurch an, da8 man
axiomatisch die Existenz von Inversen beziig-
lich + = fordert. Diese Methode ist

bekannt als "Symmetrisierung eines assoziati-

ven und kommutativen Verkniipfungsgesetzes"

[Bourbaki]. Diese Symmetrisierung ist nicht

eindeutig, aber alle so erhaltenen Gruppen
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sind isomorph zueinander. Das Ergebnis der folgen=-
den Abschnitte ist nun, daf die hier (K1)(K2)

und (K3) geniligende Erweiterung von [OIR tatsdch-
lich eine Symmetrisierung von + und # dar-

stellt.

Nachdem man dieses a posteriori Ergebnis kennt,
hidtte man auch eine gesuchte Erweiterung dadurch
erhalten k&nnen, indem man a priori die Symmetri-
sierung fordert und unter allen Symmetrisierungen
diejenigen aussucht, die nur noch (K2) und (K3)

genligen,

Fortsetzung der Addition +

Satz 2.7:

Eine m8gliche Fortsetzung der Addition in (H ist:

/\ A + B :=[2A+AB,pA+pB]



Bew. :

(K1)

(X2)

(X3)

1u3

ist erfillt mit
(a) (o) (H,+) ist abgeschlossen
(1) kommutativ:
A+B=[AA*AB,pA+pB] = [AB+1A,pB+pA] =B+A
(2) assoziativ:
A+(B+C)=[AA+(AB+AC) ,pA+(pB+pC)]
=[(AA+AB)+AC, (pA+pB)+oC]

=(A+B)+C

(3) o=[0,0] € H ist Neutralelement der Addition:

o+A=[o+)\A,0+pA] zA+0=A

ist erfiilllt mit: Sei A,B,C € H und sei

A< B, also (*) XB<MA A pA<pB, so ist fir
beliebiges C € H:

A+C =[AA+AC,pA+pC] und B+C = [AB+AC,pB+pC].

Nun gilt aber wegen (% ):
AB+AC<AA+AC A pA+pC<pB+pC, und damit
A+C= [AA+1C,pA+pC] < [AB+AC,pB+pC] = B+C

womit die Voraussetzung von Lemma 1.3 erfdlllt ist.

ist erfillt, da das Ergebnisintervall stetige
Funktionen der Intervallgrenzen sind, genauer:
A+B=[6(AA,2AB) ,¥(pA,pB)] wobei mit
p(x,y)=p(x,y)=x+y stetige Funktionen iUber R x R

vorliegen.
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2.3.2 Fortsetzung der Subtraktion und des Negativoperators -

Satz 2.8:

(1) Die Subtraktion kann mit

///A\\\ A-B:=A+(-B) fortgesetzt werden, wenn dazu

A,B€ H

der Negativoperator passend fortgesetzt wird:

(2) ;’/\ - B := [=pB,-AB]

Be H

Bew.: (1) Da die Subtraktion auf Addition und Negativoperator
zurllckgefiihrt ist und die Addition bereits konsistent
fortgesetzt ist, bleibt nur noch zu zeigen, daf (2)

eine konsistente Fortsetzung ist.

(2) Der Negativoperator ist von (H,+) unabhdngig.
Jedoch gilt nach Satz 1.1,(f), (Vorzeichenregel),
dafh (-1)xA= -A ist. (K1) ist alsc erfillt, wenn
das Produkt konsistent fortgesetzt ist und nach
obiger Festsetzung (-1)»A=-A gilt. Entsprechend
kénnen die Konsistenzbedingungen (K2) und (K3)
auf die konsistente Fortsetzung der Multiplikation

zurlickgefihrt werden.

Bemerkung: In der u-6-Ebene stellt der Negativoperator die
Spiegelung der H-Ebene an der §-Achse dar.
(Abb, 2.2). Es ist mit A¢ H und
A=(u,8)=((AA+pA)/2,(pA-2A)/2)
-A=((-pA~2AA)/2,(=2A+pA)/2)=(-u,s),
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d.h. es ist =(p,8) = (-u,8),

A d

(/P05 X DU RN

|
!

Bemerkenswerter Ergebnis dieser Erweiterung des Intervallraumes

ist:

Satz 2.9:

(H,+) ist eine kommutative Gruppe.

Bew,: Nach (K1) ist (H,+) eine kommutative Halbgruppe mit
Neutralelement o=[0,0]. Es bleibt der Nachweis der
inversen Elemente. Tatsdchlich gilt:

7%

P \  A+(-R)=[)AA-2A,pA-pA]=[0,0]=0
A € W

-A ist also das Inverse zu A.
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Lemma 2.10:

Es gilt, wie leicht zu verifizieren ist:

A+B = A+B und A-B = A-B .

2.3.3 Fortsetzung der Multiplikation % und Einflihrung des

hyperbolischen Ringes

Hierzu erweist sich die Zerlegung von H 1in die Sektoren
8%, B, T, s T, £ B s T s, und S, als

zweckmdfig. Siehe Abb. 2.3.

Definition 2.11: S':={A€ IR|0 < A < pA}, S :={A€ IR|AA < pA

T:={A|0€ A}

s :=8'v § S, 68 U F
IEECMVIR 13787 v
Lhi=sta TH=S'n T
L :=S"n T TT:=Sn T

Die entsprechenden {iberstrichenen
GrYRen sind einfach die an der
y-Achse gespiegelten, d. h. kon-
jugierten GrdRen.

Es gelten speziell folgende Beziehungen:

T T

H = SI“ 1 51 12

0}

1A
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Abb, 2.3

Satz 2.12:

Die Multiplikation X ist gemdR der Verknilipfungstabelle

Tabelle 2.4 konsistent fortgesetzt.

AAAB = AA*AB 1ist das Produkt der reellen Zahlen AA und AB

Usw. .
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Zur Beweisfilhrung und auch fiir andere Zwecke wird es vorteil-

haft sein, die Verknilipfung % im hyperbolischen Ring (H,+, )

darzustellen. (Das Produktzeichen wird im Gegensatz zur Inter-

vallverkniipfung ¥ nicht geschrieben.)

Der hyperbolische Ring ist ein Analogon zum Kérper der kom-

plexen Zahlen und trdgt eine zum Teil analoge Struktur. Zur

Motivation dieser Behauptung und zur Begriindung des Attributes

hyperbolisch folgende Eigenschaften, die jedoch nicht ndher be-

grindet oder untersucht werden sollen:

Das Produkt zweier komplexer Zahlen stellt eine ellipti-
sche Drehbewegung, das hyperbolische Produkt zweier Intervalle eine

hyperbolische Drehbewegung dar.

Faft man H als Vektorraum des R? auf und definiert

folgende Bilinearform: ¢(A,B):=m(£§)=m((u1,61)(u2,621)=u1u2-6 8

a2 *

(m ist Mittelpunktsoperator nach Definition I,2.5,el),

so definiert nach [Greub 67] diese Bilinearform ein
inneres Produkt vom Index 1 und M ist dann der 2-d%men-
sionale Pseudoeuklidische Vektorraum. Die durch diese
Bilinearform definierte indefinite quadratische

Funktion y(A):=¢(A,A)=m(AR)=p2-8%ergibt nach Greub
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folgende Aufgliederung:

AE—SPU S, ist space-like, da y(A)>o

AeTuT ist time-like, da y(A)<o
o=+ - . . .

A€ LyLuylLvul ist light-like, da y(A)=o

Dieser innere Strukturzusammenhang ist der AnlaB, die einzelnen

Sektoren der Abb. 2.3 so zu bezeichnen.
Alle diese Eigenschaften werden jedoch in dieser Arbeit nicht
ben8tigt, auBer der Tatsache, daR ( H,+, ) ein Ring ist

und gewisse Vertrdglichkeitseigenschaften aufweist.

Definition und Satz 2.13:

Der hyperbolische Ring ( H,+, ) ist der erweiterte Inter-

vallraum (H mit zwei Verkniipfungen, die wie folgt definiert

sind:

////\\\\ A + B := [AA+)B,pA+pB]
A B := [AAAB, pApB]

A,Be H

Sie genlligen den Ringeigenschaften.

Bew.: a) Die hyperbolische Addition ist per definitionem
identisch mit der Interualladditioﬁ. Nach Satz 2.9

ist also ( H,*) eine Gruppe.
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b) (o) ( H, ) ist abgeschlossen
(1) kommutativ: AB=[AAAB,pApB]=BA
(2) assoziativ: (AB)C=[(AAAB)AC,(pApB)pC]
=[AA(ABAC) , pA(pBpC)]
=A(BC)
(3) 1=t1,1] ist Neutralelement mit Al=1A=A

(4) //A\\ L 4 A:=[1/)A,1/pA] ist inverses Element
A & H\L

zu A, d.h. A/ A =[AA/XA,pA/pA] = Bl = &

Bemerkung: Die hyperbolische Division /4 unter-
scheidet sich wesentlich von der
Intervalldivision / , denn es gilt

offenbar A / B = A/B fir B¢ N =TyT

c) Das Distributivgesetz wird wie folgt erfiillt:
Mit A,B,Ce H ist

A(B+C) =[AA(AB+AC),pA(pB+pC)]

[AAAB+)AAXC, pApB+pApC]

AB+AC s

]

Satz 2.14: Darstellung und Vertrdglichkeitseigenschaften der

Operatoren A und p in ( H,*, ).

[o,l]A + [1,0]3

(1) ACA) [0,1]A + [1,0]a 5  p(A)

ACAYA(B)

(2) p(AB) p(A)p(B) 5 A (AB)

Speziell gilt filr //r“\ p(EA)=Ep(A) \ A(EA) = EX(A)
£ ¢ R
13) p(B) = a(A) und p(-A) = -A(A) (Intervall-Minus)

(4)  p(1/A)= 1/X(A)
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Bew.: 2u (1) genligt der Beweis fir A wegen (3).
[0,1]A+[1,0]A=[0,1] [pA,2A] +[1,0] | AA, pA|
=[o,lA]+[lA,d]

=[2A,2A] = A(A)

(2) ist eine unmittelbare Folge aus der Definition 2,12
des hyperbolischen Produktes.

pC[p(A),A(A)]) = X(A)

pC[-p(A),-2(A)]) = -A(A)

(3) p(R)

p(-A)

Satz 2.15: Konjugation* und Vorzeichenregel

(1) AB = A B
(2) (-A)B = -(AB) und (-hA)B = -h(AB}

Bew.: (1) ergibt sich aus:

[AA,pA][AB,pB] = [pApB,AAAB] = A B
(2) Entsprechend folgt filr das Intervall-Minus:

[- A B, - AB]

(-A)B = {-pA,-2AA] [AB,pB]
-[A\ApB,pAAB] = -(AB)

und die Vorzeichenregel fiir das hyperbolische Minus

gilt allgemein in Ringen.

Bemerkung: Aus Satz 2.9 folgt, daR das Additionsinverse zu A
-A ist, also gilt die Beziehung zwischen Inter-

vall-Minus und hyperbolischen Minus:

-A = -hA
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Stellt man Summe und hyperbolisches Produkt in den u-$§-Koordi-
naten dar, so zeigen sich interessante Analogien zu den kom-
plexen Zahlen:

(a) ("1’61) +_(u2,62) s (u1+u2,61+62)

(b) (uigﬁii (u2,62) = (u1u2+6162,u162+u261)

s (u,8) 2 a:
{c) 1{|(P,5) - ;—-:-—-6—2 fir wis

(4) u? - 862 = (p,8)(u,95)
Stellt man die Intervalle A€ H dar (iber der Orthonormalbasis

(u,>8,) mit u_ = (1,0) = [1,1] und &, = (0,1) = [-1,1] wund

A = au, + bﬁo, so erhilt man durch Setzung:

ol M,
OGO zpo
uOGO - o]

den hyperbolischen Ring.

Benutzt man die in den S&tzen 1.13, 1.14% und 1.15 aufgezeig-
ten Eigenschaften des hyperbolischen Ringes ( H,+, ) zur
Darstellung der Tabelle 2.4, s0 treten nun in Tabelle 2.5
einige bemerkenswerte innere Strukturen zu Tage. Die Identitdt
der Tabellen 2.4 und 2.5 1dft sich leicht anhand der Ver-

kniipfungsregeln im hyperbolischen Ring nachweisen.
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B&

Ae o " 8y T

S, AB p(A)B A B ACA)B
[min()AApB, pAAB) -

T Ap(B) max&MB:pADB)j | AX(B) o

IO | | ] - ;A S T
i

S, A B A(A)B A B o(A)E

= | - [max(AAAB,pApB)

i Tabelle 2.5

Bemerkung: Zum Nachweis der Konsistenzbedingungen wire die
Verknilpfungstabelle 2.5 noch viel zu aufwendig, denn man mifite ’
éamtliche 16 Fdlle und z. B. beim Assoziativgesetz sogar

64 Fdlle durchpriifen. In den folgenden Schritten wird des-

halb die Verknlipfungstabelle immer mehr vereinfacht und da-

filr weitere Eigenschaften des Produktes aufgesucht, an denen

(K1), (K2) und (K3) leicht nachweisbar sind.

Seien nach dem n-ten Schritt die Eigenschaften (Ei)’(B2)""(En)
und eine Verknilpfungstabelle Tn vorgelegt, so dirfen sich diese
Eigenschaften nicht widersprechen und es muB stets mdglich
sein, die Tabelle 2.5 vermége der Tabelle Tn und den Eigen-

schaften (El),...(En) zu rekonstruieren.,

Dies wird im folgenden dadurch gesichert, daB beim n+l-ten

Schritt nur eine solche zusdtzliche Eigenschaft (En 1) zZu-

+
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gelassen wird, die

(1) (Ei)"'(En) nicht widerspricht

und eine Tabelle Tn+1 so angegeben wird,

(II) dap aus dieser Tabelle zusammen mit (E )

nt+l
die Ausgangstabelle T stets reproduzierbar ist.

Ist Tn schliefflich genligend einfach, so werden an dieser und
an den Eigenschaften (Ell...(Enl die Konsistenzbedingungen
nachgewiesen werden. Verm&ge der oben geforderten Bedingung

gelten die Konsistenzbedingungen dann auch in Tabelle 2.5.

Satz 2.16:

(H, *) ist nach Tabelle 2.5 kommutativ.

Bew. : Die Tabelle 2.5 ist symmetrisch bezliglich der Haupt-
diagonalen, d.h. A% B=B¥ A,

Satz 2.17:

Die Tabelle 2.5 kann mit Hilfe der Eigenschaft

(E11 (H, ¥ ) ist kommutatiy  und der

(T, ) Tabelle 2.6

1

vollstdndig beschrieben werden,
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Bew.: Sei A ¥B vorgelegt, aber Ax B sei nicht aus Tabelle 2.6

ablesbar,

go ist stets B* A aus dieser Tabelle ablesbar.

Verm&ge (Ei) gilt aber Ax B=B% A, so daR A» B berechen-

bar ist.
Be _
Ac Sr T Sl T
; :
s, AB p(A)B A B | (A)B
[min(1ApB,pAAB) -
T _ ma(AAAB  pApBY] | BAEBI 3
e
" 3 R T T 1—1‘\ N N R o “. =3 -_:..\ ey, fay sy A b
SN _
S, St NSROLA NNt A B p(A)B
b _s._'.?.)q_-..:.,__..'...T et e —— mmnmym—anat e
FRCR O N T :
T 1S IR e % ,Jifﬁawwlx' [1'ma)|:()u°k)LB,|:)A,:;B):f /
LS : ‘\ “._' YA N NN 2 N - a !
w§$§‘h v\}\\ x";§gﬁﬁ§§\ min(AApB,pAAB)|

Lemma 2.19:

Tabelle 2.6

Der Konjugations- und Negativoperator bilden folgende Sektoren

aufeinander ab:

A S1 \ =A & Sr
AeT A =A€¢T
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Bew.: Diese Aussagen sind aus der Definition 2.11 bzw. aus
Abbildung 2.3 und der Spiegelungseigenschaft der

Operatoren unmittelbar ersichtlich.

Zur weiteren Vereinfachung der Tabelle 2.6 folgender

Satz 2.20: (Konjugationsregel)

In Tabelle 2.6 gilt / \ (AxB) = A% B

A,B€ H

Bew.: Durch Anwendung des Lemmas 2.19, Satz 2.14((3):p(A)=A(A))
und Satz 2.15 (AB=A B) lassen sich die einzelnen Fille leicht

realisieren.
Zur Demonstration zwei Fdlle;

nach Tabelle 2.6

Sei A& SPABE Sr" so ist (A« B) = B
_ _ nach Lemma 2.19 u. Tab. 2.6 _ _
= AB = A¥*B

>

Sei Ai-Sr/\ B €T, so ist

nach Tab. 2.6 nach Satz 2.15 =
(A% B) = (A)B = (A)B

nach Satz 1.14 _ _ nach Satz 2,15 u, Tab., 2.6
= (A)B = A+ B

Usw,
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Satz 2.21:

Vermége von Satz 2.20 kann das Produkt folgendermafen charakteri-

siert werden:

(El) (H, ¥) ist kommutativ

(E,) /\ A¥B =AxB
A,BeH

(Tz} Tabelle 2.8

N\ Be
Ae Sp x 84
| .
; —_—
S AB p(A)B | AB
r 1 ‘
Wow i [min(AApB, pAAB) P
RN [max(lﬁkB,pApB)j | HAB)
AN AT
Sl . \\.‘\ -‘_}\\ . \ 5 R \__‘ N \ A B i
SRR SOULUNGS TR
\ 5, \\J E"\". .\._‘_._‘:‘\
_ AN 8 Y b
I RN o Q§§ R e ]
NN AN

Tabelle 2.8

Bew. : (Ez) widerspricht (El) nicht, da sie unabhdngig sind.
So bleibt zu zeigen, daR Tabelle 2.6 aus (Tz) und (E2)
reproduzierbar ist. Es fehlen die Verknipfungen fir

beliebiges A¢ Hund B€ T, Da A € Hund B < T ist mit (Ez)

A%B = A % B und A*B ist aus Tabelle 2.8 ablesbar.
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Satz 2.22:

In Tabelle 2.8 gilt die Vorzeichenregel:

N\ (-A)¥B = -(AxB)
A,Bé H

Bew.: Diese Aussage gilt in Tabelle 2.8 wie sich mit Hilfe des

Lemmas 2.19, Satz 2.14 (p(-A)=-A(A}) und Satz 2,15

((-A)B=-AB) zeigen 1#Rt. Zur Demonstration sei der Fall mit

A€ TABET herausgegriffen: Nach Lemma 2.19 ist dann -Ae T
nach Tabelle 2.8

und damit (-A)# B = [min(A(-A)p(B),p(-AIAB)),
max (A (-A)A(B),p(-A)p(B))]

Satz 2.1u4
= [min(-p(A)p(B),-A(A)A(B)),
max (-p(A)A(B) ,-2(A)p(B))]
= [-max(p(A)p(B),ACAIA(B))
-min(p(AIA(B) ,A(A) p(B))

Tabelle 2.8
= - (A% B)

Satz 2.23:
Damit 14Rt sich fiir das Produkt folgende Beschreibung geben:

(E,) (H,% ) ist kommutativ

1

/N e
(E) / \ T(A*B) =& x B
A,B€ H

\,
(£ /| (-A)¥B = -(AxB)
A,Be H

(Ta) Tabelle 2.9
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-

‘7@533{5§Q§$

S AB p(A)B T T T " o
r ‘ i § e .‘\‘\-._ \\\_\
S e e e R G T, A T
[min(AApB,pAAB) »
max(lAkB,pApB)j

Tabelle 2.9

Bew. : (Ea) widerspricht nicht den Eigenschaften (Ei) und (Ez)
da sie unabh&ngig sind. Tabelle 2.8 ist aus Tabelle 2.9

mit (E,) erginzbar:

Sei A€I/H und B € 51, so ist nach Lemma 2.19 =-B ¢ Sr
und vermdge (ES) ist dann.A*x B = -(A * (-B)) aus Ta-

belle 2.9 bestimmbar.

Nach diesen Vorbereitungen soll nun endlich der Beweis von
Satz 2.12 nachgeholt werden. Nach der in Anschluf an Tabelle
2.5 gemachten Bemerkung genilgt es, die Konsistenzbedingungen

an (El)' (Ez), (Eaj und (T31 aus Satz 2.23 nachzuweisen.

Bew. :

(K1) vertrdgt sich mit (E11 und ist von (E21 und (Eal unab-

hdngig.

(K1) vertrdgt sich mit Tabelle 2.9 wie folgt:
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(Die Ziffern beziehen sich auf Satz 1.1 (b).)

(o) klar, da héchstens wieder verallgemeinerte Intervalle

auftreten
(1) aus (Ei) folgt (1)

(2) Zum Beweis der Assoziativitdt wird hauptsdchlich
benutzt, daR der hyperbolische Ring ( H,+, )
assoeiativ und das Intervallprodukt kommutativ ist.
Folgende Fdlle treten auf:

2.1 A,B,C::SP so sind sdmtlich auftretende Produkte
Ax B» C=ABC mit der hyperbdlisehen Form iden-

tisch und damit assoziativ.

2,2 A€S,, Bes , CeT
(A% B)*C=p(AB)C nach Satz 2.1u4
=p(A)p(B)C=p(A) (p(B)C)=p(A) (B« C)=A % (B+C)

da B¥C e T .

2.3 AesS,, BeT, CeT
(A»B)#C=(p(A)B)* C da p(A)B € T folgt:
=[min(p(p(AIB)ALCC),A(p(A)Bp(C)),

max(A(p(A)IBIACC),p(p(A)BIp(C))]

da p(A)>0 und nach Satz 2.14

p(A) [min(pBAC,ABpC) ,max(ABAC,pBpC)]

p(A)(B4C) da B%CE€ET

A% (Bx C)
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2.4 8Sind A,B,CeéT, so liegen alle Verknipfungen in IR
und nach Satz 1.1 gilt in (IR, ¥ ) das Assoziativ-
gesetz.

2.5 In den Fdllen, in denen ein Faktor in T und ein
zweiter Faktor in T liegt, ist.das Ergebnis stets o,
was dem Assoziativgesetz nicht widerspricht.

(3) 1e Sr ist Neutralelement, denn nach Tabelle 2.9 ist mit A:=1
./h .
, \_ 14 B=1B=B und N\ 1% B=p(1)B=1B=B
Bes, B¢ T

Die Eindeutigkeit ergibt sich wie ilblich mit der Annahme,

daR Y ¢ H ein weiteres sei, so liefert Y # 1=Y=Y~» 1=1.

(K2)

(K2) ist unabhdngig von (El}, (Ez) und (ES) und

Tabelle 2.9 erfilillt (K2), wie mit Hilfe der folgenden

Lemmata gezeigt werden kann,

Lemma: Die Teilmengeneigenschaft ist transitiv, d.h.

mit A<BAB<C und mit beliebigem D<€ H
gelte A“D<B«D\B+D:C+#D so ist mit

ACC auch A¥*D<EC«~D.

Bew.: Dies ist eine unmittelbare Folgerung aus der

Transitivitdt von & .
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Abb. 2.4

Lemma: Ist As=s Sr /N BeT und A:=B so gibt es stets

ein Ce« L+ mit A€ C<B .

Bew.: In der p-8-Ebene liegt z. B. ein solches C gerade auf
dem Schnittpunkt des Kegelmantels von B mit der Win-
kelhalbierenden L' . Vergl, auch Abbildung 2.4. Es
ist mit C = [o, pB] A\ AeS, .\ AgB stets

©c<AM A pA<pB und ABg o A pB < pB .

Der Fall A€T und B&€S, und ASB kann nie auftreten, da

AZo4&B .
Sei im folgenden stets ASB so gilt:

(1) f&k’Sr, BeS, Ce Sr' dann ist

A> C=AC=[\ALNC,pApC]

B¥ C=BC=[ABAC,pBpC] wund mit AB<AA A pA<pB A  0sACsgpC

folgt ABAC<AAAC A pApCs<pBpC == A4 CCB«C



(2)

(3)

(4)

(5)

(6)

(7)

Der

(K3)
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AGSP, BéSP, Ce« T dann ist
A% C=p(A)C und B> C=p(B)C und mit o<p(A)<p(B) folgt

p(A)C < p(B)C

A¢S , BeS,, CeT 148t sich zurickflihren auf Fall (2) duv.h
Konjugation, denn es ist dann A€ S, Be Sy Ce T und

wegen A 2 B folgt A+C=2B«C und damit A« C< B* C

AT, BeT, Ct¢ Sr so folgt
A+ C=ApC=zA+ p(C)
B C=BpC=B« p(C) und dieser Fall ist mit p(C) ¢ R*

zurilckgefithrt auf (IR, #) wo (K2) bereits gilt.

A,B,Ce T ist mit T ¢ IR ebenfalls ganz in (IR, * ) wo

stets (K2) gilt.

Ae¢T, BeT, C€T ergibt einfach A= C=B «C=0 ,

Ist AESr A BeT, so gibt es nach dem letzten Lemma
ein CeL+=Srn T mit AgC A €S B, und nach den Fdl-
len (1),(2) und (3) ist somit A> D<C+ D wund nach (4),(5)
und (6) ist C*DESB<4D und somit gilt nach dem ersten

Lemma: A+DLBxD .

Nachweis der Stetigkeit verliuft wie folgt:

ist vertrdglich mit (El)’ (EQ) und (E3)’ da kommutieren
und spiegeln an den Achsen p und § stetige Operationen

sind.

Innerhalb der Sektoren ist das Ergebnis des Produktes
Ax B=[¢()A,pA,)\B,pB) ,(AA,pA,AB,pB)] wobei wund ¢
selbst stetige Funktionen in allen Argumenten sind

(min(x,y) und max(x,y) sind stetige Funktionen).
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Der Nachweis reduziert sich damit auf die Nahtstellen nach
Tabelle 2.9: (1) L+ und

(2) {0} =TnNT .

Zu (1): Es ergibt sich mit A,BGL+, also Az[o,x], B=[o,y]:
(%) A ¥ B=AB=p(A)B= [minmpa,pms),
max(AAkB,pApB)]=[p,xy],
d.h. je nach Ann&herung aus dem betreffenden Sektor
trifft eine der drei Produktdarstellungen der Glei-

chung (* ) zu und diese sind auf L* identisch.

Zu (2): Mit A¢T und BeT ist stets A*E=o was ja mit
beliebiger Anndherung von A oder B gegen o stets

o bleibt.

Bemerkung 2.24:

(1) Wie Tabelle 2.5 zeigt, ist das Intervallprodukt nicht

nullteilerfrei. Es gilt im Gegensatz zu Satz 2.1(Ce)

e

% . -

; % : E A¥ B=[o,oﬂ=o auch fir Ajo.Bjo.
A & T B & T

(2) Das Inklusionsdistributivgesetz in IR gilt nicht mehr in

ganz H. Es gilt vielmehr:

7
/-” % A* (B+C)CA*B+Ax C
A,B,CE DR

A~

[

#

2 \ A+ (B+tC)2 A+ B+Ax C (eine unmittelbare Folge
A,B,c e IR des Satzes 2.20)
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Fortsetzung der Division /

Satz 2.25:

Die Division ist mit N:=TuT und

//\ A/B:=A* 1/B A /\ 1/B:=[1/pB,1/AB]

A€
B €&

H
H\ N

B € H\N

konsistent fortgesetzt.

Bew. :

(K1) klar nach Satz 1.1 d) Punkt o) und 1), da die
Darstellungen identisch sind. Die Divisionsringoid-

eigenschaften sind ebenfalls erfillt mit:

(D7) A/1=A* 1/1=A » 1=A

(D8) o/A=zo% 1/A=o fir A d N

(D9) mit x:=-1 ist (-1)* (A/B)=(-1)% A% 1/B
=((-1)% A) % 1/B
=A% (-1)/B
=AX1/((-1) % B)

(K2) und (K3) gelten bereits filir das Produkt, so daB

diese nur noch fiir die Inversion 1/B nachzuweisen sind.

(K2) AcB d.h. AB<AAApA<pB so folgt, da die Vor-
zeichen in H\N jeweils gleich sind
1/AB>1/AA A 1/pA>1/pB  also ist
1/AS1/B .
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(1)

(2)

(3)

(4)

(5)
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(K3) Die Stetigkeit ergibt sich aus der Stetigkeit der

Funktion 1/x fiir x « R und xi}o .

2.26:

Mit N=Ty T ist ( H\N,* ) eine kommutative Halbgruppe mit 1

/\ 1/(A% B)

= 1/A%1/B
A,B € H\N
///”\\\ 1/(A/B) = B/A
A,B € H\N
Fir A € H\N gilt:
A A
1/A = =
R R A(A)p(A)

d(A) d(A)
d(1/A) = =

A% A A (A) p(A)

Bew, :

(1)

und Inversen in H™N.

Es bleibt wegen der Gilltigkeit von (K1) nur noch den

Nachweis zu erbringen, daB® alle Elemente

A « H\N

stets ein Inverses besitzen. Tatsdchlich gilt:

/\ A¥1/A = 1, denn es ist 1/A=[1/pA,1/)A]

A ¢ H\N

und da mit AE-SP stets 1/A ¢ SI bzw., mit A€ Sl stets

1/A € 51

ist, folgt in jedem Falle

Ax T7A=[1,1]=1
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(2) Aus 1/(A%x B) = X folgt nach (1)
1 =X%(A»B) = X A« B =

X ¥A = 1/B und schlieflich X = 1/B % 1/A

(3) X = 1/(1/B) ergibt X % 178 = 1 vem=» X = B
fir Be H\N . Es ist somit 1/(1/B) = B .

Fir 1/A/B)

1/(A * 1/B) folgt wegen (2)

1/A =% 1/(1/B) und nach der Voriiberlegung:

1/A = B = B/A

[ A(A) p(A) I
p(AYACA) * p(A)ACA)

(4) 1/A = Lifp(A)', 1/AA] ;

da mit A e H\N stets p(A)ACA) > o ist:

= A X 1/p(A)A(A) = A * 1/(AxA)

p(A)=A(A) _ d(A)
AMAYP(AY T L R

(5) dC1/8) = 1/ACA) - 1/p(A) =

fir A € H\N .

Lemma 2.,27:

In MR gilt die allgemeine Darstellung der Intervallverknilpfung
nach [Kulisch 69]:

Sei zu gegebenen A,B€ IR und fiUr eine beliebige Verknilpfung

o€ {+,-,% ./} P(2,A,Bl=P1={AA°AB,pA°AB,AAopB,pAcpB} so gilt

//\ AoB= [min(_P )_,max (.PI]
A,B € IR
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Eine entsprechende Formel gilt in IR :

,///\\\ AoB= [max(P),min(P)]

A,Bc IR

Bew.: Anhand von Satz 2.14 1dRt sich leicht einsehen, daf
P(©o,A,B)=P(o,A,B) ist. Benutzt man die Eigenschaft
(E,) aus Satz 2.23, dann ist A,B € IR und da P

invariant bezliglich Konjugationen ist, ergibt sich

A»B = K>B = Tmin(PL,max(P)] = [max(P),min(P)] .

2.4 Vervollstdndigung von WO

Wie Abschnitt I,4. zeigt, muf der zugrundegelegte Raum ein
vollstédndiger Verband sein, um ohne Schwierigkeiten auf die
entsprechenden endlichen Raster i{ibergehen zu k&nnen. In Ab-
schnitt 6 wird eine Klasse von endlichen Intervallrastern |

VH eingefithrt, die leicht auf Rechenanlagen realisierbar

sind.

Auch hier tritt der Fall ein, daR bei Hinzunahme der un-
eigentlichen Zahlen p und -p zu [R der zugehérige Inter-
vallraum H' :=IR" y E;? einige globale Eigenschaften ein-
bift. Jedoch bedeutet das auch hier keine wesentliche Ein-

Schridnkung, denn es wird (JHEOL+,-,* s/3S) zu einem

vollstdndigen, durchweg isoton geordneten Divisionsringoid.
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Satz 2.28:

Legt man den Vollverband R = R y {-p,p} aus Abschnitt I,k4.

zugrunde, so ist B¢ := R v} IR ebenfalls ein Vollver-

band beziiglich < .

Bew. : (H ,<) ist nach Konstruktion und nach Definition 2.5
ordnungsisomorph 1 zu (R R‘,i) und somit ein Vollver-

band. Es gilt insbesondere

i) = [-p,p] =: PeW® und o@') = [p,-p)] = Pe W .

Definition und Satz 2.29:

¥ "
(H y{o},+,-,% ,/,& ) 1ist gemdB der Verknipfungstabelle 2,10 und
den folgenden Vereinbarungen ein durchweg isoton geordnetes Di-

visionsringoid mit den ausgezeichneten Elementen {-1,0,1}.

a) Die Addition und Subtraktion gelten formal nach Satz 2.7

und Satz 2.8 unter Verwendung der Tabelle 4.1 aus Kapitel I.

b) Die Multiplikation gilt formal nach Satz 2.12 und Tabelle 4.2
aus Kapitel I.
¢) Mit L:=L'y Lfv L"w L  und §:=S,uv S, ist die Inversion

in H N L erklirt:

/\ 1/A:=[1/pA,1/2A]

AeH\ L

d) Flir A€ LN {0} gelten die beiden F&lle:

1/ [0,pA] [1/7pCA), p - sign(p(A))]

1/[xA,0] [p-sign(a(A)), 1/x(A)]

und allgemein die Division nach Tabelle 2.10 . Fir das
auftretende Produkt gilt b) und damit die Tabelle 4.2 aus

Kapitel I. So ist z. B. o%p=o usw. .

1)

Genaueres siehe Abschnitt 2.6
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s\ {0} TN L { TN L
Ae |
S A% 1/B Ax 1/B l Ax 1/B
SR TPRRN——— O e
T A% 1/B [-psp] ; Ax 1/B
e e T . R e
T A% 1/B A% 1/B [ [p,-p]
Tabelle 2.10
(D1), (D2), (D3), (D4) und (D5) behalten ihre Gliltigkeit

aufgrund der Tatsache, daB sie bereits in I gelten

und sich unmittelbar auf H" {ibertragen.

(D6)

(D7)

(D8)

(D9)

(ODs)

klar, da durch Hinzunahme von p und -p keine wei-

teren Elemente x mit x4x=1 entstehen,

Da 1€ S\{o} gilt die erste Spalte aus Tabelle 2.10,

also A/1 = A%1/1 = A .

Da oe¢ T und nach Voraussetzung A¢ N=ToT ,

ist o/A = o+ 1/A = o .

-1€8 und nach Voraussetzung B Q N , also ist

(-1) % (A/B)=(~1)x A+ 1/B ((-1)% A) *1/B

=A% (-1)/B A% 1/((-1) ¥ B)

Die EinschliefBungseigenschaft bzw, die Durchweg-
Isotonie gilt flr die Operationen + - X in H

und fir / in MHNN aufgrund der Konsistenzfor-
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derung (K2) bei der Konstruktion von [H. Bei allen
gefilhrten Nachweisen von (K2) k&nnen auch ohne
weiteres die Grenzelemente -p und +p bzw.

[-p,p] und [p,-p] gesetzt werden, so dafk

(0D6) auch in IH* gilt.

Eine Ausnahme bildet der Nullraum N = Ty T . Dort
gilt fiir Divisoren A ¢ N\ {o} keine Inklusionsisotonie
im Sinne von (OD6) mehr. Dies stellt natiirlich keinen
Widerspruch zu (K2) dar, da ja flir die Fortsetzung von
H die Elemente A ¢ N als Divisoren ausgeschlossen
wurden (vergl. Abschnitt 2.3.4). Erst die in diesem
Abschnitt vorgenommene Vervollstdndigung von {H zu

H® erm8glichte die Fortsetzung der Division auf
Divisoren aus N™ {o}.

Bemerkenswerterweise erlaubt gerade die Verletzung

der Inklusionsisotonie,wie sie im folgenden darge-
stellt wird,eine geschlossene Darstellung des New-
tonverfahrens flr mehrere Nullstellen.

Zur Beschreiﬁung der Ordnungsstruktur bei der Ab-
bildung X-»>1/X in N {Q} erweist sich folgende

Halbordnungsrelation als niltzlich,

Definition und Satz 2.30:

a) A< B<p)A LipA < pB nAB ist eine Ordnungsrelation

2, Art, d. h. sie ist nicht
reflexiv, aber asymmetrisch

und transitiv.,
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d. h. es gilt:

(01') A <€ B+-»B { A und

(02 l) A< B Fa B.‘: & o) _?>

AA s pA < AB i~ PB < AB vt pB < AC ~ pC

& v A< C
b)  Gelegentlich wird auch die in [Moore 69] und
[Kulisch 72] eingefiihrte Ordnungsrelation benutzt:
A BCDMA < AB .\ pA < pB
Lemma 2.32:

Es gelten folgende Eigenschaften:

a)

b)

c)

d)

e)

Bew. :

A< Bg&=m A <+ B, A<<B < . > AzB
A& Be S-A »-B, ASS B ~>=AX -B
A< B=—» A<S B

As B A Ay B » A< B

A<<Bi:. > A+Cz<B+C 4

Die Behauptungen a), b) und c¢) sind einfache Folgerungen
aus Definition 2.30
d) ergibt sich aus folgender Aquivalenzkette:
AceB A\ AgB < w7
AA © AB A pAx pB \ AA < pB s\ pA < )AB ~
AM < AB ™ pB A pA < AB ™ pB T

AA L pA < AB o [:B <N P A< B

=) A << B . > MA < AB e pA < pB 1 >

AA + AC < AB + AC A pA t pC < pB + pC
A+ L Z B+ ¢

7
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Satz 2.33:

In N\{:}= Ty T‘\{u} gelten folgende Ordnungsbeziehungen

bei der Inversion X =+ 1/X. Die verschiedenen Fdlle sind in

der folgenden Tabelle 2.11 zusammengefaft. (A und B sind je-
weils in der entsprechenden Zeile und Spalte Elemente aus

S, Mo TVfeh S;Mo} und TNel. Zu jedem der mdglichen Fdlle
A ¢ B oder A2 B gibt die entsprechende Tabellenstelle an,

ob 1/A 2 1/B oder 1/A & 1/B oder 1/A << 1/B oder 1/A 2> 1/B
gilt., Mit Ausnahme der Fdlle in der Hauptdiagonalen der Tabelle
ist nur hSchstens einer der Fille A< B oder B & A mdglich.

In der Hauptdiagonalen jedoch steht zuoberst stets der Fall

fir A2 B und darunter der Fall A € B).

Be —
. s, \{o} T\ {o} ’ s;\fol T\}o}
| 178 2 1/B | :“ ~-;\\\?1\3! ‘
SOl /4 < 1/8 ! 1/A >> 1/B b R Nveaasd 174 2> 1/B
R S [ E.—-.,-»._. ...,....,.-.--...__,..I _.,_....H\a.._... !\\\Li.,... e
\jek ! 1/A 2 1/B l 5 :
TN{®)| 1/A << 1/B " 1/A ¢ 1/B | 1/A 2> 1/B ; /A< 1/B
—_— . \.\, - \\.\ \\\ st . iy i t
LR NS i 1/A = 1/B |
N, O f.. = < 1
S\fo} N 1/A << 1/B | 1/A < 1B | 1/A << 1/B
ol | 1/ j ; | 1/A 2 1/B
i T — s i :
T\{fo lAf_glfBi /A 2 1/B ¢ 1/A 22 1/B ; 1/A < 1/B

Tabelle 2.11
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Mit Hilfe der Eigenschaften

AC BZS-A s« -B<=DA > B nach Satz 2.6 und 2.8 nd

i
A
o

<< B »=-A 2> -B <> R < B nach Lemma 2.32

und mit Hilfe von Lemma 2.19 1&Rt sich Tabelle 2.14

reduzieren auf eine Minimaltabelle Tabelle 2.11'.

Be _
Ac Sr,\fb} l T\{o} I T\ {e}
Sn{e}] /a4 =2 1/ i\k o S \ 1/A >> 1/B
T\go}\?” \ i AR 1/B | 1/A < 1/B

Tabelle 2.11'

Diese Tabelle ist nur angelegt fir den Fall A 2 B

Diese verbleibenden vier Fille beweisen sich wie folgt:

Fall 1: A ¢ Sr\\ L B e SP\. L folgt schon aus

Satz 2.25 wegen (K2).

Fall 2: A,B € T\{s}, so gilt:
A2BCY»AA € ABA pB < pA
< »1/AB < 1/XAA1/pA < 1/pB
< ya(1/A) < A(1/B) A p(1/B) < p(1/A)

< >1/A 2 1/B

Fall 3: A e T \{&€t Be T\{e} , so gilt:

A2 B< 7 AA

1A

AB A pB < pA
da L\Aioisz\pB_<__01pA

<> 1/AA < 1/AB A 1/pB & 1/pA
¢ > 1/A ¢ 1/B
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Bew.: Fall 4: A € S\ {0} B¢ TN\ L ergibt:

A 2B<-"7)\A < AB A pB < pA
da pB < o < pA
<= 1/AB < 1/MAA N 1/pB < 1/pA
> p(1/B) < p(1/A) A A(1/B) < A(1/A)

iy A/B < 1/A
womit Satz 2.33 bewiesen ist.
Der folgende Satz ist zur Formulierung des modifizierten Newton=-
Verfahrens von Bedeutung.
Satz 2.34:

a) Sei AeT\Lz\BGSP\L bzw. BQ-Sl\L, so -
gilt A2 BAA2 B < -51/A <€ 1/B

bzw. 1/A » 1/B

b) entsprechend sei Ae¢ T\ L ABE€ Sr\ L bzw. Be Sl\. E 5

so gilt: A<SBAACB <——>1/A € 1/B  bzw. 1/A > 1/B

c) A,Be IR, A,Be (R, und ist A< & B< B,
so gilt:
Lo T
(c.1) B¢T A BE&T v=> A/Bc A/
(6.2) BeDRNT A Be TN {o} A A€T A/B € A/B

(c.3) BEIRNT A BeTN (o) A Ac IRNT A

=
-
H
=
/
|_]
4

.
fir A/Be S, : A/B> A/B
fur A/Be S, : A/B < A/B

(c.4) BeTN{o} A BeTN\{o} > A/BE A/B
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Bew.: Nach Tabelle 2.10 folgt im Falle a) o.B.d.A fir B € Sr\\

A2 B <=7 1/A ¢< 1/B und

A2 B <> 1/A < 1/B <= 1/A << 1/B

und nach Lemma 2.32 d) folgt daher:

A2BAARE &=» 1/A ¢ 1/BA1/A 25 1/B
<= 1/A € 1/B
entsprechend beweisen sich die restlichen Fdlle von

a) und b).
¢) vi:.1) gilt nach Satz 2.12 und der Eigenschaft, daB

A/B = A% 1/B ist,

(c.2) Es ist A/B € MR und somit ist mit

A/B = [-p,p] = P A/BS P =A/B.
N - -
(c.3) AC A¢ Sr = A€ Sr und damit ist
A/B = [AA/pB, pA/AB] und
e ™~ - L L L
A/B = A % (1/B) = AA(1/B)

Nun ist nach al 1!5 < 1/B und da
oxg AK < AA e=—2>
AAC1/B) < AA(1/B) € AA(1/B)

/B < [AA/pB,AA/AB] s< [AA/pB,pA/AB]
da M < pA A AB > o0 .

Die restlichen Fdlle lassen sich mit Hilfe
der Negativoperation und Lemma 2.32 auf

diesen Fall (C.3) zurlckfiihren.

(c.4) B,Be T\ {o} und A,A€ T so gilt nach
Satz 2.33 A 1/BS A* 1/B€ A % 1/B .
Fir den Fall A4 T, Ae T ist
Ax 1/Be P = Z/E und fiir den Fall

ALAC T ist A/B=PCS P = A/B .
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Zur Veranschaulichung der Ordnungsbeziehungen bei der Inversion
in N\ {0} sind in Abbildung 2.12 und der folgenden Zusammen=-
stellung die wesentlichsten Fdlle fiir ein festes A€ T \ {o}

aufgefiihrt:

Abb. 2.12

Abbildung 2.12 weist folgende 7 Fi4lle auf:
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Bl1 2 A2 B2 <=y 1/B1 2 1/A 2 1/B2

B3 S A i 1/B3 > 1/A

BA A <——» 1/B4 € 1/A

BSC A < > . 1/B5 »> 1/A
B6 < A .. . » 1/B6 << 1/A
B7S A .o > 1/BT 2 1/A

Es ist bemerkenswert, daB die Inversion je nach Konstellation
die drei verschiedenen Ordnungsrelationen € , << und <€ inein-
anderiiberfilhrt. Natlrlich kann aus Tabelle 2.10 auch die Um-
kehrung abgelesen werden. etwa:

A << B filr A e T\?ti und B & Sr\fcf » S0 ist dies dquivalent

mit 1/A € 1/B , da 1/A e TNuo} A 1/B € s)\{of .

An Satz 2.26 anschlieRend kann nun im Hinblick auf die erweiterte

Division in!H‘\{U} folgendes ergdnzt werden:

Satz 2.35:

a) /\ 1/(A% B) = 1/A * 1/B

Ae HNN
B € H'\ {0}
P
./ N 1/¢1/8) = a
A« H*\ {0}
N\
¢) .~ (1/arB) = B/A | 1/B/A) = A/B )
A € H' {0}

B H'\N
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Bew. :

a) Fir A,B € H\N 1ist die Aussage bereits in Satz 2.26 ge-

zeigt. Es bleiben damit die vier Fdlle:
A€es NL A B € T\fo}
A:=S \NLA BF TN {ol

A€ 8\ L A B€ T\{o}

i

ACS\NLA BET Jof .

Unter Verwendung der Eigenschaften (Ez) und (Ea) aus
Satz 2.23 und Lemma 2,19 lassen sich alle vier Fdlle auf

einen reduzieren, z. B. auf den ersten Fall.

Fir diesen gilt:
Mit A € S N L A Be T\{o} gilt

1/A € Sn N 1/BET und nach Tabelle 2.5:

1/A % 1/B

A(1/A)1/B = (1/p(A)1)(1/B) = 1/p(A)B

1/ (A% B)

b) Sei A = [AA,pA], so ist
1/A = |1/pA, 1/2A| und schlieBlich

1/(1/A) = [1/(1/2A), 1/(1/pA)] = [XA,pA] = A

el Mit A e IH\{c] ist nach b):

A = 1/(1/A) € HNJ O} und nach a) SOmit:I
1/(1/A) ¥ 1/B =
1/(1/A ¥ B)

A/B = A% 1/B

1/(B/A)

)

entsprechend folgt B/A = 1/(A/B).
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Es ist seltsam, daR die Fdlle a) und c) nicht allgemein fiir
% ;
A,B € H ({0} erweitert werden k&nnen. DaB dem so ist, beweist

folgendes Gegenbeispiel:

Sei A = [-1,2] und B = [-u4,5], so ist

1/(A%B) = 1/[-8,10] = [1/10,-1/8], aber

1/A% 1/B = [1/2,-1] * [1/5,-1/u4] = [+1/4,-1/5]

1]

Bemerkung 2.36:

1. Bei der Division bzw., bei der Inversion ist bemerkenswert,
daf in H die Inversion nur fiir Eleﬁente aus Sr v Sl‘\ L
definierbar war. In ' jedoch kann die Inversion auch
fir Elemente aus T U T \{o} sinnvoll definiert werden.
Eine Motivierung und anschauliche Bedeutung dieser In-
version zeigt Abschnitt 5 beim Newton-Verfahren. Ver-

gleiche auch hierzu den Abschnitt 2.5.

2. Im Gegensatz zu den Inversen in Srlj Sl\ L sind die
' Tnversen '' in Ty T \{©} keine eigentlichen Inverse

mehr, denn es gilt:

'\ = N\ =
/// N A/A=1 aber ¥ M AlA:[min(lA/pA,pA/AA),l]

A&eSNL A e T~{o}

A/A=[1,min(AA/pA,pA/AA)]

B ...I\
A e T'\:Li

d.h., betrachtet man die Funktion v(A):=A/A so ist der Bild-
bereich v( HY ) = {1} ul[«x,1]| -p <« < 1}u{[1,k]|-p & x < 1),

Der Bildbereich ist in Abbildung 2.13 angedeutet,.
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Abb, 2,13

2.5 Interpretation der nichtreguldren Intervalle IR

Wie der Abschnitt 6 dieses Kapitels zeigen wird, erfiillt der
formal erweiterte Intervallraum H®W die anfdnglich gestellte
Forderung, antitone Einschliefungen von Fixpunkten zu berech-
nen. Unbefriedigend bleibt aber bisher, daf® man mit Gr&Ben
rechnet, die keinen Sinn zu haben scheinen. Die Inversion gibt
uns einen Schlﬂssel,.wie zu einer Interpretation der nicht-

reguldren Intervalle m8glicherweise zu gelangen ist.

Die algebraischen Operationen + - ¥ fihren nicht aus den regu-
ldren Intervallen IR hinaus, d.h. (DIR,+,-,¥ ) ist abgeschlos-
sen. Anders jedoch die Division bzw. die Inversion. Bildet man
z. B. 1/[—2,3] so erhdlt man nach Satz 2.29: i/[—2,31=[1/3,—1/2],

also ein Element aus IR, ein nichtreguldres Intervall.
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Die Inversion ist zundchst definiert in IR \ T. Fir ein
A mit od A ist 1/A=h({1/alae A}). Da die Funktion 1/a
stetig filr a 3 o ist und A einfach zusammenhdngend, so

ist auch die Menge {1/ala € A} einfach zusammenhdngend.

Es ist deshalb 1/A = {1/ala € A} .

Definiert man aber auf dieselbe Weise die Inversion fir
A €T, also mit o € A , so zeigt Abbildung 2.14, daB
kein einfach zusammenhdngendes sondern zwei getrennte Er-

1)
gebnisintervalle (-w,l/lA] und [1/pA,») auftreten

Ya

Abb. 2,14

1)
Die runden Klammern k&nnen in #HY durch eckige Klammern

und +» und -« durch +p und -p ersetzt werden.
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Nach Satz 2.29 jedoch ergibt sich: 1/A=[1/pA,1/)A] ¢ T ¢ IR,
also lasch ausgedriickt gerade das ''einfach zusammenh&ngende
Loch'' oder genauer 1/A = [1/)A,1/pA] ist gerade das abge-
schlossene Komplement zu dem oben anschaulich berechneten

Ergebnis.

Der Konjugation k&nnte man daher die Bedeutung der Komplement-

bildung beztiglich der Grundmenge TR zuordnen (vergl. [Kahan 68]).

Diese Interpretation fiihrt, wie folgende Beispiele zeigen,
zu erheblichen Komplikationen beziiglich der algebraischen
Struktur:

Sei A = [2,1] = (-=,1] y [2,w) und B = [0,0.5], so ist
A # B={ablae AAb€B}=(-=,=), ein Ergebnis, das zwar dem
EinschlieBungsgesetz genligt, aber fiir Iterationsverfahren
uﬂgeeignet ist. Z. B. wiirde das Iterationsverfahren

A=A % [0,0.5]+1 mit Fixpunkt 2 = [1,2] nicht einmal kon-
vergieren, mit A = [2,1] = (==,1] y [2,=), denn es wire
dann Ai = (-=»,w), Dagegen liefert das Produkt bzw. die
Summe nach der formalen Definition das sinnvolle Ergebnis
Ay = [2,1] « [0,0.5] + 2 = [1,1.5] und es ist
A

2 A, 2 Ao usw. .

1

Nun ist es allerdings falsch, deshalb obige Interpretation
zu verwerfen, weil sie etwa stets zu unbrauchbaren Ergeb-
nissen filhrt, sondern die Schuld liegt darin, daR die
algebraische Verknlipfung falsch fortgesetzt wurde. Wirde
man ndmlich das Produkt in diesen Fdllen iUber das Komplement

berechnen, also mit A = IR\A , B = IR\ B und
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Ax B= RN {a'b'|la'e A Ab' ¢ B} so ist tatsichlich
[2,1] * [0,0.5] = RN ((=w,0] |, [0,5,=)) = [0,0.5], also
dasselbe wie nach Tabelle 2.5. Doch auch diese Form ver-
sagt in anderen Fdllen, etwa im Beispiel A = [1,2] und

B = [0.5,0] = (-»,0] y [0.5,=). Es ist dann

R\ {a'b'|a' e 'K Ab'e B} = RN (-w,») = ¢ dafir
jedoch stimmt es in der urspriinglichen Form:

{abla € AN b ¢ B} = (-=,0] y [0.5¢) = [0.5,0] .

Diese verwirrenden Schwierigkeiten zu umgehen ist der
Anlaf, IR formal unter geeigneten Konsistenzbedingungen

nach H algebraisch fortzusetzen.

Die anfangs gegebene Interpretation der nicht reguldren
Intervalle braucht deshalb nicht verworfen zu werden,
sondern wie der Abschnitt 2.8 zeigen wird, entstehen die
Widerspriiche dadurch, daB die Komplexbildung nach De-
finition I, 2.5 direkt Ubertragen wurde, was nicht in

dieser Weise erlaubt ist.

2,6 TFortsetzung der Supremums- und Infimumsoperation

Auf Grund der formalen Fortsetzung der Ordnungsrelation
von IR auf H nach Definition 2.5, ist es naheliegend, zu ver-
muten, daB sich die entsprechenden Supremums- und Infimums-

operationen in analoger Weise formal fortsetzen.

Diese Vermutung bestdtigt sich mit Hilfe folgender Ord-

nungsisomorphie.
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Sei (R, <) der natilirlich geordnete Raum der reellen Zahlen,
(R',<') der "entgegengesetzt" geordnete Raum der reellen

Zahlen, d. h. es gilt:
R' =R und mit a,be R' ist a <'b <= b < a .
Der Produktraum (R' x R, <) sei wie folgt geordnet:

Mit (a,b), (c,d) e R' x R ist

nach Definition

ih
o

(a,b) < (C,d) <zmm———> a f.' lal VAN b

i
[a ¥

von (RY,&'): wearmnio 8 & A D

(H, & ) ist dann entsprechend Definition 2.5 ordnungsisomorph

zu (R' xR, <):

Mit

¢ : H +»R' xR, d. h. /\ ¢(A) = (AA,pA),

Ae H

$ T : R' xR +H , d. h. /\ o~ Y((a,b)) = [a,b]

(a,b) € R' x R

und A€ B < -—> ¢$(A) < (B)
< —=—>3 (AA,pA) < (AB,pB)
< > AB < AA A pA < pB

erhdlt man gerade die Definition von 2.5 .

(R' x R, <) ist als Produktraum von Verbdnden ein Verband

und somit ist (H, < ) ein Verband, Die Infimums- bzw.
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Supremumsoperation, die in H mit A bzw,U bezeichnet werden

soll, ﬂbertragt sich vermdge des Isomorphismus ¢ wie folgt:

— bzw. 1 bezeichne die Infimums- bzw. Supremumsoperation

in (R, <) bzw.(dual vertauscht)in (R', £').

Es gilet:

¢(A U B) = SUP(R1 R,i,)(¢(A),¢(B)) z
= SUP(gr R’i,)((lA,pA),(AB,pB)) =
= (xA m AB,pA u pB)

d. h.

AuB := ¢" XAy B)) =

¢—1((1A|ﬂ AB,pA w pB))

Entsprechend folgt:

An B iz [AA L AB,0A M pB]

Zusammenfassend gilt daher:
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Definition und Satz 2.u40:

Es gilt in (H,C€):

///\\\ A u B:=sup(A,B) = [AA N pB,pA s pB]
AT B:=sup(A,B) [EA|J pB,pA M pB]

A,B~ H

Da MR € H auch als Teilmenge IR ¢ PR der Potenzmenge
(PR,& ) aufgefaht werden kann, ist es in manchen Situationen
von }orteil; eine Beziehung zwischen den mengentheoretischen
Operationen i und U und den Operationen 7V und | herzustel-

len,

Satz 2.41:

In IR gilt

a)/\ An B= ATYE AN AyuB= AL B

A,B € OR
AnBi0

b)/\ AnB=20 et (AAw AB) > (?A 1poB)

A,B € TR
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Bew,: Bis auf Vertauschungen von A und B sind folgende 3 Fdlle

zu unterscheiden:
Fall 1: MA<pA<)B<B so ist )AuAB=AB>pA=pArmpB , also

tritt b) in Kraft, denn tatsdchlich ist AN B = 0 .

Fall 2: AAzAB<pA<pB so ist AN B ¥ @ , also tritt a) in

Kraft und es ist Ay B = [MA,pB] und A N B = [AB4pA] .

Fall 3: AB<)A<pA<pB so ist AN B = A $-0 und es gilt a) mit

AUB=B-= [AByoB] und AN B = A= [AA,p04] .

In den Fdllen also, wo a) aus Satz 2.41 zutrifft, lassen sich
U und N auf Supremums=- und Infimumsoperationen(w, m) der

Intervallgrenzen zuriickzufiihren.

Satz 2.42:

Fitr alle A,B,C ¢ H gelten folgende Eigenschaften:-

1]
>
R
ol

(1) AUB

t2) /\ ANB $ 0 <==> (ANB=ANBAAUB=AUB)

A,B € IR = AT B € OR



(3)

(4)

(5)

(6)

(7)
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AgcB< > (AuB=BAaABB=A) -DAUB2AANATIBSZ

( o L) wund ( i ,71) sind kommutative Halbgruppen mit

den Neutralelementen [-p,p] = P bzw. [p,-p] = P

( Y u,7) ist distributiv

-~

A< BANCa D s o3 AL D

in

Bu-cC

™ und U sind stetige Operationen

Bew. :

(1)

(2)

(3)

(4)

[AAL_.)\B,QA.—,pB_‘H[pAm pBy XA G J\B] und wegen pA=)A folgt

= [R.ﬁ_srw Ag,pﬁu pﬁ]

Aus Satz 2.41 a) folgt unmittelbar:

ANB$+0 - > (AmMB=ANBA AUB=AU B)
Unmgekehrt, ist A3 B=A n B, so ist wegen Satz 2.u41 b) dies
nur ftir A7 B¢ TR mdglich, also ist AN B& IR , also

ist ANB {0 .

A ¢ B, d.h. nach Definition 2,6 es ist AB<)A A pA<pB  also

ist A L AB = XA A JAmMAB = AB o

pA ™ pB = pA .\ pAupB pB , womit die Behauptung

A 7 B=[AA,pA]=A und AL B=[AB,pB]= B folgt,

Abgeschlossenheit, Kommutativitdt und Assoziativitdt
von U und N ergeben sich aus den entsprechenden Eigen-

schaften von v und » in (R,< ).

A
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Insbesondere gilt:
Wegen A< P folgt nach (3) AT P=A und

wegen A2 P folgt nach (3) AU P=A

(5) (AyB)iT C = [AMmAB,pAupB] T C

1]

[(AA mAB) u AC,(pA w pB) m oC]

Da nach Definition 110 aus Kapitel I der linear geordnete

Verband Uﬁ,i) in u und ™ distributiv ist, folgt weiter:

=[(AAwAC) — (AB tu AC),(pAr pC) wu (pB i pC)]
=[AAwAC,pAm pC] u [ABwAC,pBmpC]

= (AnE) W (BT C).
Analog lduft der Beweis fiir (AT B)UC=(AuC)N (BuC)

(6) Dies folgt durch sukzessive Anwendung von:

m<bAc<d:>auc<bud usw. auf die Intervall-

grenzen.

(7) ' und M sind stetige Operationen was sich auf & und

unmittelbar Ubertrdgt.

Bemerkung 2.43¢

Die modifizierte Vereinigungs- und Durchschnittsbildung 1&At

sich in der u-§ -Ebene leicht veranschaulichen und konstruieren:

Konstrukticn: Die Kanten bzw. Mantellinien der den beiden Inter-

vallen A und B zugeordneten Kegel schneiden sich

fir A¢ B\ B¢y A in genau 2 Punkten.
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In den Fdllen, wo ACSB

oder B2 A

ist,

sind als die beiden Schnittpunkte A und B

selbst zu nehmen.

punkt mit dem grdfReren §-Wert und AT B

AuB

ist dann der Schnitt-

ist

der Schnitfpunkt mit dem kleineren é§-Wert

(vergl. Abbildung 2.16).
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2.7 Vertrdglichke®itseigenschaften von ¥ und A mit den

algebraischen Operationen +, -, % , /

Diese Eigenschaften werden im Rahmen dieser Arbeit nicht mehr
voll ausgenutzt., Da sie aber eine wichtige Rolle im Zusammen-
hang von Einschliefungsverfahren fiilr analytische Probleme
iber M spielen, sollen sie der Vollstdndigkeit halber hier

aufgefithrt werden.

Satz 2.ub:

Es gelten folgende Distributivgesetze:

5
(1) ///p\\\ 4///h \\ Ao (BUuC)=(AocB) u (AoC) bzw.

oe {+,Xx} A,B,CéH Ao(BA C)=(AoB) 71 (AoC)

2y / \ -(AuB)=(-A) y (-B) bzw. -(ATWB)=(-A) ¥ (-B)

A,Be¢ H

(3) /\ 1/(AuB)=3/Au1/B bzw, 1/(ATTB)=2/A7 1/B
A,B eH\ {0}
AB3> 0

) /\ 1/(AWB)=1/AT1/B  bzw. 1/(ATSB)=1/Au 1/B
A,BeH\ {0}
AB€ 0

Bew.: Da (H,%&) ein durchweg isoton geordneter Verband ist,
kénnte man denken, daf Satz 1.11 aus Kapitel I anwendbar wire.
( H,S<) 1ist jedoch entgegen der dortigen Voraussetzung nicht
linear geordnet. Im folgenden Beweisgang wird wesentlich der

Satz 1.11 aus Kapitel I verwendet, denn der IH zugrundege-
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legte Raum R ist linear geordneter Verband.

(1) A+(BEC)=[AA,pA]*[ABn.\C,pBUpC]
=[AA+(ABnAC),pA+(pBupC)] und wegen (0D1) in (R,<)
folgt =[(AA+AB)n(AA+1C),(pA+pB)u(pA+pC)]

=(A+B)U(A+C)

Zum Beweis des Produktes soll Satz 2.23 herangezogen wer-
den. Dazu muR gezeigt werden, daf sich (El), (Ez) und

(EB) mit U und ¥ vertragen. Tatsdchlich gilt:

A¥ (BLC)=A¥ (BuCl=A*(BmC! d. h. wegen (E,) sind u

und 7% nicht unabhdngig voneinander.

Wegen (2) folgt die Vertrdglichkeit mit (Ej):

(-A) ¥ (BuC)=Ax (-(BuC))=A¥ ((-B)u (-C))

Bei Verwendung von Tabelle 2.9 muR die Distributivitdt
sowohl fiir ¥ als auch flr T unabhdngig wegen (32) nach-

gewiesen werden.

AeSP, Be—Sp, Ce Sr so ist BUC&SP und es folgt:
A¥ (ByC)=A(Bu C)=[XA(ABnAC),pA(pBuwpC)] und da rA,pA>0 folgt
| = [AAABnAAAC, pApBupApC]
=ABy AC=A%By A% C

AeSP, Bc-SP, CeT so ist BuCeT also ist

A% (ByC)=p(A)(BuC) und da p(A)20 ist
= [pAABrpAAC,pApBupApC] und da AC<osAB  pA>o0 folgt
pAABnpAAC=AAABApAAC=pAAC il AR
= [AAABnpAAC, pApBupApC]

=ABy p(A)C = A¥BUA*C
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AeT, BeS, CeS  so ist BuCeS  und daher:
A% (BuC)=Ap(Bu C=A(pBupC)
=[AA(pBupC),pA(pBupC)] und da AA<o<pA folgt
= [2ApBn2ApC,pApBupApC]

=Ap(B)UY Ap(C) = A« ByA+C

AeT, BeS, C€T soist BuCeT

A% (B C)=[2Ap(BYC) mpAA(BL C),AAN(Bu Clu pAp(Bu C)]
=[AA(pB pC) pA(AB AC),2A(AB AC) pA(pB pC)]

da )Ac<o<pA folgt weiter

s [AApBr'l AApCm pAABm pAAC, AAXBu 2AAC U pApBw pApC]

und da ferner AB,pB,A\C,pC <o gilt stets:
AApB m pAAB=1ApB A 3ApC mpAAC=AARC A
AAAB w pApB=pApB A AAAC w pApC=pApC und damit
=[AApBnAApC,pApB v pApC]
=Ap(B)W Ap(C) = A¥ BUA¥C

Ist dagegen A¢T und By CeT so ist trivialerweise B,C& T

und deshalb o=A¥ (By C)=A¥Bu AX C=oy o=o0

Ist A¢ T und sei o.B.d.A. Be&MH und C€T so ist
BULUCe€ T und damit o=A¥ (BUC)=A¥ByuA £C=Xuo mit

Xe€ T, also ist XSo und deshalb Xuo=o.

Das war eine Demonstration der wesentlichsten Fdlle, denn
alle M&glichkeiten wurden hiermit noch nicht erfaBt. Die
restlichen Fdlle lassen sich aber stets auf ein vorge-
fiihrtes Analogon zuriickflihren,

Entsprechend verlaufen die Beweise fiirTV.
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(2) -[AA = AB,pA « pB]=[-(pAupB), - (AMA~2AB)] und nach Satz 1.11

aus Kapitel I folgt:

=[(=pA) @ (~pB),(~rA) w (-2B)]

[A(-A)fﬁ A(=B),p(-A) L p(-B)]

"

(-A) u (-B)

(3) A,Be HN L A AB > 0 <—=> JAMB > 0 A pApB > 0o .

1/[3\1‘& v AB,pA o pB]

Nun ist 1/(A u B)

[1/(pA w pB), 1/(AA — AB)]

Nach Voraussetzung haben AA und B wie auch pA und pB

dasselbe Vorzeichen, so daB nach Satz I,1,16 (d) gilt:

[1/0A - 1/pB, 1/2A o 1/AB]

(4) A,Be HN L A AB <« o &= )AAB < 0 A pApB > 0,

Nun ist 1/(Au B) = [1/(pA u pB), 1/(2A m AB)]
und nach Voraussetzung haben AA und AB wie auch pA
und pB verschiedenes Vorzeichen, so daf nach Satz I,1.1

(d) gilt:

[1/pA u 1/pB, 1/)A — 1/AB]

DafR flr AB€ N =Ty T i.a. keine Distributivitdt gilt, zeigt

das Gegenbeispiel:

1/¢[2,3] y [-5,1]) = 1/[-5,3] = [1/3,-1/5] aber

1/(2,3]  17[-5,1] = [1/3,1/2] y [1,-1/5] = [1/3,1/2] .
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Satz 2.u45:

=l
-

Sei N =Tuv so gilt fir beliebige A,B,C ¢ H:

(1) (A+B) u C = (A u (C-B)) + B

(2) (A-B) u C = (A U (C+B)) - B

(3) (A-B) W C = A - (B yu (A-C))

(4) (A*B) u C = (AW (C/B)) * B B ¢N

(5) (A/B)ucCc = (Au(cB) /B B¢ N

(6) (A/B) ucC = A/(B ¥ (A/C)) sofern A.é N A Cé¢L A B(A/C)D»O
(7) (A/B)u C = A/(BA (A/C)) sofern A¢ N A C4 L A B(A/C)¢ o
Fir n gelten entsprechende Regeln,

Bew.:

(1) Aus Satz 2,44 folgt

+

B)u C

(Ay (C-B)) +B=A+BucC-B+B=(A

w
n

L2
1

(2) (AyY<(C+B)) -B=A-BVYC+B - B)y C

(3) A - (B (BA-C)) = =((~A) + (Bu(A-C))) = -((B-A) U (A-C=-A))

= -((B=A) yu (~-C) =(A - B)u C

(4) €A y (C/B)) x B= (A% B) u (C/B « B)
= (A¥ B)uy C

(5) (AL (C % B))/B= (Ay (C*¥ B))* 1/B = (A/B) u (C = B/B) =
= (A/B) u C
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(6) A/(BYA/C)=A% 1/(Bw(A/C)) nach Definition 2.29
=A%« (1/Bu1/(A/C)) nach Satz 2.u44(3)

=A% (1/Bu C/A) nach Satz 2.35(c)
=A/Bu A* C/A nach Satz 2.44(1)
=A/BLUC da mit A § N

A/A = 1

(7) A/(Bn A/C)=A% 1/(BN (A/C))
=A+ (1/BU 1/(A/C)) nach Satz 2.4u4(4)

=A/Bu C

Verm8ge der Dualitdt ATI B = Au B gelten entsprechende For-

meln fir 0

Fiir spezielle Zwecke ist eine besondere Darstellung des
'Produktes fiir Intervalle aus N, das nach Tabelle 2.5 offen-
bar nicht lber das hyperbolische Produkt darstellbar ist,

von Bedeutung.
Lemma 2.46:

/\ At B=Ap(B)U AA(B)=p(A)BU A(A)F

/\
X &
A,B

AY B=AA(B)TWAp(B)=1(A)B7T p(A)B

a7

Bew.: a) Auf Grund der Identitdt: A=rAu pA und

B=XB L pB
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fiir A,BeT folgt nach Satz 2.4u:
A¥ B = A¥ (ABupB) = A~ ABuy A% pB

nun ist AB < o und pB > o , so daB nach Tabelle 2.5

folgt:
Ax B = AABUApB .
Auf entsprechende Weise beweisen sich die anderen

Fdlle.

2.8 Punktweise Berechnung der Intervallverkniipfungen

Wie die widerspriichlichen Beispiele in Abschnitt 2.5 zeig-
ten, darf offenbar die in Definition I, 2.5 angegebene
punktweise Berechnung nicht ohne weiteres auf ganz W
{ibertragen werden. In diesem Abschnitt soll gezeigt werden
wie diese Berechnungsweise geeignet modifiziert auf ganz
H erweitert werden kann. Hierzu muf zundchst das Element-

symbol € auf ganz |H geeignet fortgesetzt werden.

Definition 2.48:

(aeA fip A € IR

; A
/ 4
A g
*, i

7 N s \ ae'A{'-_?ﬁ
Ae H aeR Lan fir A ¢ IR

g' soll nur stehen, wenn links von ¢' stets ein Element
von R steht. Dieses Symbol deckt sich fir A ¢ IR mit dem

mengentheoretischen Symbol € , hat aber in TR nur formale

Bedeutung.
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Nach Definition I,2.5 gilt offenbar fir A,B € IR die Dar-

stellung:

Ao B = LJ LJ (a o b) fiur o€ {+,-,x,/} .
aeaA b+B

Es bietet sich daher an, diese Formel umzuschreiben auf

die Verwendung von Uunda 71 , die im Gegensatz zu U und N

in ganz H Giltigkeit haben. Wie folgende Abschnitte zeigen,

ist dies leicht m&glich.

Satz 2.u49:

Jedes Intervall A€ H Dbesitzt folgende Punktdarstellung:

-
LJ a fir A ¢ IR
ae A
A=ﬁ‘ T-T Y
" fir A € TR
ae€ aA
_

Bew.: Ist Ae¢ IR, so ist LJ =lJ und deckt sich mit der Darstellung

in ©R .

Ist A € TR, so ist A € IR und es gilt in @R

=1

u

-
1]

und nach Satz 2.42 (1) folgt:

o Us s T

aeh a¢ A a6R
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Um diese ldstige Fallunterscheidung nicht immer schreiben zu

miilssen, m&ge folgender r-Operator eingefiihrt werden:

Definition 2.50:

Sei ¢ : R » IR beliebige reelle Abbildung, so ist der "Zusam-

mensetzoperator" ¢ wie folgt definiert:

(u
j ¢(a) fir A & OR
//,N\\\ ER

t(a,A)¢(a) :=x

AcHA ﬂ¢(a) fiir A € TR
ac A

a e¢lR _
Ist ¢ stetig, so bildet der g=-Operator ¢ ab auf eine stetige Inter-
vallfunktion., Speziell gilt nach Satz 2.u49:
A = g(a,A)a .

Ferner lassen sich nun mit 1V und U bzw, mit Hilfe des g-Operators
die algebraischen Verkniipfungen in (H,+,-,%,/) in Analogie zu
Definition I,2.5 angeben.

Satz 2.51:

(1) Flr jede Verknipfung o e {+,#% } gilt in H:

///\\\\ A o B = g(a,A)z(b,B)(aob)

A,BeH
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(2) ///A\\\ - A = g(a,A) (-a)

Acv H

s
AN
(3) - Ry 1/A =¢(a,A)(1/a)

A€HNN

eine Sonderrolle spielt natiirlich die Inversion in N\L:

P fﬂ 1/a fur A€ R

W) - n 1/a =4 3¢ A
-Ae NN L ——
U 1/a fir A € OR
aé¢ A
Bew. :

(1) Nach Satz 2.49 k¥nnen fiir A o B nur die vier Fille

auftreten,
Lu a)o\m_b) fur Ae IR,B ¢ IR
ae A b= B
i’ \ 3
¥ U a) oku b) fur A€ IR,B ¢ IR
‘YacA be B
A oB =é 3 ; :
H TT_ a} o { ﬁ__ b;} fiir A€ TR,B ¢ IR
' Yach beB
i ,
i\ a, ol U. b} fur A« TR,B€ IR

r W b~ B

e
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Durch sukzessive Anwendung der Eigenschaften aus Satz 2.u4u(1)

und auf Grund der Distributivitit U und ) gewinnt man weiter:

LJ [] (aoblT

LJ L) (aob)

!
AoB =% n > = g(a,A)z(b,B)(aob)
rT (aob)
a

i

{ !

ri (aob)?
a i
7

Auf entsprechende Weise gewinnt man (2)(3) und (4) aus den

entsprechenden Eigenschaften (2)(3) und (4) des Satzes 2.Uul.

2.9. Zwei weitere Operationen: Der Links- und Rechtsschnitt

Neben der Infimums- und Supremumsoperation ist es zur Dar-
stellung des Newtonverfahrens niltzlich, folgende weitere
Verknlipfungen von Intervallen einzufiihren:

Definition 2.53:

(1) Linksschnitt © :

/\ A © B:z[AAnAB,pAn pB]

A,Be H
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(2) Rechtsschnitt o

\ A o B:=[.\A'—'J\B,pAu pB]
A,Be H

Vergl. Abbildung 2.18.

ik b
; |
i
| p
,_ A ADE ) ;\\
AQS__G : -} Aol
|'3
! /\\
g - bh o . N . N Y —
/ : "
h'\', u ! ‘
. v A3 !
_i 3 i

....,‘_\.'../ L 3 L T - - 'f' o o L, PR bh
B

Abb. 2.18
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Satz 2.5

A,B,C ¢ H beliebig

(o) A(A« B) = XA n B, p (Ao B) pA n pB

(1) Ao A=A s A v B=B o A

(2) (A« B) © C A o (B@C) = (AvC) « (Bo C)

(3) (Aw B) o A

i
oS

(AeC) @ (BoeC)

(4) (Ao B) o C

A AN A o B<< B

<<
= (= ]

(5) A« B
(6) A« Bgs<< A o B

Entsprechende Beziehungen gelten auch fir o.

Bew, :

Auf Grund der Eigenschaft (o), die eine unmittelbare_Folge der
Definition 2.53 darstellt, lbertragen sich alle Eigenschaften

von m und o aus Definition I,1.10 auf < bzw, o,

Sat2 2.55°
A,B,C-H Dbeliebig

(1) (a) A« IR A Be IR > A4 B < A <> B



(2)

(3)

(%)

(5)

(6)

(7)

(8)

(9)

(10)

(11)

(b) Ae M A B €T A B < A

(¢) Aw Be IR =y A€ IR VvV B«

(a) (Ao BT C=(ARClaw (B C)

(b)) (A B) @« C=(A® C) pn (B C)

(A« B) A B (AN B) « B

(A« B) +C (A +C) « (B +C)

-(A « B) = (-A) o (-B)
A o B A o B

/‘\\ (A o B)C = AC © BC
C € Sr'

A,Be H

(A w B)*C=(A ¥ C) o« (B x C)

>> 0~
W o :
rr.
o

A¢ B - »2 (A« C) ¢ (Bao C)

A<<B - 7 (Aw C) s< (B« C)

A< B Z AnCcCs (B C)» C
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Bew.:

(1) a) A € MR — > A< pA A B € IR —» B > pB
Also ist nach Definition 2.30 und Definition 2.53:
AA™AB) v (pAn pB) < GAUAB) » (pAw pB)
nachzuweisen.

Nach dem Distributivgesetz ist diese Ungleichung

dquivalent mit:

QA pA) n AB o pA) » (DAL pB) m (AB U pB) <
(AA = pA) u ABrm pA) @ (WA pB) o (AB ™ pB)
Wegen XA cwrpA = )A 1ist dies gt b

pPAm (OB upA)r GACpB) = AB< 2A OBrpA).« QWA pB)w

~ pB
nach dem Absorbtionsgesetz ~ 7
pA = (AA U pB) n AB < 2A @ (ABw pA) U pB - - >

(pAm 2B) m (QOA U pB) < (WA W pB) « (pA m AB)

was offenbar wegen a m b <awub richtig ist.



(1)

(b)

(e)
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o.B.d.A. ist zu zeigen, daB B &« A <2 B

d.h.

(=) 2A < (OA m2AB) < AB /\

pB < (pA m pB) < pA

Nach Voraussetzung aber ist

AA < AB A pB < pA , so dak
A - AB = AA A\ pA -~ pB = pB folgt,

womit die Bedingung (* ) erfiillt ist.

Aus A @ B ¢ MR e

AA M ?\BF_GA\"IQB

es mub AA < pAm™ pB AV AB < pA ™ pB

o.B.d.A. folgt aus

AA < pA pB , daB

AA < pA v AA < pB , d.h.

A€ TR v (A < pB A A« IR)

Der Fall A ¢ TR A\ A < pBR fiuhrt jedoch zu der

Aussage:
pA < XA < pB >
AAM AB < pA > da XA > pA

AB < pA < AA < pB, d.h. B« IR.

sein.

A gilt,
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(2)

a) (A« B) A C [(?AA = AB) u AC, (pA = oB) pC]

1]

[(GAw aC) » (AB = aC),(pA n pC) i (pB n pC) |

(A C) n (B o C)

b) (A 5 B) @ C= [(AAu pBY m AC,(pA n pB) m aC]

(A® C) 1 (Ba C) nach derselben

Uberlegung wie in (2) Q)

(33 (A< B = B=(Ar B) «® B nach (2) a)

(4) (A< B) +C= [(AA = AB) + AC,(pA m pB) + oC]
= [(AA + AC) =~ (AB + 2C),(pA + pC) = (pB + pO)]
= (A % C) a (B + €)

(51 -(A @ B)= -[lﬁ ™ AB,pA ™ pB]

[-pAu =pB, - A u -2B]

Al o (-B}

6 (A < B) = [AAn AB,pA m pB]
= [pAn pB,AA ~ AB|
= [J\x ! pE,pKH Dg]

Ao B

(7) (A © PB)C = [(AA @ AB)AC, (pA = pB)pC] =
da AC,pC > © folgt somit:
= [AAXC =~ A BAC,pApC m pBoC]

= AC © BRC
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(8) Es ist
A B = [AA~ AB,pAr pB]
wegen XA < AB A pB < pA

[AA,OB]

Somit ist im Falle
a)AeSrr—-‘;AchS =2 nach (7)

(A w B) «~ C (A @ B)C = AC @ BC =A< C«« B« _C

b) Aq,—S:L -~ » A @ Be Sl -—= % nach (7)

(A© B)e C=(A o B)C=AC © BC =A% C o Bv¢ C

c) Mit A B gilt A« C2 B X C, somit ist

A< Cao B> C=[x(A* C),p(B« O)].

Sei A« T und
(c.1) Be T, soist A «@ Be T und somit

(A ® B)* C

[rA,pB] % C
[xa,pB]pC
[xApC,pBpC]
[A(ApC),p(BpC}]
[xcAa = C),p(B = C)]

A+ C @ B« C nach obiger

Vorilberlegung.



(10)

(11)
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(c.2) B € Sr, so ist A « B « T und somit

(A« B)=x C

T

[J\ApC,on C]

[x(A = C),p(B « C)]

A«Co B« C

(c.3) Be& S so ist A © B« S und somit

5 S 1

(A @ B) % C

[2a,0B]T

[xApC,pBAC]

[r(A « €),p(BT)Y]

[x(ax ©),0(B « O]

Ax C o B¥ C q.e.d.

AB £ A A oA < oB sy e
ABm AC < A m AC A\ pAnm pC < pB = pC —

(A2 C)c (B @ C)

A << B Ui >
M < AB A pA < pB . >
AAm AC < AB e+ AC A pA m pC < pB mn pC

(Ao C) 2< (B o C)

Trivialerweise ist AC < 1A u AC >
AC = (AB 2 AC) m Cx < AA u AC

Ferner folgt mit A ¢ B , daR pA < pB, >
pA ™ pC < pB m pC = (pB m pC) m pC,

somit ist

An Cc(BnC) o C.
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Mit Hilfe dieser neu eingefilhrten Operationen l&R/t sich der
bei der Inversion in 2.5 auftretende Komplex M={1/a|a e Ae IR}

darstellen.

Satz 2.56:

Es gilt in H':=IR'v IR® mit P =[-p,p]
flir festes A e T & [R:

M = {1/alae A} = (1/A <@ P) v (1/A ©& P)

Bew. :

Es ist M

{1/ala e A} =

{1/ala e [rA,0] v a ¢ [0,pA]} =

{1/ala ¢ [AA,0]} v {1/ala € [o0,pA]} =

[-p,l/kﬁﬂ v [1/pA,pJ nach Definition 2.29,

Nach Definition II,4.1 ist -p kleinstes bzw. p groftes Element

in R » SO daB weiter folgt:

=
1l

[-p »~ 1/pA,p n 1/2A] v [-p u 1/pA,p w 1/2A]

(1/A © P) VU (1/A o© P).

Dies ist eine wichtige Beziehung zur Darstellung des modifizier-
ten Newton-Verfahrens. (Es ist zu beachten, daf damit nach Defini-
tion 2.29 M = (1/alae [o0,a]} das Intervall [1/a,p] zugeord-

net ist.)
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3. Das Vektoid Vnh

Alle Begriffe und Formeln, die in H gelten, lassen sich im
wesentlichen durch komponentenweise Ubertragung auf das n-dimen-

sionale Vektoid VHH anwenden,

Definition 3.1:

(VH, + , « , » ) ist das (in Anlehnung an [Ullrich 72]) definierte
Vektoid {iber dem Ringoid (H, + , * ) mit den ausgezeichneten
Elementen {-=1, o , 1} . Entsprechecnd ist (Mnﬁ, + , % ) die Menge

der verallgemeinerten Intervallmatrizen,

Es ist A € VH mit A= (A, ..., A) = (A)

12 i

und Aie-&i Flr 1 =215 05 5 N

Es ist Ol ¢ MH mit X = (Ajgs sen s Ajps ees 5 Apl) = (Aij.)

und Aij EH fir i) = 1y s5:s 0 i

Die Verkntpfungen sind wie folgt definiert: v

>
+
o]
L]
™

CAx ¥ Bi)
A,B € VH
///m\\\ Ao A = () Al)
A € H
Ae V H
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Dariiber hinaus sind die wesentlichsten Operationen aus H auf

VH bazw. MHH wie folgt fortgesetzt:
(1) -A := (-A;)  bzw. -1 =((—Aij))

(2) A

(Ai) bzw. 1 = ((Aij))

(3) AuB :

(A; u B,)  bzw, g ud := ((Aij u Bij))

(entsprechend fiir s )

(4) A< B <P //\ A;< B, bzw. (l << Ry

1=1 5% 0030

A e
1] 1]

N
N

'—l
-

[
1]
S

L
3
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(5) (In Vorgriff auf Abschnitt 4.):

1Al == ClALlD bzw. | |l := (C lAij[( ))

(6) d(A) := (d(Ai))

Damit gelten alle Eigenschaften des Vektoides nach [Ullrich ?2]:

(V1)(V2)(VD1)(VD2)(VD3) wund (VD4) .

Dariber hinaus {ibertrigt sich die Existenz der additiven Inversen

von H auf VnH und Mnﬁ und die Existenz von additiven und

multiplikativen Inversen auf MAH 5
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4, Norm, Prdmetrik und Metrik in H

In [Herzberger 69], [Alefeld 68], [Mcyer 68] und insbesondere
in [Moore 69| sind verschiedene Metriken und die dazugehSrigen
Konvergenzbegriffe flr Intervallfolgen in TR eingefiihrt wor-
den. Im erweiterten Intervallraum H soll eine dieser Metriken
beibehalten und auf ganz ©H erweitert werden. Dabeli stellt

es sich heraus, daB H 2zu einem normierten Vektorraum ausge-

baut werden kann.

4,1 H als normierter Vektorraum

Nach [Muyer 68] ist TR ein quasilinearer Raum, in der dann
die Norm riickwdrts {lber eine homogene supermetrische Metrik
q(A,B) durch Setzung ||A]||:=q(A,0) definiert ist. Mayer
zeigte in der Dissertation [Mayer 68] , daf in quasilinearen
Riumen aus einer vorgegebenen Norm p(A) durch Differenzbil-
dung (falls sie tlberhaupt definiert ist) keine Metrik

q(A,B):=p(A-B) zu géwinnen 3y

Die in dieser Arbeit durchgefiihrte Vervollstdndigung von IR
zu H liefert einen Vektorraum H , wenn man als Skalar-
raum nicht die reellen Zahlen sondern den hyperbolischen

Ring (H,+, ) nimmt.
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Satz U4.,1:

Der erweiterte Intervallraum (H,+) ist tiber dem hyperbolischen

Ring (H,+, ) ein Vektorraum.

Bew.:

1, Nach Satz 2.9 ist der erweiterte Intervallraum (H,+) eine
kommutative Gruppe mit dem Nullelement [b,o]=o und (H,+,

ist ein Ring mit 1-Element [1,1].

2. S8ind a,8,A,B& H und sei op das hyperbolische Produkt
von o und g, so gilt nach Satz 2.13 und verm&ge der Iden-

tit4t der Addition in (H,+) wund (H,+, ):

a(A+B) = aA + aB
(atB)A = oA + BA
agA = a(BA)
1A = A
oA =0

-Somit ist (H,+) ein 1-dimensionaler Vektorraum iiber den

Ring (H,+, ).

Bemerkung:

Man k&nnte auf diese Hilfskonstruktion verzichten, denn nach
Abschnitt 4.2 erhdlt man ohnehin eine Metrik. Im Hinblick je-
doch auf die Tatsache, daf % nach Tabelle 2.5 im hyperboli=-
schen Ring darstellbar ist, k&nnte es beweistechnisch von

Vorteil sein, den erwdhnten Zusammenhang zu kennen.

)
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Definition und Satz 4.3:

Die in [Moore 69] und [Mayer 68] bereits verwendete

Norm 18Rt sich auf ganz WH fortsetzen, Es ist

///\\\\ IAl :=[xA| w [pA|=max([rA[,[pA]) eine Norm und @H,[ . {)

AeH ein normierter Vektorraum .

Bew, :

H ist ein Vektorraum unter Beriicksichtigung der oben

gemachten Bemerkung. Ferner gilt:

1
o]

(a) KAl =0 &= IJ\Al:IpA!:Q & A

(b)  feAl = || [ACa)A(A)pCa)pA)] ] =
= |aCad 2N w lpCadl loCa)|<
< (|aCa) | wa pCad)C|ACAY| wileCad]) = llafl - WAl
(c) iA+B. = |aA+aB| 1 |pA+pB|<
< |rA]+]2aB| ws |pAl+]pB|< nach -Satz 1,16 (e) in I,
< (ral W loal) + (2Bl s |oB) = WAl + LM

Lemma 4.4:
Es gelten ferner folgende Eigenschaften:
(@) KAl = hah

(e) NAWBI < liall wiisk

Na Bl < Jall wiisll
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(£) acBgC ===>|Bl < llall w licli
BeAcB A Be TR —==p llall < {8l

(g) haft = l—l lal

ae' A
() fhaxsll < hall Al
l|%il=—u‘;—“_=-ﬂ%§—(’lﬁ fur alle A€ H\ N
AX A '
Bew. :
(d) |pE) | |r@)] = |2 CAY| w |p) =1 all

N [»A ~ AB,0A L oB] I
|AA m AB| o |pA v pB|

|2a] we [2BlulpAlo]pB|

(e 1 AwBH

A

hal v UBK

A

Entsprechend folgt:
NAwsBl =l Ay BN < HAN ABE =NARo NBI

(f) Aus ACG BCC =2
AC < AB < 2A A pA < pB < pC e -
IAB] < |2A]l w [ac] A |eB| = |pAl 2 |eC] ==
ABI = [xB] w o] < [Aalwr Ircl i leAl o loc| =
= LAl b B

Speziell mit A:=B, B:=A und C:=B folgt die zweite Be-

hauptung.
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(h) Aus Satz 2.26 folgt unmittelbar:

Nall = 2= =) 2=sx]l = 2= #xll da X+Xewr'
X* X X#® X X# ¥

Die zweite Aussage dieses Punktes ergibt sich wie folgt:

Fall 1:

Fall 2:

Ist mindestens einer der Faktoren A oder B ¢ N=T yu T,
so ist nach Tabelle 2.5 A«B = ¢¢y mit ¢ und

v € H, und nach Satz 4.3 (b) ist [ew(f < Il Il il .
Nach Verkniipfungstabelle 2.5 aber ist ¢ stets gleich
einer der Grdfen: AA,pA oder A. Fir die Norm gilt
jedoch stets die Abschédtzung:

l ¢{{ < # Al . Entsprechend gilt fir y

Nefl < §BN. somit folgt [[AxBl< awll 0 ell <Al - (Bl

Sind A,B ¢ T, so ist nach Lemma 2.u44,a:

NaxBi = H Ap(B)u AX(BIIl < nach (e)
< hapBl u WA < nach Satz 4.3 (b)
< Al |e(B)|lAll - |p(B)] =
= NAIClpCB)| ¢y |ACBY]) = Nall - NBH

sind A,B € T, so ist NA*BIl = Il A%xBlf < fANh. N BN

nach obigem Fall.

Sind 0.B.d.A. Ae¢T und B¢T , so ist nach
Tabelle 2.5:
lA«BIl =0 < HA-W BN
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Bemerkung 4.5:

Die Isonormen in H, d.h. {X| lIIXl = constans}, sind in
0 konzentrische Quadrate mit den Eckpunkten auf den u-§-Ach-

sen.

Siehe Abbildung 4.1,

Abb. 4.1

4.2 Eine Primetrik und Metrik in |H und VJH

Wie Kapitel II.2 zeigt, ist fir Fehlerabsch&tzungen beim gerunde-
ten Rechnen das Aufstellen eines primetrischen Feldes notwendig.
Nach der Zusammenfassung in Satz II,2,11 bedarf es dazu zundchst

einer Primetrik in H .
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Definition und Satz u4.6:

Die Abbildung p: H x H » H mit

///A\\\ p(X,Y):=X-Y ist eine Prdmetrik, die die Eigenschaften

(P1)Y(P2)(P3)(PU)(P5)(P6)(P7) wund (P8) der Definition II.1.3

erfillt.

Bew. :
(P1) X -Y=o0 <> X=Y
(P2) X-T+Y-X= (X-XL+ ((Y-Y) =0+0¢=o0

(X=Y) + (Y-Z)

>
]

|
n

(P31
(P4) (H,s) ist geordnet und es gilt:

XEVe=—P =T €Y ~F mnach

Satz 2.29, Eigenschaft (K2).

(P5) A+ X - (A*Y) = A + X ~-A =Y =
=A-A+X-Y
= X =Y

(P6) A + X - (B+Y) (A-B) + (X-Y)

(P7) Nach Forderung der Definition II,1.3 muf H Skalarraum
von H sein, wobei der Zielraum der Prémetrik ein
linearer Raum sein soll. Dies ist nach Definition und

Satz 4.3 mit dem hyperbolischen Produkt m&glich. (P7)
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braucht daher nur fir das hyperbolische Produkt gelten.

AX - AY = AX-hAY = A(X-hY)
= A(X-Y) (nach Satz 2.15)
(P8) 1 -0 =0 - (-1) =1

Definition 4,7:

Die Prdmetrik P :V H x VH » V H sei komponentenweise definiert

durch die Prémetrik p : H x H » H mit

O{ = (Ai‘ LI I} ] An) '-x‘ = (Bl' LR 3 Bn)
ph(S(,.é):=(p<A1,31), ivs & DCA
d. h. es gilt

p“(a,£)= 1 -=2f=(A1-T3'1,...,A -B) °

Definition und Satz 4.9:

Die in Definition 4.3 definierte Norm erzeugt in (H, S ) gemdB

Satz II,1.4 mit

///A\\\. 4(A,B) := |p(A,B)] = JA - B]l eine

A,B ¢ H

Metrik.
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Sie erfiillt (M1)(M2)(M3)(Mu)(M5)(MB) und (M8).

(M7) ist ebenfalls beziiglich des hyperbolischen Produktes glltig.

Dariiber hinaus gilt

(M7') q(A % B,A # C) < q(A,0) q(B,C) = |A|l q(B,C)

und
(M7'') q(A/B,A/C) < —u—lw‘—-r q(B,C)
el SdBxcC '
Bew.: Alle Aussagen ergeben sich als Folgerung aus Satz II.1.4.

Zum Beweis von (M7') mUBten auf Grund der Sektoraufteilung des
Produktes 64 Fdlle untersucht werden. Zur Vereinfachung des Be-

weises dient folgendes Lemma:

Lemma 4.10:

Zu zwei beliebigen Punkten X,Y ¢ H existiert eine Menge R(X,Y)#¢

mit der Eigenschaft:

/\ IX - 21 + 12T = (x|

Z € R(X,Y)

R(X,Y) 1ist ein zu den é-p-Achsen achsenparalleles von X und Y aufge-

spanntes Rechteck.
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b s

B q B Err—— e e e e e

Abb. 4.2

Bew.:

Betrachtet man die nach Bemerkung 4.5 definierten Isonormen von
Ix = Z =c¢ mit Mittelpunkt X und von 12 - ¥/l = ¢ mit Mit-

telpunkt Y, so folgt aus der Bedingung

N —

|]x-'21|+j|z-?||=c+c=r=‘|x-Y|l,

daf mit 3-= r - ¢ ein zum Parameterwert c ¢ R* gehdriger

Punkt Z(c) gleichzeitig auf der c-Isonorme um X und auf der
(r-c)-Isonorme um Y liegen muB. Da jedoch die Isconormen Quadrate
sind, die konzentrisch um X bzw. Y 1liegen mit ihren Eckpunkten
auf den p-8-Achsenparallelen durch X und Y , so kann Z(e) nur

auf und im Inﬁeren des Rechteckes liegen, das durch diese p-§-Achsen-

parallelen durch X und Y aufgespannt wird. Siehe Abbildung 4.3.



Abb. 4.3

Mit Hilfe der folgenden nun bekannten Eigenschaften und Tatsachen
1) In IR gilt (M7') [Mayer 68]

2) | -aA|

I Al

3 | A

—
n

I Al

4) Lemma 4.10

lassen sich die 64 F4lle auf folgende noch zu beweisende 3 Fdlle

reduzieren:

( I) AeS, A X, YeT
(II) AesS, N~ X,Yes5s
(III) A eT A X, YeT
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Zum Bewels der drei Fdlle:

( I) JA¥X -%& ~¥| locadx - | p(aY]

oAy = ) |

Satz 4.3(b)
locay] lix - ¥

< lal Ix - ¥
D ja«x-&F¥y¥| = |&x - axl
= JJax -, N
Satz 4.3(Dd)

lap  ux - Yl

(III) ||A*¥X-E¥ Y| =0c< [A} [X -7

Mit 1), 2), 3), 4), (I)(II) und (III) lassen sich die restlichen

F4lle leicht beweisen.

Folgende ausgewihlte Beispiele mdgen dies zeigen:

Sei A € Sr A X,Y € Sl’ so ist

2)
| a*xx-FEx Y} = Ja*xx)-A¥ (7|
mit (- X), (- Y) € Sh und nach (II) folgt somit:

) taf  1¢-x» - O =
lal Ix - ¥li

n A
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Sei AéSr, X,Ye T , so ist

3) PR—
| A¥ x-&A% Y] = | AxX-7& % Y|l

mit A ¢ S, A X,Y € T und nach (I) somit:

< 1AL % -Y) s
3)
= 1A X - Y

Seil AGSP A XESF A YeSl,sofolgt

AS
% L
T //
g e N e
T N ’/'r E
R ! -Z - : -
: 2:0 ; i H
|
Slr____ T, mam e ozl 1
y % L
‘*.\

Abb. 4.4
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mit Hilfe der Dreiecksungleichung mit geeigneten Zi, 22 € R(X,Y)

und 2, € Tn S, und Z, € T a S

1 und 22 € R(Zl,Y):

2 ]

la+x-E%Y| < Jasx-A>Z | +

|A Zy = A 22“ +

A, % Z, - A% Y

Die drei nun vorliegenden Summanden betreffen nach Konstruktion die

Fdlle:

A e SP A\ }\,Zle Sr
A€es, A Z5,l,¢ T

AE€ES, A ZyYe S

filr die oben bereits nachgewiesen wurde, daf (M7') gilt.

Damit folgt weiter:

laxx-Kw¥) < [Al lx - 70 +
al iz, - I+
lall iz, - 2 -

L

LAl dl x-z Il + 1Z,=T5 1 + I2,-T0 )

Nach Konstruktion der Z, und Z, gilt Lemma 4.10 und somit ist

Al CIx-Zh + lz, - Th) =

2
= Jlapb  Wx - Yl .
(M7'')q(A/B,A/C) = ||A/B - BIC|| =
= |la* 1/B - A 1/C|} = nach (M7')
< llal - lla/B - T7E| =

und da B,C€ HN\N N gilt:
= Jal IT/(B x Cc) - B/(Bx C)f =
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= Al "6*1@$cpf§&1@i9|

nach (M7')

el T

e
Entsprechend ist mit (A = (Ai' bile 5 An
QB = (q(A;,B,), v A, . Bnl)
= ( nAl-_B-lu 3 3 nPLn (= -B—n" )

eine Pséudometrik in Vnﬁ_,
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§5. Das modifizierte Newton-Verfahren zur Bestimmung der reellen

Nullstellen einer reellen Funktion in einem vorgegebenen

Intervall Xo .

In [Alefeld 68], [Krawczyk 68] und [Barth 71] ist das modifi-
zierte Newton-Verfahren zur EinschlieBung der einfachen Null-
stellen erschd8pfend beschrieben., In diesen Darstellungen und
Algorithmen ist jedoch unbefriedigend, daB sie im Falle mehrer
einfacher Nullstellen in einem vorgegebenen Intervall Xy o

d. h. bei nichtmonotoner Ableitung der Funktion, keine ge=-

schlossene Darstellung zulassen.

Mit Hilfe der in Abschnitt 2 definierten Inversion filr Inter-
valle A€ NN\ {0}, gelangt man ohne Schwierigkeiten zu
einer automatischen Abspaltung weiterer nullstellenverddch-

tiger Intervalle.

Folgende Sdtze sind Grundlage des Satzes 5.4 und geben an,

wie die Nullstellenmenge u(Ll,Xo) einer quasilinearen

Kurve 1. Ordnung vom Grade 1
Ll(r) =A+Bx(r-¢c):R~-H

zu berechnen ist.
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Definition 5.1:

Die Nullstellenmenge einer stetigen Funktion F:IR 3 Xo + H mit der Er-

zeugenden f und Parameterbereich{}evnﬁ, d. h. F(r):={f( 0,1)| ae (X )
ists

V(F,Xo}:f{xe X0|f(Cl yX)z0 A a e i)

Im folgenden wird nur die Nullstellenmenge der quasilinearen
Kurve 1. Ordnung vom Grade 1 interessieren. Die Uberlegung ist
die, eine reelle Funktion £(x) 1lokal in einem vorgegebenen
Intervall Xoe TR durch eine solche quasilineare Kurve ein-
zuschlfe&en, d. h. zu f existieren zwei Intervalle A,Be¢ [R,

so dah

///\\\ f(x)e A+ B x (x -¢) = Li(x). gilt. Siehe Abbildung 5.1.
xeXo

1{(’-3, L%

ﬁ,_,—-——f§f
R (e T *'\"‘""‘r' £ i
T T
IR RN
il
/ A% ‘L‘\ :
f‘x i_ . : ; ,-.\‘ .:‘ 1> X

ST
-

Abb. 5.1
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Die Nullstellen von f 1in Xo werden dann durch die Null-
stellenmenge v(Ll,Xo) eingeschlossen, denn wie man sieht,

gilt speziell:

v(f,xo) {xe—Xo]f(x)=o} <

N

{xe Xola+b(x—c)=o A acechA A beB A

f{x)e A+ B =x (x=-c)} .
A,B werden sich im einfachsten Falle fir f e Cy_
aus dem Mittelwertsatz berechnen. Tatsdchlich ist
von diesem allgemeinen Standpunkt aus gesehen nichts
ber A und B vorausgesetzt, als dal eben

fe A+ B« (x-c) gilt.

Satz 5.2:

Die Nullstellenmenge v(Ll,Xqi einer quasilinearen Kurve

1, Ordnung vom Grade 1

Li(Tl = A+Bx (1t - c) mit A,B & EIR,B $ o

berechnet sich zu:
Fall 1: Fir Be€ TR\ T (Abb. 5,21}

((c-A/BITT X, falls (c-A/B)TT X_ € IR
uLLl(XO)s=*

)] sonst




Fall 2:
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ad
, Fa
s K
\ /
b /
. .‘ra," ‘0 A - L.‘C,
e ca
\.
./.r ‘\\
»’/’ 1
Abb. 5.2
Fir B ¢ T\ {o} ist mit
M1:=((c—A/B) Lo} Xo) < Xo g
((c-A/B) © XO) n Xo und
M2:=((c-A/B) Fat xol > Xo =
((c=A/B) o Xo} n xo und
M1 fir Hle IR
H1:=
) fiir Mle-'ﬁﬁ N\ R
M2 fir Mze IR
H2:=
) fiir IR
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"(Li’xo) = Hi v 32 (Abbildung 5,3)

A

e

Abb. 5.3

Fall 1:
v(Ll,xo) = {x € Xo|a +b(x-c) =0 A acA A DbeB):=
= {x €& Xo|x =c=-ab A a€e€A A be B} =
= (c-A/B) " X nach Satz 2.51 bzw. Definition I,2.5.

Nach Satz 2.40 und 2.42 ist

(c-A/BINX, = B <=7 (c-A/B)'ﬁ'XO ¢ TR\R und -
(C-A/B}nxo £+ 0 ey (c-A/B) T% xof' iR , da

A,B,Xo ¢ IR,
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Somit ist

(c-A/B) v X, fir (c=-A/B) v X, € IR

v(Li,Xo) =
) sonst.
Fall 2:
“(Li’xo) = {xe X°|a+btx-c) =o AN aeA A beB} =
i {x € xo|x =ec-a/b A ae€A A b e B} =
T = {x e R* |* =c -a/b A a€A A beB}ln Xo =
= {xeR |x=c=-ay A acéeA A Yy E€EYIn Xo
mit Y:={1/b|b e B} = (1/B © P) u (1/B o P)
nach Satz 2.56.
Somit ist

"““1*".:;’ = ({xeR" % c-ay A ae A A ye (1/B o P)} u

(xe RY |x

n

c-ay A\ a€e A A ye (1/B o P)})ﬁxo

Nun ist 1/B ¢ P und somit nach Satz 2.55(1)b) sowohl
(1/B @ P) € MR als auch (1/B o P)e€¢ IR . Damit folgt

nach Satz 2.51 bzw. Definition I,2.5 in 1IR:

v(Li,Xo} = (c-A% (1/B © P) n Xo U

(c-Ax (1/B & P) N XO
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Nach Satz 2.55(4)(5) wund (8) folgt weiter:

u(Ll,XO) (c-(A/B@ A*P)INn X, UV

"

(c-(A/B & A% P)) n X

= (l‘c:-fﬂufB) e (c-P))n XO

((e=A/B) @0 (c=P)) N ){O
= ((c-A/B) © P)n xo U ({c-A/B) © P)n Xo

G

= Gy v 1

Nun treten die Fdlle auf:

Ist G, $# 0 bzw. G, $ @ , so ist nach Satz 2.41 und 2.42 mit

G, € IR stets G ((c-A/B) o« P)T XQ bzw. mit

1

G, ¢ R stets G2 ((c-A/B) o PO Xo

2
und nach Satz 2.55(2)

G‘.l = ((c-A/B) D XO} ) _(.Pn Xo). = ((c=A/B) TS Xo) o Xo
und nach Satz 2.55(3)

= ((c-A/B) © Xo)n Xo= My

bzw.

G2 = ((c=A/B) ©§ XO) o Xo = ((c=A/B o Xo)ﬁ XO s M2
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i @ bzw. 62 =@ , so ist dies nach Satz 2.4l

_ genau dann der Fall, wenn M, € TR\R bzw. M, €& IR\R .

Ist jedoch G

Es ist bemerkenswert, daR schon die einfache Kurve, die quasi-
lineare Kurve 1. Ordnung vom Grade 1 (fir B € T) unter geeig-
neten Umstdnden zwei Nullstellenintervalle besitzt. Entsprechend
ist zu vermuten, daB eine guasilineare Kurve n-ter Ordnung vom
Grade 1

n

Ln('r) = A + I Bi-l{ (T-Cij,
i=o

n+1l Nullintervalle besitzen kann. Dies legt die Vermutung nahe,
daB das in Satz 5.4 beschriebene Newton-Verfahren von sehr spe-
zieller Art ist. Man k8nnte sich vorstellen, daf man f(x)

durch Ln(x) einschlieft und die Nullstellenmenge von L, Dbe-

rechnet.

Fllr numerische Zwecke u.a. ist es wichtig zu wissen, ob die

in Satz 5.2 aufgefilhrten Formeln inklusionsisoton sind. Offen-
bar gilt flir 1 € XO mit Ll(T) < Lz(f), dag u(Li,xo)g\MIQ,xo)
ist. Im Fall 1 des Satzes 5.2 ist dies trivial, da ja die
Inklusionsisotonie in TR \T nach Satz 1.2 auch fir die Divi-

sion gilt.

Anders liegt die Sache im Fall 2, da dort die Inversion in
T~ {o} auftritt und nach Satz 2.33 i.a. nicht mehr inklusions-

isoton ist.
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Dennoch gilt der

Satz 5.3:

Sei Ll(T) = A+B* (tr-c) und
[ L% ™ ~— o~
Ll(T) = A+B% (¢t -¢) mit A€ A A Bs B,
A,A,B,B ¢ IR,
d.h.
,.-/ L() g Ly ta) ,
%
Tt e R

so 14Bt sich mit den in Satz 5.2 angegebenen Formeln formal zeigen,

daf

V(LX) € vlLg X)) gilt .

Bew.: Nach den Fallunterscheidungen von Satz 2.34 folgt im ein-

zelnen:

(1) B,E € IR\ T, so gilt nach Inklusionsisotonie

von =, / und N

(c-A/B) A Xo ¢ (c-A/B) 1% Xo = v(Ll,XO)

v(Ll,Xo)

A
(2) BE€eORNT A~ BeTNi{ol A AeT, so ist
u(Ll,Xo) = (e-A/B) TV X, und
vffl,xo) = Xo , da A/B = P nach Satz 2.29 und es ist

trivialerweise

v(Ll,Xo) o K, = v(Ll,Xol



(3)

(4)
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L O
BeIRNT A B€ETNI{o} A AeiIRN\NT,

so ist

[ A M
v(Ll,XD) = (c-A/B) N Xo \ v(Ll,Xo) = H, U H2

nach Fall 2 von Satz 5.2.

Nun ist nach Satz 2.34 ¢)(3) je nach Fall mit B e S, bzw.

B € Sl

o ~ A~
A/B > A/B bzw. A/B € A/B, also ist nach Satz 2.55(11)
e A~
A/BTN X, & (A/B 7§ Xo) e X, Dbzw.

A/B T X, € (A/B 1 Xl © X_ , d.h. aber gerade, da

Lo d

e
v(Li,Xo? c H1 bzw. \J(LI,XO)S ps d. h.

~ o= e
v(Ll,XD) c Hl v H2 = U(Ll,xo)
Be TN {o} A Be TN {o}, so ist nach Satz 2,33 die

Division / inklusionsisoton und somit gilt wie in (1)

u(Ll,Xo) € v(LysX ).

Nach diesen Vorbetrachtungen kann nun endlich das modifizierte

Newton-Verfahren dargestellt werden. (Im Hinblick auf die An-

wendung ist das Verfahren rekursiv definiert.)
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Definition und Satz b.U4:

Ist f €C X, + R, f nicht konstant, und besitzen

1

xo
f und f' in X0 ¢ R héchstens endlich viele Nullstellen,
so berechnen sich die vorhandenen Nullstellen in xo nach

folgendem modifiziertem Newton-Verfahren:

1. Newton 1(f,X) bezeichne das modifizierte Newton-Verfahren
fiir den Fall £'(X) ¢ T (d.h. f monoton)
A
und berechnet die Nullstelle x € X, falls

sie existiert, nach folgender Vorschrift:

A . . f(m(xi))
(1.1) x = lim X;, mit xi+1:=(m(xi) - }:—,—(—xl-r-)n‘ Xy
isem

far i>0, X, =X A X; € OR.
(1.2) Ist fiur ein i > 0o X;e€ TR\ R, so liegt keine
Nullstelle in Xo .

2. Newton 2(f,X) bezeichne das modifizierte Newton-Verfahren
fiilr den allgemeinen Fall f'(X) e IR, Es
berechnet alle Nullstellen Q ¢ X, falls
tiberhaupt eine existiert, nach folgender
Vorschrift:

(2.1) Fur £'(X) ¢ T ist nach Newton 1(f,X) zu verfahren.

(2.2) Filr £'(X) € T \ {o} ist mit

H1:=((m(x) -—ff—-(;f("%—)l) © x)nx und



f
Hy:= ((mex) - LHED
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Newton 2(f,H1) falls H1 ¢ IR

Newton 2(f,H2) falls H

berechnen.

(2.3) Ist f'(X)=o A

, € IR

£(m)

(l;
>

X = m(X) Nullstelle.

(2.4) In allen anderen Fdllen

e X} 77 X

und

Zu

X=m(X), so ist

liegt keine Nullstelle in X .

3. Die Nullstellen (falls sie existieren) in Xo berechnen

sich mit Newton 2(f,Xo). Die Berechnung bricht nach endlich

vielen Schritten ab, wenn keine Nullstellen in X_  1liegen.

Bew.: Zum Beweis dieses Satzes zundchst ein Lemma, das wichti-

ge Eigenschaften zusammenstellt:

Lemma 5.5:

a) XKex A f(a’i):o.,.,......-,;.ﬁ

& € (m(X) -

fa
k_x(- Hiu H2

f(m(X))
TFI(X)

fl

: ) X falls £'(X)4 T

falls f'(X)e T\ {0}
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b) Fir X ¢ Xo gilt:

C¥x fur £f'(X) ¢ T

f(m(X))
m(x) - ’?TTQT_)R X

= X Fir X=x=m(X)e R
und f(§)=o .

Hy GX A HX  fur £100 €T\ (o} .

Beweis des Lemmas:

Es sei m=m(X)

a) Nach Konstruktion ist ein Schritt im modifizierten Newton-

Verfahren, ndmlich die Berechnung von

(m - E2 0 x fiir £r(X)¢ T
X —» <
H, U H, fir f'(X)e T\ {0}
—

nach Satz 5.2 gerade die Berechnung der Nullstellenmenge
v(Ly,X) mit Llft) = f(m) + £'(X) ¥ (¢ - m) . Nun gilt

fir £ € C; der Mittelwertsatz, d.h. es ist flr r,m € X & X :
(o)

£(t) = f(m) + £'(g)Cr-m) filr geeignetes £ € X,

also ist f'(g) ¢ f'(X). und somit folgt nach dem EinschlieBungs-
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satz

f(t)c flm) + £'(X) % (t-m) = Ll(T) filr 1 e Xo .

Somit gilt fiUr jede Nullstelle X € X
n A "
f(x') =o0¢ Li(x ) und nach Definiton 6.1
Fa
X € V(Ligx)-

A
b) (b.1) 1Ist f(m) = o, d.h. m = X eine Nullstelle, so ist

(insbesondere auch im Falle (2.3))

~
3

und es ist nach (2.3) m = = Xe R
oder m=%xC X € IR\ R .
(b.2) Ist f(m) $ o und ist £'(X). ¢ T, so ist %%%%Y ¢ T,
£f(m) £f(m)

d. h. es ist FTXT << o bzw. T o . Somit

ist nach Lemma 2.32 e]:

f(m) f(m)
m = 703 >> m bzw, m =- Xy << m .

o.B.d.A. gilt fir

_ EUM) _ o v se oX:
£7(X) —
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: f(m)
(m - o) X s D - B) uox e (n - H)]

c rk(m-—g—% u AX, m] &

N

[AX,pX] = X

(b.3) Ist f'(X) e T\ {0} A f(m)$o, so ist

f(m)
£'(X)

f(m)

€ T\ {0}, d.h. 5 5

0 und

aufgrund der Inklusionsisotonie gilt

f(m) %mEX.

3
!
Hh
x

Nach Satz 2.5u4(9) folgt schlieRlich

£ (m)
(m - Fexs) © X§(X «© x)= x, d. h.

H G X .

Auf analoge Weise erhdlt man H X . .

C
2 *

Nun zum Bewels von Satz 5.u4:

Zu (2.1) und (2.2) des Satzes:
Aus dem Lemma folgt, daf flr eine Nullstelle ; e-xi stets

A
€ xi+1C: Xi gilt, solange x ¢ Xi ist und nur im Falle

& ~
Xi ist Xi+1 = Xi = X € R nach Fall b.1 des Lemmas. Es

x> M2

geht also ausgehend von XO keine Nullstelle ; € Xo verloren.
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Zu (2.4) bzw. (3) des Satzes:

Diejenigen Intervalle X, in denen keine Nullstellen liegen,
filhren aufgrund der Aussage b) des Lemmas nach endlich vielen
Schritten zu einem X; < X mit X, e iR, denn fiir kein
meéeX ist f(m) = o, so daB Fall (b.1) nie eintreten kann.

Somit tritt der Fall Xi+1 = xi in IR fir kein i e Nc ein.

Zu (2.3) des Satzes:

Der Fall f'(X)=o fiUr X € IR\ R und X € X  kann nur

auftreten, falls f(m) 4 o fllr m ¢ X, Es wdre sonst mit
f'(X)=o f = constant = 0o und die Nullstellen wiirden sich

in X hiufen.

Die unter der Modifikation Newton 2(f,X) stattfindende Auf-
spaltung in zwei neue Intervalle H1 und H2 kann nur end-

lich oft stattdinden, nd&mlich nur so lange Intervalle X ¢ XO

mit f'(X) € T, d.h. o € f'(X1 vorliegen.

Nach Voraussetzung aber hat £' in Xo nur endlich viele
Nullstellen, so daR nach endlich vielen Schritten diese Null-
stellen der Ableitung durch die fortgesetzte Aufspaltung und
nach Aussage b) des Lemmas separiert sind. Ab diesem Zeit-
punkt treten h8chstens bei mehrfachen Nullstellen unter
Newton 2(f,X) nur noch Intervalle mit h8chstens einer Null-
stelle X auf, die entweder in H, oder aber in H, liegt.
Nach dem Beweis voh (3). des Satzes kann jedoch nach endlich
vielen Schritten entschieden werden, in welcher der beiden

Intervalle x liegt.

Zur Veranschaulichung der verschiedenen Fdlle siehe Abbildung

5.3’ 5.4’ 5.5 und 5.6.
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X,
Thsiassmssnmisses g

e s PR e i ; e W =

y
‘
i '
i
i

Abb, 5.3

Darstellung der EinschlieBung in der x-y-Ebene

Lo
bl 6 Yo
m
— ) — I-—/h——-—l L] B S i
Abb. 5.4

Darstellung der Einschliefung in der u-é6-Ebene
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Abb. '5.5

Der Fall-fiir Newtonl(f ,X)

s ~ - A L_;__._Y..._;_J

| £(m) £ (m)
| Abb. 5.6 ,

Der Fall fir Newton2(f,X)
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Flir die numerische Behandlung m&ge der Ubersicht halber folgen-

de Zusammenfassung gegeben werden:

Zusammenfassung:

Aus dem Satz 5.4 1l&Rt sich folgender Algorithmus im Raster
(%‘,{O},@) » © @ s > 5y € ) von #% zur Berech-

nung einer EinschlieBung aller Nullstellen in X € ®RH"

(sofern sie in RMH" separierbar sind) angeben.
1) A o B := [AA n AB,pA r pB|

A o B := |AA < AB,pA w pB|

A 7" B := |\Au AB,pA m pB|

d(A) := pA = 1AA
m_(A) := a)A + (1-a)-pA a ¢ [0,1] fest .

1 A>O0

sign(A) := {0 A€ T i

-1 A <O
2) A e IR <=x3p d(A) > O
3) Ae T <===psign(A) =0

4) Seien af bzw. of' gerichtete Rasterrestriktionen von f

bzw. £f' in ??H* mit

(A3) / N\ f(X) S af(X) , bzw, £'(X) & af'(X)
X ¢ RY"
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so l4Bt sich das modifizierte Newton-Verfahren auf folgende

algorithmische Gestalt bringen:

Newton 1(f,X):
a) X, =m(X;) O afmX)) O «f' (X)) WX,
fir 1 > o, X =X, falls d(X,) > o und
Xien 1 %4

b) Ist Xi+1 s Xi, so ist X, nullstellenver-

ddchtig
c) sonst liegen keine Nullstellen in X ,

Newton 2(f,X):
a) Newton 2(f,X) falls sign(af’'(X)) % o
b) Fir sign(af'(X)) = o A af'(X) % o :
Yi=m(X) & af(m(X)) O of'(X)
H1:=(Y @« X)N X

H2:=(Y e X)n X
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Newton 2(f,H1) falls d(Hi) > 0, H1 3 X
Newton 2(f,H,) falls d(H,) > o0, H, } X

c) Ist H, = X bzw. H

1 2
stellenverddchtig.

X, so ist X null-

d) af '"(X) =0 A mnlX)

X A of(m(X)) = o,

so ist m(X) = X ¢ R eine Nullstelle,
e) sonst liegen keine Nullstellen in X .,

5) Der Algorithmus startet mit Newton 2(f,X°) und berechnet

nach Satz 5,3 Einschliefungen aller Nullstellen in X, -

Bew. :

Aufgrund der nach auBen gerichteten Verkntipfungen <> und ‘
{> muB die Aussage b) des Lemmas 5.5 so abgeschwicht wer-
den, daB nur noch & statt G gilt. Somit brauchen in Ru*
nicht mehr alle Nullstellen separierbar zu sein und es kann
schon in [ER \ R der Fall m(X] & af(m(X)) < af'(X) = X
bzw, H1 = X bzw. H2 = X eintreten. Aus der durchweg
Isotonie in ®H® bzw. Satz 5.3 fir die Nullstellenbestim-
mung folgt unmittelbar, daR das in Ru* durchgefilhrte Ver-

fahren in jedem Falle eine EinschliefBung liefert.

Zur Programmierung eignet sich am besten die rekursive Dar-
stellung mittels der beiden Prozeduren Newton 1(f,X) und

Newton 2(f,X). Die Berechnung startet mit Newton 2(f,xo).
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Newton 1(f,X)

Yy |

Q X enthidlt gegebenenfalls Nullstellen;

)<o ;?—— ‘JLX enthdlt keine Nullstellen i— PRt

e

}

6
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Newton 2(f ,X)

@
<d(_}(-; Eé ) _>-~* B — rét{i'é'il']

- Y o A e m e e ® e -
(sign f'(X) F o °> -~ % Newton 1(f,X)|.- o A RIS

s e

B -

N
N
(:f' (X) o ">~-~-----__.__... ;(f(m(x) ) g ] Fehler

Y Im(.X) lS‘t Nullstelle i

NI = S—

Yo - LB

s

H1:=(Y o« X)0 X

I-l 12(Y & X)NR X

X = H vx: Ho 2\ {enthélt geg. Nullstellen___,_m____,;
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6. ANWENDUNGSBEISPIELE ZU KAPITEL III

In diesem Abschnitt mdge kurz skizziert werden, wie in H
implementierbare Raster und Rundungen eingefiihrt und die

Aussagen des Abschnittes I.3 ausgenutzt werden k&nnen,

6.1 Das Raster RH" und zwei optimale gerichtete Rundungen

Will man z. B. auf Rechenanlagen Intervallrechnung {iber H"
betreiben, so muB natlirlich wie bei den reellen Zahlen R"
nach Abschnitt I.4 eine endliche abzihlbare Menge von Inter-

; «
vallzahlen R H* aus H  ausgewdhlt werden.
Da H" isomorph zum K2 ist, ist es iblich, die Maschinen-
intervalle R ®* (isomorph zu ( R R ¥)2)durch die Paar-

bildung RR*¥ x RR* darzustellen.

Satz 6.1:

Ist RR* ein Raster von R* , so ist RH" := IRR* u IRR"

stets ein Raster von H" .

Bew, :

H#* ist nach Satz 2.28 ein Vollverband. Nach Voraussetzung ist
X . . :
KRR vollstdndiger Teilverband von R* . Auf Grund der in der

Herleitung von Satz 2.40 beschriebenen Ordnungsisomorphie gilt

fir die Teilmenge RH' :
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(RH*, <) ist ordnungsisomorph zu dem vollstdndigen Teilver-
band (RR® xRE y<'), also ist (RH',S) ein vollsténdiger
Teilverband von (H',*:-}. Damit ist (S2") aus Definition I,1.2

gezeigt. (S1") wird wie folgt erfillt:

oH¥ ) =P = o(RH" ) und i*) = P = i( RE" )

mit P :=[-p,p] und pe R* nach Abschnitt I,u.

Satz 6.2:
/RJH‘ besitzt folgende Symmetrieeigenschaften:

/ \ K <R’

A E—’RH*

Ist zusdtzlich RR" symmetrisch, so gilt:

A
/ \ X L
: N AeXRH A AeRH
Ae RH" ;

Bew.:

Mit A€ RH*® ist (AA,0A) € ‘RR® x RRY und nach Voraus-
setzung ist dann sowohl AA,)A = pA und A(=A) = =-p(A) aus

RR® als auch pA,p(R) = A(A) wund p(-A) = =1(A) aus Wik =
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Satz 6.3:

*£

sind & : R + RR' und v : R > ®RR&

die nach Satz I,1.4

optimalen gerichteten Rundungen, so ist die Rundung

@A := [v,0]A := [vAA,8pA] ebenfalls eine optimale gerichtete
Rundung Qs HY - R g .

Bew,:

Die Eigenschaften von Definition I,1.3 lassen sich stets analog

auf die-von A bzw. Vv zurilckfilihren,
Insbesondere gilt

(RH)-OA:O(-A) .

Bemerkung 6.4:

Analog wie in symmetrischen Rastern szf wegen =Va = A(=a)
die beiden Rundungen V und A zusammenh&ngen, kann in RH"
eine zu<O entsprechend nach (innen) unten gerichtete Rundung

X in ®H' definiert werden.
Es gilt:

QA =X A mit KA := [ara,vp4],
Schreibt man formal symbolisch

Q = [v,a] und X = [a,v] , so ist die formale Konjugation
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des Rundungsoperators:

o ‘X' und es gilt die Regel:

ZT§'= 25 E'=4§{ A .

X
Nach Definition 4.6 ist p : H xH + H' mit p(X,Y)

= X - Y

eine Prdmetrik. Die Frage, ob nun beziiglich dieser Prdmetrik O

eine quasilinear isoton beschtrdnkte Rundung ist, 148t sich

wegen p(o,Y) = =Y auf das Problem zuriickfilhren, ob QY £ ¢(Y)

gilt mit einem ¢ € afi.

Satz 6.5:

Sind A und v nach Definition II,2.10 quasilinear isoton

schrdnkte Rundungen, d.h. es gilt:

(R6) //\\ (vx < wi(x) ~ AX € u:z(x))
X € IRil

so ist <> ebenfalls quasilinear isoton beschrinkt mit’

Xe H
Bew.:
Es ist QX = [vAX,ApX] und nach Satz III,2.49 gilt fir

O xe R :

be=
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O X = [WAX,80X] = AX oy AoX
(nach Voraussetzung)

< ¢1(AX) u ¢2(pX)

Mit wi(x) Ax+B und ¢2(Y) = Cy+D folgt weiter:

10

(AXX+B) u (CpX+D)
C (A CIAX + (By D))y ((Ay ClpX + (B y D))
und nach Satz 2,44:
€ (Ay C)(AX u pX) + (Bu C)
" N
= Ax X + B = ¢(X)
Dieselbe Abschdtzung folgt fiir 0 Xe ER* womit die Behauptung

bewiesen ist.

Die Voraussetzungen des Satzes 2.11 k&nnen jedoch nicht alle
erfiillt werden. Es ist p(X,Y) := X = Y nach Satz 4.6 eine

Prdmetrik, aber es gilt:
P(A% X,A% Y) =A+* X=-A*% Y ¢ A= (X=Y) = Ax p(X,Y).

Mit Ausnahme dieser Eigenschaft (P7) gelten jedoch alle anderen:

k‘(
" i= (DD (X, Y) = X - 560y A ie N_}

ist dann ein prdmetrisches Feld, das den Eigenschaften (PF1)

(PF2) (PF3) (PF5) und (PF6) mit Ausnahme von (PFu) geniligt.
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(PF4) gilt jedoch, wenn man statt des Intervallproduktes das

hyperbolische Produkt einfiihrt,

¥
H* sty sP) 1ist dann ein prdmetrisches Ringoid und 1& ist dann

x x
nach Satz II,2.11 ein mit dem Ringoid-Rasterringoid H xRH

vertrdgliches quasilineares prdmetrisches Feld, wobei (V) gilt,

/\ /\ @Y= xoY) .

o e {4, X,Ye RH

dl h.

Will man dann ein Intervallprodukt abschdtzen, etwa
Di(A ¥ X,A % Y), so ist die Verknllpfung s+ nach Tabelle 2.5

durch das hyperbolische Produkt darzustellen.

Eine einfache Methode bietet Satz II1,3.5 durch die Tatsache,
daB aus (R6)(R6') folgt, (' ,+, * ,q) nach Definition 4,9

ein metrisches Ringoid ist und (V) gilt, d. h,

/\ /\ x@ Q(XoY).h

oe {+,%} X YtLQQIi

Somit ist

e
-
>~
-
=
-~

= qx,¥) + (CatD? - 1glo, 1) + ) A ie ny

(R6')Q(X, Q) X) < ||X =X <a [IX] + 8
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ein lineares metrisches Feld, das mit dem Ringoid-Rasterringoid

H xR H vertridglich ist,

6.2 Anwendung von Abschnitt I.3

mit X_ €& D & H*
~
das bei exakter Rechnung genau einen Fixpunkt X besitzen mdge,

Eine Iterationsfolge {Xi_'_1 = F(Xi)}i & mo
hat bei gerundeter Rechnung in RH' um so mehr Hdaufungspunkte
A
in der Umgebung des Fixpunktes X, je grdber das zugrundegelegte

Raster, d. h. je gr&ber die Rundung ist.

Dieser Effekt wird bei schlecht konditionierten Iterations-
funktionen F, etwa bei Lipchitzkonstanten nahe bei 1,um so

grofer, ;
Die inklusionsisotonen Iterationsverfahren, wie sie in [Mayer 58],
[Herzberger 69], [Alefeld 68], [Moore 69], [Krawzyk 68],

[Nickel B?] und [Barth 71] und andere mehr beschrieben sind,

gehen stets von einer Einschliefung Xoe- IR des exakten Fix-
punktes ﬁ aus., Die numerische Einschliefung X‘ muf dann not-
wendig alle oben erwdhnten eventuell auftretenden reellen Hdufungs-

punkte einschliefen.(vergl. Satz I,3.3 a)).

Die Einschliefung wird also um so grdber sein, je grdber der
zugrundegelegte Intervallraster WH' ist und je schlechter
konditioniert die Iterationsfunktion F ist. In diesen Fdllen jedoch
kommt nach Satz I,3.2 (c¢) das antitone Iterationsverfahren

um so mehr zur Geltung.
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Folgende Beispiele mdgen diese Tatsache vorfilhren, wobei zur
Herstellung eines starken Kontrastes sehr grobe Raster mit
etwa 10 Dualstellen und Lipchitzkonstanten nahe bei 1 gewdhlt

wurden!

6.2.1 Das Iterationsverfahren X.,, = F(X.)
1+1 1
Sei das Iterationsverfahren
* = 1 X
( ) Xi41 F(Xi), i>0, X € DC H

X

vorgelegt mit der intervallwertigen Intervallfunktion F : H + H

von der bekannt sei, daf
[F¢(x) - F{¥)| < L X ~-¥] mit o< L < 1

fir X,Y ¢ D¢ H* gelte, d. h. das Iterationsverfahren (1) kon-
A
vergiert gegen den Fixpunkt X € D .

Las gerundete iseotone Iterationsverfahren

"~
. * _ ™
X;49 = oaF(X) N X;, i3>0,X,€6DsRH ,X 2X -

ist nach Satz I,3.3 a) fiir die isoton gerichtete Rasterrestriktion
aF von F konvergent und liefert eine isotone Einschliefungs-
folge des exakten Fixpunktes Q, die gegen einen oberen Hidufungs-
punkt X* mit Q‘Q X" konvergiert.

Das in Satz I,3.3 c) beschriebene Iterationsverfahren lautet

P

X

Y.y, = GFYDI LYDIT X fir 420, Y = ol .
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dessen Konvergenz ebenfalls gesichert ist. Es liefert
2 Z * F
nach Satz I,3.3(c) eine weitere EinschlieBung Y fir die

jedoch gilt:

& ¥ ¥
Xe Y ¢ X .

Die Abbruchkriterien lauten in beiden Fdllen:

% *
Ist Xi+1 = Xi bzw. Yj+1 = Yj’ so sind Xi = X bzw. Yj =Y

die gesuchten EinschlieBungen.,

Im letzteren Falle ist zu beachten, daB i.a. der Iterations-
proze® im Gegensatz zum ersten Verfahren nicht beliebig abge-
brochen werden darf. Der Grund liegt darin, daf z. B. fir

reelles F = f : R » R bei antitoner Iteration vorilbergehend

der Fall eintreten kann, daB ab einem Index ke N Yk ¢ Q A.§ $ ¥,
giit. Nach Aussage von Satz I.33 gilt dies nur voriibergehend,
d. h. nach endlich vielen Schritten n tritt stets der Fall ein
dak g €y, furl>k*+n2o0 gilt.

Beispiel:

Das Beispiel wurde auf der Rechenanlage ELX8 durch Simulation
einer 1 = 10 dualstelligen Mantisse, also in einem Raster

ﬂ{qu* s in Gleitpunktarithmetik gerechnet.
Die Iterationsfunktion F 1lautet:

F(x) = (0.95 ¥ x/(x+500) + 0,05/(x+500)) % (x+500)

Die Lipchitzkonstante ist l_.F = 0.95, der Fixpunkt von x = F(x)
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™~
lautet x = 1

Die Rasterrestriktion aF ergibt sich durch die iibliche nach

auflen gerichtete Rundung der einzelnen Verkniipfungen.

aF(x)=(0.95 &) X @ (x & 5000 & 0.05 O (x & 5000 & (x$500)

a) Die isotone Iteration liefert mit

X, = [0-152.7] x* = [o.891,1.18].

b) Das antitone Verfahren liefert mit
— ‘ -
vy, = X, = [2.7,0.1] ¥ = [0.92u,1.13].

Die Gilite, das Verhdltnis der beiden Durchmesser, liefert:

oAt
g = W - 1-“-..

6.2.2 IJterationsverfahren fiir lineare (quasilineare) Gleichungs-

systeme .
Es sei
(1) X = ([ % X + B vorgelegt mit ([« M IR,X,Be V H

und Spektralradius p(|Jl]) < 1 .

~
Der Fixpunkt X des Systems (1) werde durch ein Iterationsverfahren

(2) X;,4 = (0¥ X, +BYAX, mit X e VH, i>o0

als Einzelschrittverfahren durchgefiihrt.
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Die entsprechenden Verfahren im Gleitpunktraster 3%;0 H seien:

A

a) isoton: X ., = ( AOx; ® B mx;s X 2 X

. * :
b) antiton: Yi+1 = (((}[@ Yi @ B) u Yi) 77X mit

N »*
Y =XF ¢ X wobei X

o L]

Fixpunkt von a) sei.

Liegt der Spektralradius p(|Cl|) nahe bei 1 wie es in den fol-
genden Beispielen der Fall ist, so liefert das antitone Verfahren
b) i.a. eine bessere EinschlieBung als a), so daB gilt:

Xev'c x'.

Als Giitezahl der Verbesserung wird die Zahl

o
d(x ).
1 - a1 berechnet
T8 ay Ty ® max . @)

i=1,.-.,n i=1,---,n 1

(vergl. Definition 3.1(6))

Beispiel 1: Raster R HY = ‘R%C}IH|E

Mit n = 1, p(|0l]) = 0.99, (@ = 0.99, B =0.01 und X = 1

erhdlt man ausgehend von Xo = [0,2] bzw. YQ = [2,0]

% ¥*

X' = [0.781, 1.57] bzw. Y = [0.877, 1.37]

und T = 1.6
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Beispiel 2:

0.95 o.ooooﬂ
? pC|Ct|) < 0.96
0.9  0.005

)
[ 0.ou01, 0.001] |
[100 , 100 ]

In diesem Beispiel ist offensichtlich  schlecht konditioniert
beziiglich der 1. Komponente, was sich auch in dem Unterschied von

* ] .
X und Y zeigt:

. 0.01, 0.08]

>
n
‘.c
n
s

[0 , 120 |

[ 0.0378, O. ouszf
.‘ -
X = 5
L[zos ,106 ]
7
;
[[ 0.039, 0.0uu41]
¥
) = ’
t[ios 108 ]
-
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Beispiel 3:
0.55 -0.u4Y 0 ]
n=3, ({= 0 0.55 -0.u4|, pClGL]) = 0.99 ,
-0.44 0 0.55
) ( ) 1
1! {1.12] [0, 2.5]
i A 5 =
B= |1, X = |1.12], X, = [o, 2.5]}], Y, = X¥
1 142 [0, 2.5]
| [0.886, 1.57]] [0.864, 1.39]
* * =
x = |[o.687, 1.57]} , Y = | [0.865, 1.39]]| |,
[0.683, 1.57] [0.862, 1.39]
T = 1.7

n = 3 (l = 0.3 0.4 0.29 |, pl|Cl|) = 0.99 ,

1 [15, 30] 24.5
26-9 LY

oo
1]
[y
-
>
1]
=
o
w
w
-
>~
&%

1| [15, 33] 26.8
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= 1,37

[22.3,
[214.5,
[2u.5,

28.3]
31.1] |,
31.1]
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[ 729,
[25.2
[25,2

27.3]
30.0]
30.0]

]
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