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Ââåäåíèå

Ïðåäìåò ïðåäñòàâëÿåìîé ðàáîòû � çàäà÷à ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè âåùå-
ñòâåííîçíà÷íîé ôóíêöèè f : X → R íà ïðÿìîóãîëüíîì áðóñå X ⊂ Rn ñî
ñòîðîíàìè, ïàðàëëåëüíûìè êîîðäèíàòíûì îñÿì:

íàéòè min
x∈X

f(x) . (1)

Çàäà÷à îïòèìèçàöèè � îäíà èç âîñòðåáîâàííûõ ïðîáëåì ñîâðåìåííîé âû÷èñ-
ëèòåëüíîé è ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè. Ðåøåíèå ïîäîáíûõ ïðîáëåì òðåáóåòñÿ
âî ìíîãèõ çàäà÷àõ èç ðàçëè÷íûõ îòðàñëåé íàóêè è òåõíèêè. Ëåîíàðä Ýéëåð
(1707�1783), îäèí èç âåëè÷àéøèõ ìàòåìàòèêîâ, ãîâîðèë: ¾Â ìèðå íå ïðîèñ-
õîäèò íè÷åãî, â ÷¼ì áû íå áûë âèäåí ñìûñë êàêîãî-íèáóäü ìàêñèìóìà èëè
ìèíèìóìà¿ [57].

Îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò íàõîæäåíèå òàê íàçûâàåìûõ ãëîáàëüíûõ
ýêñòðåìóìîâ (îïòèìóìîâ) ôóíêöèè, ò. å. òàêèõ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ íàèëó÷-
øèìè íà âñåé ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè, à íå
òîëüêî â ñðàâíåíèè ñ áëèçëåæàùèìè òî÷êàìè èç íåêîòîðîé ñâîåé îêðåñòíî-
ñòè. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â ñàìîì îáùåì ñëó÷àå çàäà÷à ãëîáàëüíîé îïòèìè-
çàöèè ÿâëÿåòñÿ òðóäíîðåøàåìîé. Ñîâðåìåííûå ÷èñëåííûå ìåòîäû å¼ ðåøåíèÿ
ñâîäÿòñÿ, ïî ñóùåñòâó, ê íàõîæäåíèþ çíà÷åíèé âñåõ ëîêàëüíûõ îïòèìóìîâ
öåëåâîé ôóíêöèè è ñðàâíåíèþ èõ ìåæäó ñîáîé, ïðè÷¼ì ïîäîáíîå ïîëîæåíèå
íå ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì óùåðáíîñòè, íåäîðàáîòàííîñòè è ò. ï. ñóùåñòâóþùèõ
ìåòîäèê èëè íåäîñòàòî÷íûì óðîâíåì ðàçâèòèÿ ñîâðåìåííîé òåîðèè îïòèìè-
çàöèè, à íîñèò ïðèíöèïèàëüíûé õàðàêòåð. Â 1984 ãîäó À.À. Ãàãàíîâûì [11]
áûëî ñòðîãî ïîêàçàíî, ÷òî äàæå äëÿ ïîëèíîìèàëüíîé öåëåâîé ôóíêöèè f(x)
çàäà÷à ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè (1) íà ïðÿìîóãîëüíîì áðóñå ÿâëÿåòñÿ NP-
òðóäíîé, ÷òî, ôàêòè÷åñêè, ðàâíîñèëüíî ïðèçíàíèþ òîãî, ÷òî äëÿ å¼ ðåøåíèÿ
òðåáóþòñÿ íå ìåíåå ÷åì ýêñïîíåíöèàëüíûå â çàâèñèìîñòè îò ðàçìåðíîñòè n
òðóäîçàòðàòû. Îäèí èç ïîñëåäíèõ ýôôåêòíûõ ðåçóëüòàòîâ â ýòîì íàïðàâëå-
íèè � òåîðåìà Êèðôîòòà-Êðåéíîâè÷à [100], óòâåðæäàþùàÿ, ÷òî çà ïðåäåëàìè
êëàññà âûïóêëûõ öåëåâûõ ôóíêöèé ðåøåíèå çàäà÷è ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè
(1) ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíûì.
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Îñîçíàíèå ñïåöèôè÷íîñòè ïîèñêà ãëîáàëüíûõ îïòèìóìîâ è åãî ñëîæíîñòè,
è, êàê ñëåäñòâèå, îôîðìëåíèå ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè â îòäåëüíóþ âåòâü
îáùåé òåîðèè îïòèìèçàöèè ïðîèçîøëî â 70-å ãîäû ïðîøëîãî âåêà. Âïåðâûå
ýòîò òåðìèí ïðîçâó÷àë â ðàáîòàõ Òîðíà, Áåêåðà è Ëàãî, à òàêæå Äèêñîíà è
Ñçåãî [79, 87, 88, 129, 130].

Ê íàñòîÿùåìó ìîìåíòó íàðàáîòàí áîãàòûé èíñòðóìåíòàðèé ïîèñêà ãëî-
áàëüíîãî îïòèìóìà [9, 10, 17, 21, 58, 78, 85, 86, 91, 94, 97, 106]. Ñóùåñòâóþ-
ùèå ìåòîäû ìîæíî óñëîâíî ðàçäåëèòü, ñ îäíîé ñòîðîíû, íà äåòåðìèíèñòñêèå
è ñòîõàñòè÷åñêèå, à ñ äðóãîé, ïî ïðèìåíÿåìîé â íèõ òåõíèêå, íà êëàññè÷åñêèå
òî÷å÷íûå è èíòåðâàëüíûå. Òî÷íåå ýòî ðàçäåëåíèå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
äåðåâà íà ðèñ. 1.

Ðèñ. 1: Êëàññèôèêàöèÿ àëãîðèòìîâ ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè

Â ïðåäñòàâëåííîé ñõåìå ïðàâàÿ íèæíÿÿ âåòêà, îòâå÷àþùàÿ èíòåðâàëüíûì
ñòîõàñòè÷åñêèì ìåòîäàì, ÿâëÿåòñÿ âåñüìà íåðàçâèòîé è äî ñèõ ïîð ïðåäñòàâ-
ëåíà ëèøü ïóáëèêàöèÿìè [54, 70, 71]. Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïðèçâàíà â êàêîé-òî
ìåðå âîñïîëíèòü ýòîò äèñáàëàíñ è, ñîîòâåòñòâåííî, ïîñâÿùåíà ðàçðàáîòêå èí-
òåðâàëüíûõ ñòîõàñòè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè ôóíêöèé.
Àêòóàëüíîñòü òåìû äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû. Ìíîãèå çàäà÷è, âîç-

íèêàþùèå â ðàçëè÷íûõ ñôåðàõ ÷åëîâå÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè, ìîãóò áûòü ñâåäå-
íû ê çàäà÷å ïîèñêà ãëîáàëüíîãî îïòèìóìà. Îïòèìèçàöèÿ ÿâëÿåòñÿ íåîòúåì-
ëåìîé ÷àñòüþ âàæíåéøèõ ýòàïîâ ìîäåëèðîâàíèÿ òåõíè÷åñêèõ, ñîöèàëüíûõ,
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ýêîíîìè÷åñêèõ è äðóãèõ ñèñòåì. Â ðÿäå ñëó÷àåâ èìåííî ñëîæíîñòü âîçíè-
êàþùåé îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è ñòàíîâèòñÿ òåì îãðàíè÷åíèåì, êîòîðîå íå
ïîçâîëÿåò ðåøèòü îáðàòíóþ çàäà÷ó èëè èññëåäîâàòü îáùóþ ïîñòàíîâêó ïðî-
áëåìû.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ãëîáàëüíàÿ îïòèìèçàöèÿ � øèðîêî âîñòðåáîâàííîå è
èíòåíñèâíî ðàçâèâàþùååñÿ íàïðàâëåíèå âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè. Òðóä-
íîñòè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷ âî ìíîãîì ñâÿçàíû ñ âè-
äîì îïòèìèçèðóåìîé öåëåâîé ôóíêöèè è êîëè÷åñòâîì å¼ àðãóìåíòîâ. Öåëåâàÿ
ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü íåâûïóêëîé, íåäèôôåðåíöèðóåìîé, íåãëàäêîé, ìíîãî-
ýêñòðåìàëüíîé. Êðîìå òîãî, êàæäîå âû÷èñëåíèå çíà÷åíèé öåëåâîé ôóíêöèè
ìîæåò òðåáîâàòü çíà÷èòåëüíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ðåñóðñîâ.

Â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ íàóêè âûäâèãàåòñÿ âñ¼ áîëüøå çàäà÷, ñâîäÿùèõñÿ
ê ïîèñêó èìåííî ãëîáàëüíîãî îïòèìóìà. Ýòî çàêîíîìåðíî ïðèâåëî ê ðîñòó
èíòåðåñà ê ïðîáëåìàì ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè è âûäåëåíèþ å¼ â îòäåëü-
íóþ âåòâü ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ïîäõîäû ãëîáàëüíîé îïòè-
ìèçàöèè ñóùåñòâåííî îòëè÷àþòñÿ îò òåõíèêè ñòàíäàðòíûõ ìåòîäîâ ïîèñêà
ëîêàëüíûõ îïòèìóìîâ ôóíêöèè (÷àñòî íåñïîñîáíûõ íàéòè ãëîáàëüíûé îïòè-
ìóì ðàññìàòðèâàåìûõ ìíîãîýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷) è õàðàêòåðèçóþòñÿ âûñî-
êîé âû÷èñëèòåëüíîé òðóäîåìêîñòüþ.

Âî ìíîãèõ çàäà÷àõ, âîçíèêàþùèõ â ïðàêòèêå îïòèìèçàöèè, òðåáóåòñÿ íå
ïðîñòî ïðèáëèæ¼ííîå ÷èñëåííîå ðåøåíèå, íî åù¼ è ãàðàíòèÿ åãî áëèçîñòè ê
èäåàëüíîìó ìàòåìàòè÷åñêîìó îïòèìóìó, à òàêæå ÷àñòî ãàðàíòèÿ òîãî, ÷òî
íàéäåííûé îïòèìóì äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ãëîáàëüíûì. Ïîäîáíûå ïîñòà-
íîâêè çàäà÷ îáû÷íî õàðàêòåðèçóþò òåðìèíîì ¾äîêàçàòåëüíàÿ ãëîáàëüíàÿ îï-
òèìèçàöèÿ¿, è îíè ÿâëÿþòñÿ ÷ðåçâû÷àéíî òðóäíûìè. Òðàäèöèîííûå ïîäõîäû
ê èõ ðåøåíèþ îñíîâûâàþòñÿ íà ïðèâëå÷åíèè òîé èëè èíîé àïðèîðíîé èíôîð-
ìàöèè î öåëåâîé ôóíêöèè (íàïðèìåð, òîãî, ÷òî îíà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
Ëèïøèöà). Ñóùåñòâåííîå ïðîäâèæåíèå â ðåøåíèè çàäà÷ äîêàçàòåëüíîé ãëî-
áàëüíîé îïòèìèçàöèè äîñòèãíóòî áëàãîäàðÿ èñïîëüçîâàíèþ ìåòîäîâ èíòåð-
âàëüíîãî àíàëèçà. Ýòè ìåòîäû ïîçâîëÿþò óñïåøíî ðåøàòü çàäà÷è ñ îñëîæ-
í¼ííûìè öåëåâûìè ôóíêöèÿìè (íåëèïøèöåâûìè, íåäèôôåðåíöèðóåìûìè è
ò. ï.). Íî è â ñëó÷àÿõ, íå òðåáóþùèõ äîêàçàòåëüíîãî îòâåòà, èíòåðâàëüíûå ìå-
òîäû òàêæå âíîñÿò íîâûå âîçìîæíîñòè â òåõíèêó ðåøåíèÿ çàäà÷è ãëîáàëüíîé
îïòèìèçàöèè. Íåñìîòðÿ íà ÿâíûé ïðîãðåññ â ýòîé îáëàñòè çà ïîñëåäíèå äâà
äåñÿòèëåòèÿ è ýêñïîíåíöèàëüíûé ðîñò âîçìîæíîñòåé âû÷èñëèòåëüíîé òåõíè-
êè, ñóùåñòâóþùèå àëãîðèòìû äîêàçàòåëüíîé ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè íåäî-
ñòàòî÷íî ýôôåêòèâíû, ÷òî íå ïîçâîëÿåò ðåøàòü ìíîæåñòâî àêòóàëüíûõ çà-
äà÷.
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Ó÷èòûâàÿ ïðàêòè÷åñêóþ âàæíîñòü çàäà÷ ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè ôóíê-
öèé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ (â òîì ÷èñëå äîêàçàòåëüíîé îïòèìèçàöèè), ñóùåñòâó-
þùèå ñëîæíîñòè íà ïóòè èõ ðåøåíèÿ è ñîâðåìåííîå ñîñòîÿíèå âîïðîñà, èñ-
ñëåäîâàíèÿ ïî ðàçðàáîòêå ýôôåêòèâíûõ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ ïîäîáíûõ çàäà÷
ïðåäñòàâëÿþòñÿ âàæíûìè è àêòóàëüíûìè. Èì è ïîñâÿùåíà äàííàÿ äèññåðòà-
öèîííàÿ ðàáîòà.
Îáúåêòîì äèññåðòàöèîííîãî èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ àëãîðèòìû èíòåð-

âàëüíîé ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè, êîòîðûå ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ
óñïåøíîãî ðåøåíèÿ ñëîæíûõ ìíîãîìåðíûõ è ìíîãîýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷ â
ôèçèêå, õèìèè, áèîëîãèè, ýêîíîìèêå, ïðèáîðîñòðîåíèè è ïð.
Ïðåäìåòîì äèññåðòàöèîííîãî èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ ìåòîäû èíòåðâàëü-

íîãî ðàñøèðåíèÿ ôóíêöèé, èíòåðâàëüíûå àëãîðèòìû ãëîáàëüíîé îïòèìèçà-
öèè, ðàíäîìèçèðîâàííûå (ñòîõàñòè÷åñêèå) ìåòîäû ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè,
ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ãåíåòè÷åñêèõ (ýâîëþöèîííûõ) àëãîðèòìîâ.
Öåëüþ äèññåðòàöèîííîãî èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîâûøåíèå âû÷èñëèòå-

ëüíîé ýôôåêòèâíîñòè èíòåðâàëüíûõ àëãîðèòìîâ äîêàçàòåëüíîé ãëîáàëüíîé
îïòèìèçàöèè.
Îáùàÿ ìåòîäîëîãèÿ èññëåäîâàíèÿ áàçèðóåòñÿ íà ïîëîæåíèÿõ ìàòåìà-

òè÷åñêîãî àíàëèçà è àëãåáðû, èíòåðâàëüíîãî àíàëèçà, òåîðèè îïòèìèçàöèè,
èíôîðìàòèêè è ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ.
Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Â ðàáîòå ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû:

1) Èññëåäîâàíà òî÷íîñòü ðàçëè÷íûõ ñïîñîáîâ âû÷èñëåíèÿ èíòåðâàëüíûõ
ðàñøèðåíèé ôóíêöèé.

2) Âûÿâëåíû è ïðîàíàëèçèðîâàíû ïðè÷èíû íåäîñòàòî÷íîé âû÷èñëèòåëü-
íîé ýôôåêòèâíîñòè ñóùåñòâóþùèõ äåòåðìèíèñòñêèõ àëãîðèòìîâ èíòåð-
âàëüíîé ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè, îñíîâàííûõ íà àäàïòèâíîì äðîáëå-
íèè îáëàñòè ïîèñêà. Ðàññìîòðåíû ñïîñîáû ïîâûøåíèÿ âû÷èñëèòåëüíîé
ýôôåêòèâíîñòè èíòåðâàëüíûõ ìåòîäîâ ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè.

3) Ïðîäåìîíñòðèðîâàíà âû÷èñëèòåëüíàÿ ýôôåêòèâíîñòü ñòîõàñòè÷åñêèõ
(ðàíäîìèçèðîâàííûõ) àëãîðèòìîâ èíòåðâàëüíîé ãëîáàëüíîé îïòèìèçà-
öèè â ñðàâíåíèè ñ äåòåðìèíèñòñêèìè àíàëîãàìè íà ðÿäå îáùåóïîòðåáè-
òåëüíûõ òåñòîâûõ çàäà÷.

4) Ìîäèôèöèðîâàíû ñóùåñòâóþùèå ðàíäîìèçèðîâàííûå (ñòîõàñòè÷åñêèå)
àëãîðèòìû èíòåðâàëüíîé ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè, òàêèå êàê ñëó÷àéíîå
èíòåðâàëüíîå äðîáëåíèå1. Ïðåäëîæåíû è èññëåäîâàíû íåêîòîðûå íîâûå

1Ïðåäëîæåíî ðàíåå íàó÷íûì ðóêîâîäèòåëåì ðàáîòû, ñì. Øàðûé C.Ï. Ñòîõàñòè÷åñêèå ïîäõîäû â èí-

òåðâàëüíîé ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè. Òðóäû XIII Áàéêàëüñêîé ìåæäóíàðîäíîé øêîëû-ñåìèíàðà ¾Ìåòîäû

îïòèìèçàöèè è èõ ïðèëîæåíèÿ¿, Èðêóòñê�Ñåâåðîáàéêàëüñê, 2�8 èþëÿ 2005 ãîäà. Òîì 4 ¾Èíòåðâàëüíûé
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ïîäõîäû, â ÷àñòíîñòè, èíòåðâàëüíîå äðîáëåíèå â ñëó÷àéíîé ïðîïîðöèè
è íàïðàâëåíèè.

5) Ðàçðàáîòàíû è ýêñïåðèìåíòàëüíî èññëåäîâàíû ðàçëè÷íûå âåðñèè èíòåð-
âàëüíîãî ýâîëþöèîííîãî àëãîðèòìà äëÿ ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè ôóíê-
öèé.

6) Äëÿ ïðåäëîæåííûõ àëãîðèòìîâ ñôîðìóëèðîâàí è äîêàçàí ðÿä óòâåð-
æäåíèé è òåîðåì î ñõîäèìîñòè ðàçðàáîòàííûõ ìåòîäîâ. Â ÷àñòíîñòè,
äîêàçàíî, ÷òî ìåòîä èíòåðâàëüíîãî ñëó÷àéíîãî ïîèñêà ñ ïðèîðèòåòîì
ñõîäèòñÿ ê ãëîáàëüíîìó îïòèìóìó ïî÷òè âñåãäà (êîòîðàÿ ñèëüíåå ¾ñõî-
äèìîñòè ïî âåðîÿòíîñòè¿), à èíòåðâàëüíûé àëãîðèòì èìèòàöèè îòæèãà
è èíòåðâàëüíûé ýâîëþöèîííûé àëãîðèòì ñõîäÿòñÿ ê ãëîáàëüíîìó îïòè-
ìóìó.

7) Ðàçðàáîòàí è àïðîáèðîâàí èíòåðâàëüíûé ìóëüòèìåòîäíûé2. àëãîðèòì
ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè, ñîçäàííûé íà îñíîâå ñòîõàñòè÷åñêèõ èíòåð-
âàëüíûõ ïîäõîäîâ. Ïðèâåäåíû òåîðåòè÷åñêèå îöåíêè ýôôåêòèâíîñòè è
âðåìåíè ðàáîòû àëãîðèòìà, â òîì ÷èñëå âûäåëåí õóäøèé äëÿ àëãîðèòìà
ñëó÷àé è ïîêàçàíî ïðåèìóùåñòâî ìóëüòèìåòîäíîãî ïîäõîäà ïî ñðàâíå-
íèþ ñ òðàäèöèîííûìè. Ñ ïîìîùüþ ìóëüòèìåòîäíîãî àëãîðèòìà óñïåø-
íî ðåøåíà çàäà÷à îïòèìèçàöèè â ïðîìûøëåííîé ìîäåëè ïðåäñêàçàíèÿ
ïîãîäû.

Äîñòîâåðíîñòü è íàó÷íàÿ îáîñíîâàííîñòü ðåçóëüòàòîâ äèññåðòàöèè
îáåñïå÷èâàåòñÿ èñïîëüçîâàíèåì êëàññè÷åñêèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ ïðè
ðàçðàáîòêå è îáîñíîâàíèè àëãîðèòìîâ, ïðèìåíåíèåì ñîâðåìåííûõ ìåòîäèê
òåñòèðîâàíèÿ è âàëèäàöèè âû÷èñëèòåëüíûõ ïðîãðàìì, ñîïîñòàâëåíèåì ïîëó-
÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ñ òåîðåòè÷åñêèìè è ðåçóëüòàòàìè äðóãèõ ìåòîäîâ ãëî-
áàëüíîé îïòèìèçàöèè.
Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü. Ðàáîòà íîñèò êàê òåîðåòè-

÷åñêèé, òàê è ïðàêòè÷åñêèé õàðàêòåð. Àëãîðèòìû, ðàçðàáîòàííûå â äèññåð-
òàöèè, è èõ ïðîãðàììíûå ðåàëèçàöèè ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ ðåøåíèÿ
ñëîæíûõ çàäà÷ ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè, âîçíèêàþùèõ â ôèçèêå, áèîëîãèè,
õèìèè, ýêîíîìè÷åñêèõ èññëåäîâàíèÿõ, â ïðîìûøëåííîñòè, íà òðàíñïîðòå è â
äðóãèõ îòðàñëÿõ. Êðîìå òîãî, ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â äèññåðòàöèè, ìîãóò
áûòü èñïîëüçîâàíû ïðè äàëüíåéøåì ðàçâèòèè èíòåðâàëüíûõ ðàíäîìèçèðî-

àíàëèç¿. � Èðêóòñê, ÈÑÝÌ ÑÎ ÐÀÍ, 2005. � Ñ. 85�105.
2Ïî òåðìèíîëîãèè, áåðóùåé íà÷àëî ñ ðàáîò À.È. Òÿòþøêèíà è À.Þ. Ãîðíîâà. Ñì. Ãîðíîâ À.Þ.

Òÿòþøêèí À.È. Ïðîãðàììíàÿ ðåàëèçàöèÿ ìóëüòèìåòîäíîé òåõíîëîãèè äëÿ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâ-
ëåíèÿ // Ñáîðíèê òðóäîâ 3-é Ìåæäóíàð. êîíô. ¾Ïðîáëåìû óïðàâëåíèÿ è ìîäåëèðîâàíèÿ â ñëîæíûõ

ñèñòåìàõ¿, Ñàìàðà. 2001. Ñ. 301�307. è Ãîðíîâ À.Þ. Âû÷èñëèòåëüíûå òåõíîëîãèè ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòè-

ìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ. Íîâîñèáèðñê: Íàóêà. 2009.
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âàííûõ (ñòîõàñòè÷åñêèõ) ìåòîäîâ, â ÷àñòíîñòè, ïåðñïåêòèâíûõ èíòåðâàëüíûõ
ãåíåòè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ.
Ëè÷íûé âêëàä. Ñîèñêàòåëåì ïðîâåäåíî ýêñïåðèìåíòàëüíîå èññëåäîâà-

íèå òî÷íîñòè ðàçëè÷íûõ ôîðì èíòåðâàëüíûõ ðàñøèðåíèé. Ýòî ïîçâîëÿåò
îáîñíîâàííî âûáèðàòü òå èëè èíûå ôîðìû èíòåðâàëüíûõ ðàñøèðåíèé ïðè
ðåøåíèè ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷. Óñòàíîâëåíî, ÷òî çà÷àñòóþ åñòåñòâåííîå èí-
òåðâàëüíîå ðàñøèðåíèå áîëåå ïðåäïî÷òèòåëüíî, ÷åì öåíòðèðîâàííûå ôîðìû,
íåñìîòðÿ íà áîëåå âûñîêèé àñèìïòîòè÷åñêèé ïîðÿäîê òî÷íîñòè ïîñëåäíèõ.
Ýòîò ðåçóëüòàò ñòàë îñíîâíûì èññëåäîâàòåëüñêèì èòîãîì ãëàâû 1 äèññåðòà-
öèè.

Çíà÷èòåëüíàÿ ÷àñòü ñîâðåìåííûõ èíòåðâàëüíûõ ìåòîäîâ ãëîáàëüíîé îï-
òèìèçàöèè îñíîâàíà íà äåòåðìèíèñòñêîé ñõåìå ðàñïðîñòðàíåííîãî àëãîðèòìà
¾àäàïòèâíîãî èíòåðâàëüíîãî äðîáëåíèÿ¿. Àâòîðîì âûäåëåíû è ïðîàíàëèçè-
ðîâàíû ïðè÷èíû íåäîñòàòî÷íîé ýôôåêòèâíîñòè àëãîðèòìîâ, îïèðàþùèõñÿ
íà ýòî ïîäõîä. Íà îñíîâàíèè ÷åãî ïðåäëîæåí è èññëåäîâàí ðÿä ñïîñîáîâ ïðå-
îäîëåíèÿ âûÿâëåííûõ óçêèõ ìåñò àëãîðèòìîâ èíòåðâàëüíîé ãëîáàëüíîé îïòè-
ìèçàöèè è ïîâûøåíèÿ èõ ïðîèçâîäèòåëüíîñòè. Àâòîðîì ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå
ýôôåêòèâíîñòè ðàçëè÷íûõ ìîäèôèêàöèé èíòåðâàëüíûõ àëãîðèòìîâ ãëîáàëü-
íîé îïòèìèçàöèè è ïðîöåäóð îòáðàêîâêè. Äëÿ ñðàâíèòåëüíîãî àíàëèçà ðà-
áîòû ñóùåñòâóþùèõ è íîâûõ àëãîðèòìîâ àâòîðîì ðàçðàáîòàíà ïðîãðàììíàÿ
ñèñòåìà, âêëþ÷àþùàÿ â ñåáÿ ñåðâåð ïðèëîæåíèé, ïîçâîëÿþùèé âûáèðàòü ìå-
òîäû îïòèìèçàöèè, èñïîëíÿòü èõ â ðàçëè÷íûõ ðåæèìàõ è ìîäóëè òð¼õìåðíîé
âèçóàëèçàöèè.

Ñîèñêàòåëåì ìîäèôèöèðîâàíû ñóùåñòâóþùèå ñòîõàñòè÷åñêèå (ðàíäîìè-
çèðîâàííûå) àëãîðèòìû èíòåðâàëüíîé ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè, òàêèå êàê
ñëó÷àéíîå èíòåðâàëüíîå äðîáëåíèå (ïðåäëîæåííîå ðàíåå íàó÷íûì ðóêîâîäè-
òåëåì). Ïðåäëîæåíû è èññëåäîâàíû íîâûå àëãîðèòìû, â ÷àñòíîñòè, èíòåð-
âàëüíîå äðîáëåíèå â ñëó÷àéíîé ïðîïîðöèè è íàïðàâëåíèè. Ðàçðàáîòàíû è
ýêñïåðèìåíòàëüíî èññëåäîâàíû ðàçëè÷íûå âåðñèè èíòåðâàëüíîãî ãåíåòè÷å-
ñêîãî àëãîðèòìà äëÿ äîêàçàòåëüíîé ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè ôóíêöèé. Äëÿ
ïðåäëîæåííûõ àëãîðèòìîâ ñôîðìóëèðîâàíû è äîêàçàíû ðåçóëüòàòû î ñõî-
äèìîñòè ðàçðàáîòàííûõ àëãîðèòìîâ. Â ÷àñòíîñòè, äîêàçàíî, ÷òî àëãîðèòì
èíòåðâàëüíîãî ñëó÷àéíîãî ïîèñêà ñ ïðèîðèòåòîì ñõîäèòñÿ ê ãëîáàëüíîìó îï-
òèìóìó ïî÷òè íàâåðíîå (ïî÷òè âñåãäà), à èíòåðâàëüíûé àëãîðèòì èìèòàöèè
îòæèãà è èíòåðâàëüíûé ãåíåòè÷åñêèé àëãîðèòì ãàðàíòèðîâàííî ñõîäÿòñÿ ê
ãëîáàëüíîìó îïòèìóìó. Ðàçðàáîòàí è àïðîáèðîâàí èíòåðâàëüíûé ìóëüòèìå-
òîäíûé àëãîðèòì ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè, ñîçäàííûé íà îñíîâå ñòîõàñòè÷å-
ñêèõ èíòåðâàëüíûõ ïîäõîäîâ. Ïðèâåäåíû òåîðåòè÷åñêèå îöåíêè ýôôåêòèâíî-
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ñòè è âðåìåíè ðàáîòû àëãîðèòìà. Âûÿâëåí õóäøèé äëÿ àëãîðèòìà ñëó÷àé è
ïîêàçàíî ïðåèìóùåñòâî ìóëüòèìåòîäíîãî ïîäõîäà ïî ñðàâíåíèþ ñ òðàäèöè-
îííûì. Ïðîðàáîòàíû âîïðîñû ïàðàëëåëèçìà ïðåäëàãàåìûõ àëãîðèòìîâ è èõ
ðåàëèçàöèè íà ñîâðåìåííûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåìàõ.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü è îáñóæäà-

ëèñü

� íà îáúåäèí¼ííîì ñåìèíàðå Èíñòèòóòà âû÷èñëèòåëüíûõ òåõíîëîãèé ÑÎ
ÐÀÍ, Êîíñòðóêòîðñêî-òåõíîëîãè÷åñêîãî èíñòèòóòà ÑÎ ÐÀÍ è Íîâîñè-
áèðñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà (ã. Íîâîñèáèðñê, 2011);

� íà XII Âñåðîññèéñêîé êîíôåðåíöèÿ ìîëîäûõ ó÷åíûõ ïî ìàòåìàòè÷åñêî-
ìó ìîäåëèðîâàíèþ è èíôîðìàöèîííûì òåõíîëîãèÿì (ã. Íîâîñèáèðñê,
2011);

� íà Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ¾Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ïðèêëàäíîé
ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè: òåîðèÿ, ýêñïåðèìåíò è ïðàêòèêà¿, ïîñâÿùåííîé
90-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ àêàäåìèêà Í.Í. ßíåíêî. (ã. Íîâîñèáèðñê,
2011);

� íà XV Ìåæäóíàðîäíîé Áàéêàëüñêîé øêîëå-ñåìèíàðå ¾Ìåòîäû îïòèìè-
çàöèè è èõ ïðèëîæåíèÿ¿. (ï. Ëèñòâÿíêà, 2011);

� íà ñåìèíàðå Èíñòèòóòà ñèñòåì ýíåðãåòèêè ÑÎ ÐÀÍ (ã. Èðêóòñê, 2010);
� íà ñåìèíàðå Èíñòèòóòà äèíàìèêè ñèñòåì è òåîðèè óïðàâëåíèÿ ÑÎ ÐÀÍ

(ã. Èðêóòñê, 2009, 2010);
� íà ñåìèíàðå Ñèáèðñêîãî ôåäåðàëüíîãî óíèâåðñèòåòà (ã. Êðàñíîÿðñê,

2009);
� íà ñåìèíàðå êàôåäðû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ÍÃÓ è Èíñòè-

òóòà âû÷èñëèòåëüíûõ òåõíîëîãèé ÑÎ ÐÀÍ (ã. Íîâîñèáèðñê, 2006, 2008,
2009);

� íà ñåìèíàðå ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà Àëòàéñêîãî Ãîñóäàðñòâåííîãî
Óíèâåðñèòåòà (ã. Áàðíàóë, 2009);

� íà IX Âñåðîññèéñêîé êîíôåðåíöèÿ ìîëîäûõ ó÷åíûõ ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó
ìîäåëèðîâàíèþ è èíôîðìàöèîííûì òåõíîëîãèÿì (ã. Êåìåðîâî, 2008);

� íà Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ¾Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ìàòåìàòè÷å-
ñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ è âû÷èñëèòåëüíûõ òåõíîëîãèé - 2008¿ (ã. Êðàñíî-
ÿðñê, 2008);

� íà VIII Âñåðîññèéñêîé êîíôåðåíöèè ìîëîäûõ ó÷¼íûõ ïî ìàòåìàòè÷åñêî-
ìó ìîäåëèðîâàíèþ è èíôîðìàöèîííûì òåõíîëîãèÿì (ã. Íîâîñèáèðñê,
2007);
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� íà Âñåðîññèéñêîé êîíôåðåíöèè ïî âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêå ¾ÊÂÌ-
2007¿ (ã. Íîâîñèáèðñê, 2007);

� íà êîíôåðåíöèè ¾Twelfth ECMWF Workshop �Use of High Performance
Computing in Meteorology�¿ (Àíãëèÿ, 2007);

� íà VII Âñåðîññèéñêîé êîíôåðåíöèè ìîëîäûõ ó÷åíûõ ïî ìàòåìàòè÷å-
ñêîìó ìîäåëèðîâàíèþ è èíôîðìàöèîííûì òåõíîëîãèÿì (ã. Êðàñíîÿðñê,
2006);

� íà Âñåðîññèéñêîì (ñ ìåæäóíàðîäíûì ó÷àñòèåì) ñîâåùàíèè ïî èíòåð-
âàëüíîìó àíàëèçó è åãî ïðèëîæåíèÿì ¾ÈÍÒÅÐÂÀË-06¿ (ã. Ïåòåðãîô,
2006);

� íà VI Âñåðîññèéñêîé (ñ ó÷àñòèåì èíîñòðàííûõ ó÷åíûõ) êîíôåðåíöèè
ìîëîäûõ ó÷åíûõ ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó ìîäåëèðîâàíèþ è èíôîðìàöèîí-
íûì òåõíîëîãèÿì (ã. Êåìåðîâî, 2005);

� íà Õ Âñåðîññèéñêîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè ñòóäåíòîâ-ôèçèêîâ è ìîëî-
äûõ ó÷åíûõ (ã. Êðàñíîÿðñê, 2004);

� íà V Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ¾Ïåðñïåêòèâû ñèñòåì èíôîðìàòè-
êè¿ ïàìÿòè àêàä. À.Ï. Åðøîâà � PSI'03 (ã. Íîâîñèáèðñê, 2003);

� íà XLI Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé ñòóäåí÷åñêîé êîíôåðåíöèè ¾Ñòóäåíò
è íàó÷íî-òåõíè÷åñêèé ïðîãðåññ¿ (ã. Íîâîñèáèðñê, 2003).

Ïóáëèêàöèè. Ïî òåìå äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíî 20 ðàáîò, èç íèõ 16 â
ôîðìå òðóäîâ, òåçèñîâ è ðàñøèðåííûõ òåçèñîâ äîêëàäîâ êîíôåðåíöèé, à òàê
æå 4 ñòàòüè â æóðíàëàõ, ðåêîìåíäîâàííûõ ÂÀÊ äëÿ ïóáëèêàöèè îñíîâíûõ
ðåçóëüòàòîâ äèññåðòàöèé. (âûäåëåíû æèðíûì øðèôòîì â ñïèñêå ëèòåðàòó-
ðû).

Àïðîáàöèÿ ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû. Ðàçðàáîòàííûå â äèññåðòàöèè àëãî-
ðèòìû ðåàëèçîâàíû â âèäå ïðîãðàììíîãî ïðîäóêòà äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ãëî-
áàëüíîé îïòèìèçàöèè, à òàêæå â âèäå ïîäêëþ÷àåìûõ áèáëèîòåê, êîòîðûå
ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äðóãèìè ïàêåòàìè äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ãëîáàëü-
íîé îïòèìèçàöèè. Ðàçðàáîòàííûå àëãîðèòìû íàøëè ïðèìåíåíèå ïðè ðåøå-
íèè çàäà÷è âñåñòîðîííåé àâòîìàòè÷åñêîé âåðèôèêàöèè ìèêðîïðîöåññîðíûõ
óñòðîéñòâ [39], ÷òî ïîçâîëèëî ïîâûñèòü êà÷åñòâî òåñòîâîãî ïîêðûòèÿ è óìåíü-
øèòü ñðîêè òåñòèðîâàíèÿ. Îäèí èç ðàçðàáîòàííûõ â äèññåðòàöèè àëãîðèòìîâ
áûë âñòðîåí â ïðîìûøëåííóþ ìîäåëü ïðåäñêàçàíèÿ ïîãîäû [112], ÷òî ïîçâî-
ëèëî óâåëè÷èòü å¼ ïðîèçâîäèòåëüíîñòü. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ àâòîð ðàáîòàåò
íàä ýôôåêòèâíûì ðåøåíèåì ïðîáëåì ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè, âîçíèêàþ-
ùèõ â çàäà÷àõ ýëëèïñîìåòðèè. Ñëåäóþùåé âîçìîæíîé îáëàñòüþ ïðèìåíåíèÿ
ðàçðàáîòàííûõ ìåòîäîâ áóäåò ðàñ÷¼ò êîíôèãóðàöèé ìîëåêóë áåëêà.
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Íà çàùèòó âûíîñÿòñÿ:

� Ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèé òî÷íîñòè ðàçëè÷íûõ èíòåðâàëüíûõ
ðàñøèðåíèé ôóíêöèé.

� Ðåçóëüòàòû ñðàâíèòåëüíûõ èññëåäîâàíèé äåòåðìèíèñòñêèõ è
ðàíäîìèçèðîâàííûõ èíòåðâàëüíûõ àëãîðèòìîâ ãëîáàëüíîé
îïòèìèçàöèè.

� Ñîçäàíèå èíòåðâàëüíîãî ýâîëþöèîííîãî àëãîðèòìà äîêàçàòåëüíîé
ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè.

� Ðàçðàáîòêà óíèâåðñàëüíîãî ñàìîïîäñòðàèâàþùåãîñÿ
ìóëüòèìåòîäíîãî àëãîðèòìà ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè.

� Ñîçäàíèå îïòèìèçèðîâàííî àäàïòèâíîãî ïàðàëëåëüíîãî àëãîðèòìà
ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè.

Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû. Äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà ñîñòîèò èç ââåäå-
íèÿ, òð¼õ ãëàâ îñíîâíîãî òåêñòà, çàêëþ÷åíèÿ è áèáëèîãðàôè÷åñêîãî ñïèñêà.
Ðàáîòà èçëîæåíà íà 178 ñòðàíèöàõ ìàøèíîïèñíîãî òåêñòà, âêëþ÷àþùèõ 50
ðèñóíêîâ è ñïèñîê ëèòåðàòóðû èç 131 íàèìåíîâàíèÿ.

ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÐÀÁÎÒÛ

Âî ââåäåíèè îïèñàí ïðåäìåò ïðåäñòàâëÿåìîé ðàáîòû � çàäà÷à ãëîáàëü-
íîé îïòèìèçàöèè âåùåñòâåííîçíà÷íîé ôóíêöèè f : X → R íà ïðÿìîóãîëü-
íîì áðóñå X ⊂ Rn ñî ñòîðîíàìè, ïàðàëëåëüíûìè êîîðäèíàòíûì îñÿì.

Ïîä÷¼ðêèâàåòñÿ, ÷òî çàäà÷à îïòèìèçàöèè � îäíà èç âîñòðåáîâàííûõ ïðî-
áëåì ñîâðåìåííîé âû÷èñëèòåëüíîé è ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, ïðè ýòîì îñî-
áûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò íàõîæäåíèå òàê íàçûâàåìûõ ãëîáàëüíûõ ýêñòðå-
ìóìîâ (îïòèìóìîâ) ôóíêöèè, ò. å. òàêèõ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ íàèëó÷øèìè íà
âñåé ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè, à íå òîëüêî â
ñðàâíåíèè ñ áëèçëåæàùèìè òî÷êàìè èç íåêîòîðîé ñâîåé îêðåñòíîñòè.

Îòìå÷àåòñÿ, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå çàäà÷à ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè ÿâëÿåòñÿ
NP-òðóäíîé, ÷òî, ôàêòè÷åñêè, ðàâíîñèëüíî ïðèçíàíèþ òîãî, ÷òî äëÿ å¼ ðåøå-
íèÿ òðåáóþòñÿ íå ìåíåå ÷åì ýêñïîíåíöèàëüíûå â çàâèñèìîñòè îò ðàçìåðíîñòè
n òðóäîçàòðàòû.

Äà¼òñÿ êðàòêàÿ êëàññèôèêàöèÿ ñóùåñòâóþùèõ ìåòîäîâ ãëîáàëüíîé îïòè-
ìèçàöèè.
Â ãëàâå 1 êðàòêî ïðèâåäåíû îñíîâû èíòåðâàëüíîãî àíàëèçà. Ïîìèìî òðà-

äèöèîííûõ ðåçóëüòàòîâ ïî èíòåðâàëüíîé àðèôìåòèêå è èíòåðâàëüíûì ðàñ-
øèðåíèÿì ôóíêöèé, òàêæå ðàññìîòðåíû ðàçëè÷íûå ñïîñîáû íàõîæäåíèÿ íà
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ÝÂÌ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèé è èõ èíòåðâàëüíûõ ðàñøèðåíèé. Ñîîòâåòñòâóþ-
ùèé ìàòåðèàë ñëàáî îñâåù¼í â ëèòåðàòóðå.

Îñíîâíûì èññëåäîâàòåëüñêèì èòîãîì ãëàâû 1 äèññåðòàöèè ÿâëÿåòñÿ ýêñ-
ïåðèìåíòàëüíîå èññëåäîâàíèå òî÷íîñòè ðàçëè÷íûõ èíòåðâàëüíûõ ðàñøèðå-
íèé, ïîçâîëÿþùåå îáîñíîâàííî âûáèðàòü òå èëè èíûå ôîðìû èíòåðâàëüíûõ
ðàñøèðåíèé ïðè ðåøåíèè ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷. Ñäåëàííûå âûâîäû ÿâëÿþòñÿ
íåî÷åâèäíûìè è ñâèäåòåëüñòâóþò î òîì, ÷òî â ðÿäå ñëó÷àåâ åñòåñòâåííîå èí-
òåðâàëüíîå ðàñøèðåíèå áîëåå ïðåäïî÷òèòåëüíî, ÷åì öåíòðèðîâàííûå ôîðìû,
èìåþùèå áîëåå âûñîêèé àñèìïòîòè÷åñêèé ïîðÿäîê òî÷íîñòè [46].
Â ãëàâå 2 ïðîâåä¼í îáçîð ñîâðåìåííûõ àëãîðèòìîâ ãëîáàëüíîé îïòèìè-

çàöèè, êëàññè÷åñêèõ è èíòåðâàëüíûõ.
Ñóùåñòâóþùèå èíòåðâàëüíûå ìåòîäû ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè, îñíîâàí-

íûå íà àäàïòèâíîì äðîáëåíèè îáëàñòè ïîèñêà, èñïîëüçóþò òîò ôàêò, ÷òî
áîëüøèíñòâî èíòåðâàëüíûõ îöåíîê îáëàñòè çíà÷åíèé ôóíêöèè � àñèìïòî-
òè÷åñêè òî÷íûå:

dist
(
f(x), ran xf

)
→ 0 ïðè ∥wid x∥ → 0, (2)

ãäå dist � õàóñäîðôîâî ðàññòîÿíèå ìåæäó èíòåðâàëüíûì ðàñøèðåíèåì f(x)
è òî÷íîé îáëàñòüþ çíà÷åíèé ran xf ôóíêöèè f íà èíòåðâàëå x (âîçìîæíî,
ìíîãîìåðíîì), à wid x � øèðèíà èíòåðâàëà x. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè óìåíü-
øåíèè ðàçìåðîâ îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ òî÷íîñòü èíòåðâàëüíîãî ðàñøèðåíèÿ
ôóíêöèè óâåëè÷èâàåòñÿ. Ïðè ýòîì íå ñëåäóåò îæèäàòü, ÷òî óìåíüøåíèå ðàç-
ìåðîâ êîíêðåòíîãî áðóñà îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ â êàêîå-òî ÷èñëî ðàç ïðèâåä¼ò
ê ïðîïîðöèîíàëüíîìó óëó÷øåíèþ ðåàëüíîé òî÷íîñòè èíòåðâàëüíîé îöåíêè.
Ïðèâåä¼ííîå ñîîòíîøåíèå ÿâëÿåòñÿ, âî-ïåðâûõ, âñåãî ëèøü îöåíêîé ñâåðõó, è,
âî-âòîðûõ, íîñèò àñèìïòîòè÷åñêîé õàðàêòåð. Òåì íå ìåíåå, îòìå÷åííûé ôàêò
ìîæåò áûòü ïîëîæåí â îñíîâó ïðîöåäóðû óòî÷íåíèÿ èíòåðâàëüíîé îöåíêè îá-
ëàñòè çíà÷åíèé ôóíêöèè.

Â ñàìîì äåëå, åñëè ðàçáèòü èñõîäíûé áðóñ x íà äâà ïîäáðóñà x′ è x′′,
äàþùèå â îáúåäèíåíèè âåñü x, òî åñòü òàêèå, ÷òî x′ ∪ x′′ = x, òî

{ f(x) | x ∈ x } = { f(x) | x ∈ x′ } ∪ { f(x) | x ∈ x′′ }.

Ñîîòâåòñòâåííî, ìîæíî âû÷èñëèòü èíòåðâàëüíûå ðàñøèðåíèÿ íà êàæäîì ïîä-
áðóñå, à â êà÷åñòâå íîâîé îöåíêè ìèíèìóìà öåëåâîé ôóíêöèè íà x âçÿòü

min
{
f(x′) , f(x′′)

}
,

è îíà áóäåò, âîîáùå ãîâîðÿ, áîëåå òî÷íà, ÷åì èñõîäíàÿ îöåíêà f(x), òàê êàê
ó áðóñîâ x′ è x′′ ðàçìåðû ìåíüøå, ÷åì ó èñõîäíîãî x. Áðóñû-ïîòîìêè x′ è x′′
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ìîæíî, â ñâîþ î÷åðåäü, îïÿòü ðàçáèòü íà áîëåå ìåëêèå ÷àñòè, íàéòè äëÿ íèõ
èíòåðâàëüíûå ðàñøèðåíèÿ è äàëåå óòî÷íèòü îöåíêó äëÿ ìèíèìóìà, ïîòîì
ñíîâà ïîâòîðèòü ïðîöåäóðó è òàê äàëåå. Âñå áðóñû-ïîòîìêè äîáàâëÿþòñÿ â
¾ðàáî÷èé ñïèñîê¿. Âåäóùèì èëè íàèáîëåå ïåðñïåêòèâíûì íàçûâàåòñÿ áðóñ,
íà êîòîðîì â íàñòîÿùèé ìîìåíò äîñòèãàåòñÿ íàèáîëüøàÿ (íàèìåíüøàÿ ïðè
ïîèñêå ìèíèìóìà) îöåíêà çíà÷åíèÿ ôóíêöèè. Êðèòåðèåì îñòàíîâêè ìîæåò
áûòü ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî èòåðàöèé, äîñòàòî÷íàÿ øèðèíà îöåíêè îïòè-
ìóìà è ò. ï.

Äàëåå â ãëàâå 2 ïðîàíàëèçèðîâàíû è âûäåëåíû ïðè÷èíû íåäîñòàòî÷íîé
ýôôåêòèâíîñòè àëãîðèòìîâ, îïèðàþùèõñÿ íà ýòó ñõåìó [44, 54]. Êðîìå òîãî,
ïðîàíàëèçèðîâàíû îñîáåííîñòè ñîâðåìåííûõ ìàøèííûõ âû÷èñëåíèé, ïðèâå-
äåíà èíôîðìàöèÿ îá àïïàðàòíûõ ôàêòîðàõ, âëèÿþùèõ íà áûñòðîäåéñòâèå
ïðîãðàììû, ñäåëàíû âûâîäû îá îïòèìàëüíîé ñ ýòîé òî÷êè çðåíèÿ îðãàíèçà-
öèè äàííûõ. Ïðèâåäåíû ðåêîìåíäàöèè ïî íàèáîëåå îïòèìàëüíîé ïðîãðàìì-
íîé ðåàëèçàöèè ñîîòâåòñòâóþùèõ àëãîðèòìîâ íà ðàçëè÷íûõ âû÷èñëèòåëüíûõ
ñèñòåìàõ.

Äëÿ àíàëèçà ðàáîòû ñóùåñòâóþùèõ àëãîðèòìîâ è ñðàâíåíèÿ íîâûõ èñ-
ïîëüçîâàíà ñïåöèàëüíî ðàçðàáîòàííàÿ ïðîãðàììíàÿ ñèñòåìà, âêëþ÷àþùàÿ â
ñåáÿ ñåðâåð ïðèëîæåíèé, ïîçâîëÿþùèé âûáèðàòü ìåòîäû îïòèìèçàöèè, èñ-
ïîëíÿòü èõ (â òîì ÷èñëå â ðåæèìå ïðîôèëèðîâàíèÿ) è ìîäóëè òð¼õìåðíîé
âèçóàëèçàöèè [47].

Â ðåçóëüòàòå ïðîâåä¼ííîãî àíàëèçà â êà÷åñòâå îñíîâíûõ ïðè÷èí íåóñïåø-
íîñòè ïðîñòåéøåãî èíòåðâàëüíîãî àäàïòèâíîãî àëãîðèòìà ãëîáàëüíîé îïòè-
ìèçàöèè ìîæíî íàçâàòü ñëåäóþùèå:

� ïîëó÷àåìûå èíòåðâàëüíûå îöåíêè îáëàñòè çíà÷åíèé ôóíêöèè âåñüìà
èçáûòî÷íû;

� çà÷àñòóþ ãðàíèöû èíòåðâàëüíûõ îöåíîê öåëåâîé ôóíêöèè íà ïîäáðó-
ñàõ íå êîððåëèðóþò ñ äåéñòâèòåëüíûìè îáëàñòÿìè çíà÷åíèé. Òî åñòü,
íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî min

a
f(x) > min

b
f(x), âåëè÷èíà f(a) ÷àñòî îêàçûâà-

ëàñü ìåíüøå, ÷åì f(b), ãäå a è b � äâà êàêèõ-òî ïîäáðóñà èç ¾ðàáî÷åãî
ñïèñêà¿;

� ýôôåêò ¾çàñòàèâàíèÿ èíòåðâàëüíîé îöåíêè¿ (ñèòóàöèÿ, êîãäà ñóùåñòâåí-
íîå óìåíüøåíèå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè ïðèâåëî ëèøü ê íåçíà-
÷èòåëüíîìó óëó÷øåíèþ òî÷íîñòè èíòåðâàëüíîé îöåíêè) âìåñòå ñ äâóìÿ
óêàçàííûìè âûøå ÿâëåíèÿìè çàñòàâëÿåò àëãîðèòì äåëàòü î÷åíü ìíîãî
äðîáëåíèé âïóñòóþ, ôàêòè÷åñêè íå ïðèáëèæàÿñü ê ãëîáàëüíîìó îïòè-
ìóìó;
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� ðàñòóùèé ðàçìåð ðàáî÷åãî ñïèñêà äîïîëíèòåëüíî çàìåäëÿåò ïðîöåññ îï-
òèìèçàöèè èç-çà îñîáåííîñòåé àðõèòåêòóðû ñîâðåìåííûõ êîìïüþòåðîâ.

Òàêèì îáðàçîì ñäåëàí âûâîä, ÷òî àëãîðèòìû, îñíîâàííûå íà àäàïòèâíîì
äðîáëåíèè îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ â ñî÷åòàíèè ñ èíòåðâàëüíûì îöåíèâàíèåì
ïî ïîëó÷àþùèìñÿ ïîäîáëàñòÿì, çàïðîãðàììèðîâàíû íà íåóäà÷ó â ðÿäå çà-
äà÷. Â ñîîòâåòñòâèè ñî ñâîåé âíóòðåííåé ëîãèêîé îíè áóäåò ïîñëåäîâàòåëüíî
ìåëü÷èòü ëîæíûå âåäóùèå áðóñû, ëèøü íåçíà÷èòåëüíî óëó÷øàÿ òî÷íîñòü èí-
òåðâàëüíîé îöåíêè.

Íà îñíîâå ïðîäåëàííîãî àíàëèçà â ðàáîòå ïðåäëîæåí è èññëåäîâàí ðÿä
ñïîñîáîâ ïðåîäîëåíèÿ âûÿâëåííûõ óçêèõ ìåñò àëãîðèòìîâ èíòåðâàëüíîé ãëî-
áàëüíîé îïòèìèçàöèè è ïîâûøåíèÿ èõ ïðîèçâîäèòåëüíîñòè [23]. Â ðàññìàò-
ðèâàåìîì íàìè àñïåêòå èíòåðâàëüíûå îïòèìèçàöèîííûå àëãîðèòìû ñ äîñòà-
òî÷íîé ïîëíîòîé ïðàêòè÷åñêè íèêåì ðàíåå íå èçó÷àëèñü. Íîâûìè ÿâëÿþòñÿ
òàêæå âûâîäû î ñðàâíèòåëüíîé ýôôåêòèâíîñòè ðàçëè÷íûõ ìîäèôèêàöèé èí-
òåðâàëüíûõ àëãîðèòìîâ ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè, ïðîöåäóð îòáðàêîâêè3 è
ò. ä.
Ãëàâà 3 ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëüíîé â ðàáîòå è ïîñâÿùåíà ðàçðàáîòêå, ðåàëè-

çàöèè, òåñòèðîâàíèþ è ñðàâíèòåëüíîìó àíàëèçó èíòåðâàëüíûõ àëãîðèòìîâ
ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè, îñíîâàííûõ íà èñïîëüçîâàíèè ñòîõàñòèêè è ðàí-
äîìèçàöèè. Âíà÷àëå ðàññìàòðèâàåòñÿ ðåàëèçàöèÿ ñëó÷àéíîãî èíòåðâàëüíî-
ãî ïîèñêà. Ìû àíàëèçèðóåì è ïðåäëàãàåì âîçìîæíûå ìîäèôèêàöèè, à òàê-
æå ðàçâèâàåì íà ýòîì ïóòè íîâûå ïîäõîäû � èíòåðâàëüíûå ýâîëþöèîííûé
à òàêæå ìóëüòèìåòîäíûé èíòåðâàëüíûé àëãîðèòìû, ñî÷åòàþùèé â ñåáå ïî-
ëîæèòåëüíûå ñòîðîíû áîëüøèíñòâà èç ñîñòàâëÿþùèõ åãî âû÷èñëèòåëüíûõ
ñõåì.

Â ãëàâå 3 îïèñàíû ñëåäóþùèå íîâûå èíòåðâàëüíûå îïòèìèçàöèîííûå àë-
ãîðèòìû, îñíîâàííûå íà ïðèâëå÷åíèè ñòîõàñòèêè (ðàíäîìèçàöèè):

◦ àëãîðèòì áèñåêöèè ñ ïåðåêðûòèåì,
◦ ñëó÷àéíûé èíòåðâàëüíûé ïîèñê,
◦ âàðèàíòû äðîáëåíèÿ â ñëó÷àéíîé ïðîïîðöèè è íàïðàâëåíèè,
◦ ñëó÷àéíûé èíòåðâàëüíûé ïîèñê ñ ïðèîðèòåòîì,
◦ èíòåðâàëüíûé àëãîðèòì èìèòàöèè îòæèãà,
◦ íåñêîëüêî âàðèàíòîâ èíòåðâàëüíîãî áèîëîãè÷åñêîãî àëãîðèòìà,
◦ àäàïòèâíûé ìóëüòèìåòîäíûé àëãîðèòì,

3Èíòåðâàëüíûå êðèòåðèè è ìåòîäû, ïîçâîëÿþùèå íàâåðíÿêà óòâåðæäàòü, ÷òî ãëîáàëüíûé îïòèìóì
íåäîñòèæèì íà íåêîòîðîì áðóñå.
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◦ îïòèìèçèðîâàííûé àäàïòèâíûé ïàðàëëåëüíûé àëãîðèòì
ãëîáàëüíîé èíòåðâàëüíîé îïòèìèçàöèè.

Ïðîñòåéøèì èç àëãîðèòìîâ, ñî÷åòàþùèõ èíòåðâàëüíóþ òåõíèêó îöåíèâà-
íèÿ çíà÷åíèé ôóíêöèé ñî ñòîõàñòè÷åñêèì óïðàâëåíèåì, ÿâëÿåòñÿ àëãîðèòì
ñëó÷àéíîãî èíòåðâàëüíîãî äðîáëåíèÿ, íà êàæäîé èòåðàöèè âûáèðàþùèé èç
ðàáî÷åãî ñïèñêà äëÿ äðîáëåíèÿ ñëó÷àéíûé áðóñ. Ó íåãî åñòü êàê ïðåèìó-
ùåñòâà ïåðåä äåòåðìèíèñòñêèì àíàëîãîì, òàê è ñóùåñòâåííûå íåäîñòàòêè.
Âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû ïîêàçàëè, ÷òî òàêîé ìåòîä íåýôôåêòèâåí.

Äàëüíåéøèì ðàçâèòèåì àëãîðèòìà ¾ñëó÷àéíîãî èíòåðâàëüíîãî äðîáëåíèÿ¿
ÿâëÿåòñÿ àëãîðèòì, íàçâàííûé ¾ñëó÷àéíûì èíòåðâàëüíûì äðîáëåíèåì ñ ïðè-
îðèòåòîì¿. Ñóùåñòâåííûì îòëè÷èåì îò ïðåäøåñòâåííèêà ÿâëÿåòñÿ ìîäèôè-
öèðîâàííàÿ ïðîöåäóðà âûáîðà î÷åðåäíîãî êàíäèäàòà íà äðîáëåíèå. Âûáîð
ïî-ïðåæíåìó ïðîèñõîäèò ñëó÷àéíî, íî íåêîòîðûå, íàïðèìåð, áîëåå øèðîêèå
áðóñû èìåþò á�îëüøóþ âåðîÿòíîñòü áûòü ðàçäðîáëåííûìè.

Â äèññåðòàöèè äëÿ ýòîãî àëãîðèòìà äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1 Àëãîðèòì ñëó÷àéíîãî èíòåðâàëüíîãî äðîáëåíèÿ ñ ïðèîðèòåòîì
ñõîäèòñÿ ê ãëîáàëüíîìó îïòèìóìó ïî÷òè íàâåðíîå (ïî÷òè âñåãäà).

Äàëåå â ðàáîòå ïîäðîáíî ðàññìîòðåíà èíòåðâàëüíàÿ âåðñèÿ àëãîðèòìà èìè-
òàöèè îòæèãà, ïðåäëîæåííàÿ Ñ.Ï. Øàðûì â 2005 ãîäó4. Çà îñíîâó âçÿò ïî-
ïóëÿðíûé êëàññè÷åñêèé (òî÷å÷íûé) ìåòîä îïòèìèçàöèè (èçâåñòíûé òàêæå
êàê ¾àëãîðèòì Ìåòðîïîëèñà¿5), ìîäåëèðóþùèé ôèçè÷åñêèå ïðîöåññû îòæè-
ãà èëè êðèñòàëëèçàöèè è õîðîøî çàðåêîìåíäîâàâøèé ñåáÿ äëÿ ìíîãîýêñòðå-
ìàëüíûõ ïðîáëåì ñ áîëüøèì êîëè÷åñòâîì âîçìîæíûõ ðåøåíèé. Óïðîù¼í-
íûé àëãîðèòì ïðèâåä¼í íà âðåçêå 1. Àëãîðèòì îïåðèðóåò òàêèì ïîíÿòèåì
êàê ¾òåìïåðàòóðà¿. Â íàøåì ñëó÷àå, ÷åì îíà âûøå, òåì áîëüøå âåðîÿòíîñòü
òîãî, ÷òî íà îïðåäåëåííîì øàãå äëÿ óòî÷íåíèÿ îïòèìóìà áóäåò âûáðàí áðóñ,
íå äîñòàâëÿþùèé ðåêîðäíóþ6 íà äàííûé ìîìåíò îöåíêó îïòèìóìà. Òàêèì
îáðàçîì, ÷åì áîëüøå âåëè÷èíà T , òåì áîëüøå ¾ðûñêàíüå¿ àëãîðèòìà ïî îá-
ëàñòè îïðåäåëåíèÿ. Ïî ìåðå ðàáîòû àëãîðèòìà òåìïåðàòóðà ïîíèæàåòñÿ è
¾áëóæäàíèÿ¿ ïðåêðàùàþòñÿ.

4Øàðûé C.Ï. Ñòîõàñòè÷åñêèå ïîäõîäû â èíòåðâàëüíîé ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè // Òðóäû XIII Áàé-

êàëüñêîé ìåæäóíàðîäíîé øêîëû-ñåìèíàðà ¾Ìåòîäû îïòèìèçàöèè è èõ ïðèëîæåíèÿ¿. Òîì 4 ¾Èíòåðâàëü-

íûé àíàëèç¿. Èðêóòñê, ÈÑÝÌ ÑÎ ÐÀÍ, 2005. Ñ. 85�105.
5Lambert M.S., Miriam T.T., Susan F.M. Simulated Annealing: Global Optimization, Applied

Mathematics, Global Optimum, Metropolis-Hastings Algorithm, Monte Carlo Method, Nicholas Metropolis,

Quantum Annealing. � Betascript Publishers, 2009.
6Ìèíèìàëüíóþ ïðè ïîèñêå ìèíèìóìà, ìàêñèìàëüíóþ ïðè ïîèñêå ìàêñèìóìà. Òàêîé áðóñ åù¼ íàçûâàþò

âåäóùèì.
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Â ïðîöåññå ðàáîòû àëãîðèòìà âåëè÷èíà T ïîñòåïåííî óìåíüøàåòñÿ îò íåêî-
òîðîãî íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ T0 äî êîíå÷íîãî Tfin. Çàìåòèì, ÷òî â êëàññè-
÷åñêîì (òî÷å÷íîì) ñëó÷àå âûáîð ñòðàòåãèè óìåíüøåíèÿ T ÿâëÿåòñÿ î÷åíü
âàæíûì âîïðîñîì, òàê êàê îò ýòîãî íàïðÿìóþ çàâèñèò ñõîäèìîñòü ìåòîäà
ê ãëîáàëüíîìó îïòèìóìó. Èíûìè ñëîâàìè, â îòëè÷èå îò èíòåðâàëüíîãî àíà-
ëîãà êëàññè÷åñêèé àëãîðèòì èìèòàöèè îòæèãà íå ãàðàíòèðóåò íàõîæäåíèå
ãëîáàëüíîãî îïòèìóìà.

Àëãîðèòì 1. Ñõåìà ïðîñòåéøåãî èíòåðâàëüíîãî àëãîðèòìà ¾èìèòàöèè îòæèãà¿.

ïðèñâàèâàåì y ← x è T ← T0 ;

íàçíà÷àåì öåëî÷èñëåííóþ âåëè÷èíó NT

� ¾êîëè÷åñòâî èñïûòàíèé íà îäèí òåìïåðàòóðíûé óðîâåíü¿ ;

âû÷èñëÿåì f(y) è èíèöèàëèçèðóåì ñïèñîê L çàïèñüþ
{
(y,f(y))

}
;

DO WHILE
(
T > Tfin

)
DO FOR j = 1 TO NT

ñëó÷àéíî âûáèðàåì èç L çàïèñü (z,f(z)) ïî ïðàâèëó S(y) ;

DO
(
ñ âåðîÿòíîñòüþ PT (y, z)

)
ðàññåêàåì z ïî ñàìîé äëèííîé êîìïîíåíòå ïîïîëàì

íà áðóñû-ïîòîìêè z′ è z′′ ;

âû÷èñëÿåì f(z′) è f(z′′) ;

óäàëÿåì çàïèñü (z,f(z)) èç ñïèñêà L ;
ïîìåùàåì çàïèñè (z′,f(z′)) è (z′′,f(z′′)) â ñïèñîê L ;
îáîçíà÷àåì ÷åðåç (y,f(y)) òó èç çàïèñåé (z′,f(z′))

è (z′′,f(z′′)), êîòîðàÿ èìååò ìåíüøåå çíà÷åíèå
âòîðîãî ïîëÿ ;

END DO

END DO

óìåíüøàåì çíà÷åíèå òåìïåðàòóðû T ← αT

END DO

f ∗ ← f(y) ;

Äëÿ èíòåðâàëüíîãî àëãîðèòìà èìèòàöèè îòæèãà â ðàáîòå äîêàçàíî ñëåäó-
þùåå óòâåðæäåíèå.
Óòâåðæäåíèå 1 Â ïðîöåññå ðàáîòû ïðåäëîæåííîãî èíòåðâàëüíîãî àëãîðèò-
ìà èìèòàöèè îòæèãà ïðè ëþáîì çàêîíå ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà T → 0 ñóùå-
ñòâóþò òàêèå íàòóðàëüíûå ÷èñëà imax è n, ÷òî ëþáîé áðóñ x′ èç ðàáî÷åãî
ñïèñêà L, óäîâëåòâîðÿþùèé ðàâåíñòâó f(x′) = min1≤i≤S f(xi), íà÷èíàÿ ñ
øàãà ñ íîìåðîì imax ïîäâåðãàåòñÿ äðîáëåíèþ íå ðåæå ÷åì îäíîãî ðàçà â ïðî-
äîëæåíèå ëþáûõ n ïîñëåäîâàòåëüíûõ øàãîâ àëãîðèòìà.
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Îïèðàÿñü íà ýòî óòâåðæäåíèå äîêàçàíà òåîðåìà î ñõîäèìîñòè:

Òåîðåìà 2 Èíòåðâàëüíûé àëãîðèòì èìèòàöèè îòæèãà ñõîäèòñÿ ê ãëî-
áàëüíîìó îïòèìóìó.

Äàëüíåéøèì ðàçâèòèåì èäåè èíòåðâàëüíûõ ñòîõàñòè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ
ñòàëî îáîáùåíèå äëÿ èíòåðâàëüíîãî ñëó÷àÿ àëãîðèòìîâ ¾áèîëîãè÷åñêîãî¿ òè-
ïà.

Áèîëîãè÷åñêèå àëãîðèòìû ýòî ýâðèñòè÷åñêèå àëãîðèòìû ïîèñêà, òàê èëè
èíà÷å èñïîëüçóþùèå äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòèìèçàöèè ñëó÷àéíûé ïîäáîð,
êîìáèíèðîâàíèå è âàðèàöèè âõîäíûõ ïàðàìåòðîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåõàíèç-
ìîâ, íàïîìèíàþùèõ áèîëîãè÷åñêóþ ýâîëþöèþ. Èäåè ïðèìåíèòü áèîëîãè÷å-
ñêèå ìåõàíèçìû èëè, ñêîðåå, ïðèíöèïû èõ ôóíêöèîíèðîâàíèÿ äëÿ ñîçäàíèÿ
íîâûõ àëãîðèòìîâ, âîçíèêàëè â íåñêîëüêèõ ìîäèôèêàöèÿõ ïðàêòè÷åñêè îäíî-
âðåìåííî ó ðÿäà àâòîðîâ â øåñòèäåñÿòûõ ãîäàõ ÕÕ âåêà. Óæå ïåðâûå ðàáîòû
ïîêàçàëè, ÷òî èäåÿ èñïîëüçîâàòü ïðèíöèïû áèîëîãè÷åñêîé ýâîëþöèè îêàçà-
ëàñü ïëîäîòâîðíîé. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ìíîæåñòâî ðàçíîâèäíîñòåé áèîëîãè-
÷åñêèõ àëãîðèòìîâ (â îñíîâíîì ¾ãåíåòè÷åñêèå¿ è ¾ïîâåäåí÷åñêèå¿) èñïîëü-
çóþòñÿ â òîì ÷èñëå è äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè. Îäíàêî,
íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ðàçëè÷íûå áèîëîãè÷åñêèå àëãîðèòìû ïðîäåìîíñòðèðîâà-
ëè ñâîþ ýôôåêòèâíîñòü äëÿ ðåøåíèÿ îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷ è, òåì ñàìûì,
ñûñêàëè ñåáå çàñëóæåííóþ ïîïóëÿðíîñòü, èíòåðâàëüíûõ áèîëîãè÷åñêèõ àë-
ãîðèòìîâ ïîêà ïðåäëîæåíî íå áûëî.

Àëãîðèòìû, èñïîëüçóþùèå ïðèíöèïû áèîëîãè÷åñêîé ýâîëþöèè ìîæíî
óñëîâíî ðàçäåëèòü íà ýâîëþöèîííûå, ïîâåäåí÷åñêèå è ãåíåòè÷åñêèå.

Àëãîðèòìû ãëîáàëüíîãî ñëó÷àéíîãî ïîèñêà, ïîñòðîåííûå íà ïðèíöèïå áèî-
ëîãè÷åñêîé ýâîëþöèè, ìîäåëèðóþò ìåõàíèçì åñòåñòâåííîãî îòáîðà (âûæèâà-
åò è äà¼ò ïîòîìñòâî íàèáîëåå ïðèñïîñîáëåííûé). Ïîâåäåí÷åñêèå àëãîðèòìû
ñëó÷àéíîãî ïîèñêà ìîäåëèðóþò ïîâåäåíèå æèâûõ îðãàíèçìîâ, ïðè êîòîðîì
èìèòèðóåòñÿ ïðèñóùàÿ æèâûì îðãàíèçìàì ñïîñîáíîñòü ñòðåìèòüñÿ ê êîì-
ôîðòíûì óñëîâèÿì è óêëîíÿòüñÿ îò íåêîìôîðòíûõ. Äëÿ öåëåé èíòåðâàëü-
íîé ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè íàì ïîêàçàëñÿ íàèáîëåå óäîáíûì ýâîëþöèîí-
íûé ïîäõîä.

Èäåÿ àëãîðèòìà ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Êàêèì-ëèáî îáðàçîì (÷àùå âñå-
ãî ñëó÷àéíî) çàäà¼òñÿ íà÷àëüíàÿ ¾ïîïóëÿöèÿ¿ � íåêîå ìíîæåñòâî îáúåêòîâ.
Îíè îöåíèâàþòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ¾ôóíêöèè ïðèñïîñîáëåííîñòè¿, â ðåçóëü-
òàòå ÷åãî êàæäîìó îáúåêòó ïðèñâàèâàåòñÿ îïðåäåë¼ííîå çíà÷åíèå (ïðèñïî-
ñîáëåííîñòü), êîòîðîå îïðåäåëÿåò âåðîÿòíîñòü âûæèâàíèÿ îðãàíèçìà, ïðåä-
ñòàâëåííîãî äàííûì îáúåêòîì. Ïîñëå ýòîãî ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîëó÷åííûõ
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çíà÷åíèé ïðèñïîñîáëåííîñòè âûáèðàþòñÿ îáúåêòû (ïðîèçâîäèòñÿ ñåëåêöèÿ),
äîïóùåííûå ê ¾ðàçìíîæåíèþ¿. Òàêæå ê ýòèì îáúåêòàì ìîãóò ïðèìåíÿòüñÿ
¾ãåíåòè÷åñêèå îïåðàòîðû¿. Îñîáè ñëåäóþùåãî ïîêîëåíèÿ òàêæå îöåíèâàþò-
ñÿ, çàòåì ñíîâà ïðîèçâîäèòñÿ ñåëåêöèÿ, ïðèìåíÿþòñÿ ¾ãåíåòè÷åñêèå îïåðà-
òîðû¿ è ò. ä. Òàê ìîäåëèðóåòñÿ ¾ýâîëþöèîííûé ïðîöåññ¿, ïðîäîëæàþùèéñÿ
íåñêîëüêî æèçíåííûõ öèêëîâ (¾ïîêîëåíèé¿) äî òåõ ïîð, ïîêà íå áóäåò âû-
ïîëíåí êðèòåðèé îñòàíîâêè àëãîðèòìà.

Â îïèñàííîé ñõåìå ïðèìåíåíèå ãåíåòè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ íå îáÿçàòåëüíî.
Èõ èñïîëüçîâàíèå ïîçâîëÿåò ïîâûñèòü ðàíäîìèçàöèþ ìåòîäà, óâåëè÷èòü âà-
ðèàáåëüíîñòü ïîïóëÿöèè è èçáåæàòü çàñòîÿ âáëèçè ëîêàëüíûõ îïòèìóìîâ.
Êðîìå òîãî, â êëàññè÷åñêèõ ãåíåòè÷åñêèõ àëãîðèòìàõ îïåðàöèè ìóòàöèè è
ñêðåùèâàíèÿ ìîãóò ïîðîæäàòü íîâûå ðåøåíèÿ, êîòîðûå íèêîãäà íå âñòðå÷à-
ëèñü â ïðåäûäóùèõ ïîêîëåíèÿõ. Èíòåðâàëüíûé àëãîðèòì, îïèñàííûé â ðàì-
êàõ íàñòîÿùåé ðàáîòû èõ íå èñïîëüçóåò. Òåì íå ìåíåå, â îòëè÷èè îò êëàñ-
ñè÷åñêèõ âàðèàíòîâ îí ïîçâîëÿåò ãàðàíòèðîâàííî íàéòè èìåííî ãëîáàëüíûé
îïòèìóì. Äëÿ ñîõðàíåíèÿ äîêàçàòåëüíîñòè, ÿâëÿþùåéñÿ õàðàêòåðíîé ÷åðòîé
èíòåðâàëüíûõ ìåòîäîâ, ìû íå îòáðàñûâàåì íèêàêèå ïîäîáëàñòè èñõîäíîé îá-
ëàñòè ïîèñêà èç ðàññìîòðåíèÿ äî òåõ ïîð, ïîêà íå áóäåò äîêàçàíî ÷òî îíè
ãàðàíòèðîâàííî íå ñîäåðæàò îïòèìóì. Ïîäðîáíåå î ðàçëè÷íûõ ïîäõîäàõ ê
âûÿâëåíèþ áåñïåðñïåêòèâíîñòè áðóñîâ (èõ íàçûâàþò åù¼ ¾êðèòåðèÿìè îò-
áðàêîâêè¿), ìîæíî ïðî÷èòàòü, íàïðèìåð, â [54, 37]. Òàêèì îáðàçîì, â àëãîðèò-
ìå îñîáè ëèáî ðîæäàþòñÿ íåæèçíåñïîñîáíûìè (íå âûäåðæèâàþò êðèòåðèåâ
îòáðàêîâêè ïðèìåíÿåìûõ ñðàçó ïîñëå äðîáëåíèÿ) èëè ïîãèáàþò â ðåçóëüòàòå
¾ýïèäåìèé¿ � ñðàáàòûâàíèÿ óòî÷íåííîãî êðèòåðèÿ îòáðàêîâêè.

Â èíòåðâàëüíîì ýâîëþöèîííîì àëãîðèòìå èñõîäíàÿ îáëàñòü ïîèñêà ðàç-
áèâàåòñÿ íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîäîáëàñòè � áðóñû. Êàæäûé òàêîé áðóñ â
îïèñûâàåìîé çäåñü ðàçíîâèäíîñòè ýâîëþöèîííîãî àëãîðèòìà âûñòóïàåò â êà-
÷åñòâå ¾îñîáè¿. Â êà÷åñòâå ìåðû ïðèñïîñîáëåííîñòè îñîáè ìîæíî âûáðàòü
íèæíþþ ãðàíèöó (äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè ðàññìàòðèâàåì ñèòóàöèþ ïîèñêà ìè-
íèìóìà) èíòåðâàëüíîé îöåíêè öåëåâîé ôóíêöèè. ×åì ëó÷øå ìåðà ïðèñïîñîá-
ëåííîñòè (÷åì ìåíüøå íèæíÿÿ ãðàíèöà â ïðèâû÷íûõ òåðìèíàõ), òåì áîëü-
øå øàíñîâ ó äàííîé îñîáè ðàçìíîæèòüñÿ (äàííîìó áðóñó áûòü ðàçäðîáëåí-
íûì) è òåì ìíîãî÷èñëåííåå áóäåò ïîòîìñòâî (áðóñ ìîæåò áûòü ðàçäðîáëåí
íà á�îëüøåå êîëè÷åñòâî ïîäáðóñîâ).

Â ïðèâåä¼ííîì ïðèìåðå â êà÷åñòâå ìåðû ïðèñïîñîáëåííîñòè ìû èñïîëü-
çîâàëè íèæíþþ ãðàíèöó èíòåðâàëüíîé îöåíêè ôóíêöèè íà ïîäáðóñå (îöåíêó
îïòèìóìà íà ïîäáðóñå ñíèçó). Âîîáùå, èñïîëüçîâàíèå èíòåðâàëüíûõ îáúåê-
òîâ ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå ìåðû ïðèñïîñîáëåííîñòè øèðèíó èí-
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Àëãîðèòì 2. Ñõåìà èíòåðâàëüíîãî áèîëîãè÷åñêîãî àëãîðèòìà.

Çàäà¼òñÿ íà÷àëüíàÿ ïîïóëÿöèÿ è ïåðåäà¼òñÿ â îñíîâíîé öèêë

Îñíîâíîé öèêë
1. Âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ïðèñïîñîáëåííîñòè

íîâîðîæäåííûõ îñîáåé (ýòîò øàã âêëþ÷àåò âû÷èñëåíèå
èíòåðâàëüíîãî ðàñøèðåíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè ïî íîâûì ïîäáðóñàì,
êàê íåîáõîäèìîå äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïðèñïîñîáëåííîñòè ïîäáðóñà).

2. N èç íàèáîëåå ïðèñïîñîáëåííûõ áðóñîâ ñ âåðîÿòíîñòüþ Pn

ïîðîæäàþò îò Ln äî Un ïîòîìêîâ.

3. M èç íåïðèñïîñîáëåííûõ áðóñîâ ñ âåðîÿòíîñòüþ Pm

ïîðîæäàþò îò Lm äî Um ïîòîìêîâ.

4. Ïîòîìêè ïðîâåðÿþòñÿ íà æèçíåñïîñîáíîñòü

(ïðèìåíÿþòñÿ èíòåðâàëüíûå êðèòåðèè îòáðàêîâêè).
5. Åñëè êðèòåðèé îòáðàêîâêè áûë óëó÷øåí, âîçìîæíî

ñëó÷àåòñÿ ýïèäåìèÿ (óëó÷øåííûå êðèòåðèè ïðèìåíÿþòñÿ
êî âñåì îñîáÿì).

òåðâàëüíîé îöåíêè èëè æå ðàçìåð áðóñà. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî âñå òðè ìåòî-
äà î÷åíü ïîõîæè è êðèòåðèè, êîòîðûìè îíè ðóêîâîäñòâóþòñÿ, íàïðàâëåíû
íà äîñòèæåíèå îäíîé è òîé æå öåëè, ðàáîòàþò îíè ïî-ðàçíîìó. Èññëåäîâàâ
èõ âëèÿíèå íà àëãîðèòì, íàìè áûëà ïðåäëîæåíà ñëåäóþùàÿ îáúåäèí¼ííàÿ
ôóíêöèÿ ïðèñïîñîáëåííîñòè áðóñà.

Fit (b) =
n∑

i=1

(
αi · wid bi

)
+ β · f(b) + γ · wid f(b). (3)

Ïðèâåä¼í å¼ âèä äëÿ ïîèñêà ìèíèìóìà. Çäåñü
f(b) � èíòåðâàëüíàÿ îöåíêà çíà÷åíèé öåëåâîé ôóíêöèè f íà áðóñå b;
f(b)� íèæíÿÿ ãðàíèöà èíòåðâàëüíîé îöåíêè (îöåíêà ìèíèìóìà ñíèçó);
wid f(b) � øèðèíà (òî÷íîñòü) èíòåðâàëüíîé îöåíêè îáëàñòè çíà÷åíèé;
wid bi � øèðèíà i-îé ñòîðîíû áðóñà îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ;
α1, . . . , αn, β, γ � ñîîòâåòñòâóþùèå âåñîâûå êîýôôèöèåíòû.

Äëÿ èíòåðâàëüíîãî ýâîëþöèîííîãî àëãîðèòìà â ðàáîòå ñôîðìóëèðîâàíû
è äîêàçàíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.
Óòâåðæäåíèå 2 Â õîäå ðàáîòû èíòåðâàëüíîãî ýâîëþöèîííîãî àëãîðèòìà
ãðàíèöû èíòåðâàëüíîé îöåíêè îïòèìóìà ìîíîòîííî ñóæàþòñÿ.
Óòâåðæäåíèå 3 Èíòåðâàëüíûé ýâîëþöèîííûé àëãîðèòì íå óïóñêàåò èç ðàñ-
ñìîòðåíèÿ ãëîáàëüíûå îïòèìóìû.
Íà îñíîâå ýòèõ ðåçóëüòàòîâ â äèññåðòàöèè äîêàçàíà òåîðåìà:
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Òåîðåìà 3 Èíòåðâàëüíûé ãåíåòè÷åñêèé àëãîðèòì ãàðàíòèðîâàííî ñõîäèò-
ñÿ ê ãëîáàëüíîìó îïòèìóìó.

Â ðàáîòå èññëåäîâàíà ñðàâíèòåëüíàÿ ýôôåêòèâíîñòè ðàçðàáîòàííûõ àëãî-
ðèòìîâ. Â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ, îñîáåííî íå èìåÿ àïðèîðíîé èíôîðìàöèè î
öåëåâîé ôóíêöèè, áûâàåò íåâîçìîæíî óêàçàòü çàðàíåå, êàêîé àëãîðèòì ñïðà-
âèòñÿ ëó÷øå ñ òîé èëè èíîé êîíêðåòíîé ïðîáëåìîé. Íàìè âûðàáîòàí ñïîñîá,
ïîçâîëÿþùèé îòêàçàòüñÿ îò ïðåäâàðèòåëüíîãî òåñòèðîâàíèÿ ýôôåêòèâíîñòè
àëãîðèòìîâ. Èäåÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû çàïóñêàòü âñå àëãîðèòìû ðåøå-
íèÿ (â òîì ÷èñëå ïàðàëëåëüíî), ïðè ýòîì äèíàìè÷åñêè îòñëåæèâàÿ ýôôåê-
òèâíîñòü êàæäîãî àëãîðèòìà è äàâàÿ áîëüøå âû÷èñëèòåëüíûõ ðåñóðñîâ áîëåå
óñïåøíûì àëãîðèòìàì.

Êîíêðåòèçàöèÿ ýòîé èäåè ñëåäóþùàÿ. Çàïóñêàåòñÿ êàêîé-òî àëãîðèòì ãëî-
áàëüíîé îïòèìèçàöèè èç çàäàííîãî ñåìåéñòâà. ×åðåç êîðîòêèé ïðîìåæóòîê
âðåìåíè ìû îñòàíàâëèâàåì åãî è íà ñóùåñòâóþùåì ðàáî÷åì ñïèñêå áðóñîâ
çàïóñêàåòñÿ óæå äðóãîé àëãîðèòì, ò. å., ôàêòè÷åñêè, ïðîèñõîäèò ïîäìåíà àë-
ãîðèòìà îïòèìèçàöèè â ïðîöåññå ïîèñêà îïòèìóìà. Ïðè ýòîì îòñëåæèâàåòñÿ
îòíîñèòåëüíóþ ýôôåêòèâíîñòü êàæäîãî èç àëãîðèòìîâ � ñêîëüêî èòåðàöèé
áûëî ñäåëàíî, íàñêîëüêî óëó÷øèëàñü îöåíêà îïòèìóìà, êàê èçìåíèëñÿ ðàçìåð
ðàáî÷åãî ñïèñêà è ò. ï. Ïî êàæäîìó àëãîðèòìó îòñëåæèâàåòñÿ êàê ãëîáàëüíàÿ
ñòàòèñòèêà, òî åñòü ðåçóëüòàòû çà âñ¼ âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà, òàê è ëîêàëü-
íàÿ � ðåçóëüòàòû êàæäîãî êîíêðåòíîãî ñåàíñà ðàáîòû. Èñõîäÿ èõ ñðàâíè-
òåëüíîé óñïåøíîñòè àëãîðèòìîâ äèíàìè÷åñêè ðåãóëèðóåòñÿ êâàíò âðåìåíè,
âûäåëÿåìûé êàæäîìó èç àëãîðèòìîâ, òàêèì îáðàçîì îáåñïå÷èâàÿ îïòèìàëü-
íîñòü èõ ïðèìåíåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, íàìè ðåàëèçóåòñÿ ¾ìåòà-àëãîðèòì¿,
àäàïòèâíûé àëãîðèòì âòîðîãî ïîðÿäêà (ïî àíàëîãèè ñ òåðìèíîëîãèåé, ïðè-
íÿòîé â ôóíêöèîíàëüíûõ ÿçûêàõ ïðîãðàììèðîâàíèÿ äëÿ ôóíêöèé, îïåðèðó-
þùèõ ôóíêöèÿìè), èëè ìóëüòèìåòîäíûé ïîäõîä ïî òåðìèíîëîãèè, áåðóùåé
íà÷àëî ñ ðàáîò À.È. Òÿòþøêèíà è À.Þ. Ãîðíîâà. Íà ðèñ. 2 ïîêàçàí ïðèìåð
ðàáîòû òàêîãî àëãîðèòìà äëÿ ñëó÷àÿ òð¼õ àëãîðèòìîâ ãëîáàëüíîé îïòèìèçà-
öèè. Äëÿ ïðîñòîòû ïîêàçàíà ñõåìà, â êîòîðîé ðåøåíèå, êàêîé àëãîðèòì áóäåò
ïðèçíàí ïåðñïåêòèâíûì äëÿ ñëåäóþùåãî øàãà, ïðèíèìàåòñÿ òîëüêî íà îñíî-
âå èíôîðìàöèè c ïðåäûäóùåãî øàãà. Òî åñòü, àíàëèç ñóììàðíîé óñïåøíîñòè
àëãîðèòìîâ çà âñ¼ âðåìÿ ðàáîòû íå ïðîâîäèòñÿ.

Íà îñíîâíîì ãðàôèêå ïîêàçàíà çàâèñèìîñòü øèðèíû èíòåðâàëüíîé îöåíêè
îïòèìóìà öåëåâîé ôóíêöèè îò âðåìåíè. Ïî îñè âðåìåíè ïóíêòèðîì îòìå÷å-
íû ìîìåíòû ïåðåêëþ÷åíèÿ ìåæäó àëãîðèòìàìè. Ðàáîòàþùèé íà êàæäîì èç
ýòàïîâ àëãîðèòì ïîìå÷åí ñîîòâåòñòâóþùåé öèôðîé íàä ãðàôèêîì. Óãîë íà-
êëîíà ãðàôèêà íà êàæäîì èç øàãîâ è åñòü, ôàêòè÷åñêè, ýôôåêòèâíîñòü ñîîò-
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Ðèñ. 2: Ïðèìåð ïåðåêëþ÷åíèÿ ìåæäó àëãîðèòìàìè

âåòñòâóþùåãî ìåòîäà íà ýòîì øàãå. Ýôôåêòèâíîñòü êàæäîãî èç ìåòîäîâ è å¼
äèíàìèêà ïî øàãàì ïðåäñòàâëåíû íà äâóõ ìåíüøèõ ãðàôèêàõ. Íà íà÷àëüíîì
ýòàïå (ñòàäèÿ ïðîãðåâà) àëãîðèòìàì ïðåäîñòàâëÿåòñÿ íåêîòîðîå, îäèíàêîâîå
äëÿ âñåõ, âðåìÿ ðàáîòû. Ïî ðåçóëüòàòàì âûáèðàåòñÿ íàèáîëåå óñïåøíûé, òî
åñòü òîò, êîòîðîìó óäàëîñü óëó÷øèòü îöåíêó îïòèìóìà áîëåå äðóãèõ. Â ïðèâå-
ä¼ííîé èëëþñòðàöèè ýòî áóäåò àëãîðèòì íîìåð äâà. Íà ñëåäóþùåé èòåðàöèè
åìó áóäåò âûäåëåíî áîëüøå âðåìåíè äëÿ ðàáîòû. Â ïîêàçàííîé ðåàëèçàöèè
âñåì îñòàëüíûì àëãîðèòìàì áóäåò ïðåäîñòàâëåíî îäèíàêîâîå íåáîëüøîå âðå-
ìÿ äëÿ ðàáîòû. Íà ñëåäóþùåì øàãå îòíîñèòåëüíàÿ óñïåøíîñòü àëãîðèòìîâ
ñíîâà ñðàâíèâàåòñÿ è âûäåëÿåìîå âðåìÿ êîððåêòèðóåòñÿ.

Â ðàáîòå ïðèâîäÿòñÿ îöåíêè ñêîðîñòè ðàáîòû ìóëüòèìåòîäíîãî àëãîðèòìà
è äåëàåòñÿ âûâîä îá åãî ýôôåêòèâíîñòè.

Îñíîâíûå èòîãè ãëàâû 3 ìîãóò áûòü ñôîðìóëèðîâàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1) Ïðîäåìîíñòðèðîâàíà âû÷èñëèòåëüíàÿ ýôôåêòèâíîñòü ñòîõàñòè÷åñêèõ
(ðàíäîìèçèðîâàííûõ) àëãîðèòìîâ èíòåðâàëüíîé ãëîáàëüíîé îïòèìèçà-
öèè. â ñðàâíåíèè ñ äåòåðìèíèñòñêèìè àíàëîãàìè íà ðÿäå îáùåóïîòðå-
áèòåëüíûõ òåñòîâûõ çàäà÷;
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2) ìîäèôèöèðîâàíû ñóùåñòâóþùèå ñòîõàñòè÷åñêèå (ðàíäîìèçèðîâàííûå)
àëãîðèòìû èíòåðâàëüíîé ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè, òàêèå êàê ñëó÷àéíîå
èíòåðâàëüíîå äðîáëåíèå. Ïðåäëîæåíû è èññëåäîâàíû íåêîòîðûå íîâûå
àëãîðèòìû, â ÷àñòíîñòè, èíòåðâàëüíîå äðîáëåíèå â ñëó÷àéíîé ïðîïîð-
öèè è íàïðàâëåíèè;

3) ðàçðàáîòàíû è ýêñïåðèìåíòàëüíî èññëåäîâàíû ðàçëè÷íûå âåðñèè èíòåð-
âàëüíîãî ýâîëþöèîííîãî àëãîðèòìà äëÿ äîêàçàòåëüíîé ãëîáàëüíîé îï-
òèìèçàöèè;

4) äëÿ ïðåäëîæåííûõ àëãîðèòìîâ ñôîðìóëèðîâàí è äîêàçàí ðÿä óòâåð-
æäåíèé è òåîðåì î ñõîäèìîñòè ðàçðàáîòàííûõ àëãîðèòìîâ. Â ÷àñòíî-
ñòè, äîêàçàíî, ÷òî àëãîðèòì èíòåðâàëüíîãî ñëó÷àéíîãî ïîèñêà ñ ïðèî-
ðèòåòîì ñõîäèòñÿ ê ãëîáàëüíîìó îïòèìóìó ïî÷òè âñåãäà (Ñõîäèìîñòü
¾ïî÷òè âñåãäà¿ ñèëüíåå ¾ñõîäèìîñòè ïî âåðîÿòíîñòè¿); à èíòåðâàëüíûé
àëãîðèòì èìèòàöèè îòæèãà è èíòåðâàëüíûé ãåíåòè÷åñêèé àëãîðèòì ãà-
ðàíòèðîâàííî ñõîäÿòñÿ ê ãëîáàëüíîìó îïòèìóìó.

5) ðàçðàáîòàí è àïðîáèðîâàí èíòåðâàëüíûé ìóëüòèìåòîäíûé àëãîðèòì ãëî-
áàëüíîé îïòèìèçàöèè, ñîçäàííûé íà îñíîâå ñòîõàñòè÷åñêèõ èíòåðâàëü-
íûõ ïîäõîäîâ. Ïðèâåäåíû òåîðåòè÷åñêèå îöåíêè ýôôåêòèâíîñòè è âðå-
ìåíè ðàáîòû àëãîðèòìà, â òîì ÷èñëå âûäåëåí è ïðîàíàëèçèðîâàí õóä-
øèé äëÿ àëãîðèòìà ñëó÷àé.

Êðîìå òîãî, â ãëàâå 3 ïðîðàáîòàíû âîïðîñû ïàðàëëåëèçìà ïðåäëàãàåìûõ
àëãîðèòìîâ è èõ ýôôåêòèâíîé ðåàëèçàöèè íà ñîâðåìåííûõ âû÷èñëèòåëüíûõ
ñèñòåìàõ.



Ãëàâà 1

Èíñòðóìåíòû èíòåðâàëüíîãî àíàëèçà

1.1 Îñíîâû èíòåðâàëüíîãî àíàëèçà

Îïðåäåëåíèå 1.1 Îäíîìåðíûå èíòåðâàëû � çàìêíóòûå îòðåçêè âåùåñò-
âåííîé îñè R. Äàëåå â òåêñòå îíè îáîçíà÷àþòñÿ æèðíûì øðèôòîì � A,
B, . . . , x, y, z. Ïðè ýòîì x = [x,x], à x è x íàçûâàþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî,
ëåâûì (èëè íèæíèì) è ïðàâûì (èëè âåðõíèì) êîíöàìè èíòåðâàëà.

Ôîðìàëüíî âñ¼ âûøåñêàçàííîå ìîæíî çàïèñàòü êàê

x = [x,x] = {x ∈ R | x 6 x 6 x}.

Äëÿ x = [x ,x] ïèøóò x > 0, åñëè x > 0 è ãîâîðÿò î íåîòðèöàòåëüíîì
èíòåðâàëå. Ñîîòâåòñòâåííî, ïèøóò ÷òî x 6 0, åñëè x 6 0 è ãîâîðÿò, ÷òî
èíòåðâàë íåïîëîæèòåëåí.

Åñëè íèæíÿÿ ãðàíèöà ðàâíà âåðõíåé, òî èíòåðâàë ñîäåðæèò òîëüêî îäíî
÷èñëî è íàçûâàåòñÿ âûðîæäåííûì.

Åñëè 0 ∈ x, òî èíòåðâàë íàçûâàþò íóëüñîäåðæàùèì.

Îïðåäåëåíèå 1.2 Ìíîãîìåðíûå èíòåðâàëû (òàêæå íàçûâàåìûå áðóñàìè)
îïðåäåëÿþòñÿ êàê âåêòîð (âåêòîð-ñòîëáåö èëè âåêòîð-ñòðîêà) ñ èíòåð-
âàëüíûìè êîìïîíåíòàìè.

Ôîðìàëüíî ãîâîðÿ, èíòåðâàëüíûé âåêòîð � ýòî óïîðÿäî÷åííûé êîðòåæ
èíòåðâàëîâ. Ïî-ñóòè îí ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì îäíîìåðíûõ èíòåð-
âàëîâ, òàê ÷òî åãî ãåîìåòðè÷åñêèì îáðàçîì ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîóãîëüíûé ïàðàë-
ëåëåïèïåä (áðóñ) â Rn ñî ñòîðîíàìè, ïàðàëëåëüíûìè êîîðäèíàòíûì îñÿì.

Îäíèì èç îñíîâíûõ èíñòðóìåíòîâ èíòåðâàëüíîãî àíàëèçà ÿâëÿþòñÿ òàê
íàçûâàåìûå èíòåðâàëüíûå àðèôìåòèêè � àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû, ôîð-
ìàëèçóþùèå îïåðàöèè ìåæäó èíòåðâàëàìè. Íàèáîëåå ïîïóëÿðíàÿ èç íèõ �
êëàññè÷åñêàÿ èíòåðâàëüíàÿ àðèôìåòèêà.
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Îïðåäåëåíèå 1.3 Êëàññè÷åñêàÿ èíòåðâàëüíàÿ àðèôìåòèêà � àëãåáðàè÷å-
ñêàÿ ñèñòåìà ⟨IR,+,−, ·, / ⟩, íîñèòåëåì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ
âåùåñòâåííûõ èíòåðâàëîâ, à îïåðàöèè ñëîæåíèÿ, âû÷èòàíèÿ, óìíîæåíèÿ
è äåëåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

x ∗ y = {x ∗ y | x ∈ x, y ∈ y} äëÿ ∗ ∈ {+,−, · , /}.

Èíûìè ñëîâàìè, ðåçóëüòèðóþùèé èíòåðâàë ëþáîé îïåðàöèè åñòü ìíîæå-
ñòâî âñåâîçìîæíûõ ðåçóëüòàòîâ ýòîé îïåðàöèè ìåæäó òî÷êàìè-ïðåäñòàâèòå-
ëÿìè èíòåðâàëîâ-îïåðàíäîâ. ßâíûå ôîðìóëû äëÿ èíòåðâàëüíûõ ñëîæåíèÿ,
âû÷èòàíèÿ, óìíîæåíèÿ è äåëåíèÿ âûãëÿäÿò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

x+ y = [x+ y,x+ y],

x− y = [x− y,x− y],

x · y = [min{x · y,x · y,x · y,x · y},max{x · y,x · y,x · y,x · y}],
1 / y = [1/y, 1/y], äëÿ y ̸∋ 0.

(1.1)

Åñëè îäèí èç îïåðàíäîâ íåâûðîæäåí, ò. å. èìååò íåíóëåâóþ øèðèíó, òî
è ðåçóëüòàòîì àðèôìåòè÷åñêîé îïåðàöèè ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííûé èíòåð-
âàë. Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî äëÿ íåâûðîæäåííîãî èíòåðâàëà x íå
ñóùåñòâóåò îáðàòíûõ ïî ñëîæåíèþ è óìíîæåíèþ ýëåìåíòîâ, òàê êàê åñëè
x + y = 0, y · z = 1, òî x,y è z äîëæíû áûòü, â ñèëó âûøåèçëîæåííîãî,
âûðîæäåííûìè. Èíûìè ñëîâàìè, âû÷èòàíèå íå îáðàòíî ñëîæåíèþ, äåëåíèå
íå îáðàòíî óìíîæåíèþ. Â îòëè÷èå, íàïðèìåð, îò ïîëÿ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë,
ãäå îïåðàöèè âû÷èòàíèÿ è äåëåíèÿ ââîäÿòñÿ êàê îáðàòíûå ê ñëîæåíèþ è
óìíîæåíèþ. Òî åñòü â îáùåì ñëó÷àå

(a+ b)− b ̸= a, (a · b)/b ̸= a. (1.2)

Êðîìå òîãî,

a− a ̸= 0,

a/a ̸= 1,
(1.3)

÷òî îçíà÷àåò, ÷òî IR íå ÿâëÿåòñÿ ïîëåì, òàê êàê åãî ýëåìåíòû íå èìåþò îá-
ðàòíûõ îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ.

Íàïîìíèì, ÷òî ïîëåì íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî ñ äâóìÿ áèíàðíûìè îïåðàöè-
ÿìè � ¾+¿ (àääèòèâíàÿ îïåðàöèÿ èëè ñëîæåíèå) è ¾·¿ (ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ
îïåðàöèÿ èëè óìíîæåíèå), åñëè îíî (âìåñòå ñ ýòèìè îïåðàöèÿìè) îáðàçóåò
êîììóòàòèâíîå àññîöèàòèâíîå êîëüöî c åäèíèöåé, âñå íåíóëåâûå ýëåìåíòû
êîòîðîãî îáðàòèìû.
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Âìåñòî (1.3) äåéñòâóþò äâà äðóãèõ, áîëåå ñëàáûõ ïðàâèëà ñîêðàùåíèÿ:

a+ b = a+ c ⇒ b = c,

ab = ac ⇒ b = c.
(1.4)

Íåéòðàëüíûìè ýëåìåíòàìè îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ â IR ÿâ-
ëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî íóëü è åäèíèöà, êðîìå òîãî, èíòåðâàëüíûå àðèôìåòè-
÷åñêèå îïåðàöèè, îïðåäåë¼ííûå â (1.1), îáëàäàþò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

(a+ b) + c = a+ (b+ c) � àññîöèàòèâíîñòü ñëîæåíèÿ, (1.5)

(a · b) · c = a · (b · c) � àññîöèàòèâíîñòü óìíîæåíèÿ, (1.6)

a+ b = b+ a � êîììóòàòèâíîñòü ñëîæåíèÿ, (1.7)

ab = ba � êîììóòàòèâíîñòü óìíîæåíèÿ. (1.8)

Èíòåðâàë a ìåíüøå ëèáî ðàâåí èíòåðâàëà b, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
a 6 b è a 6 b. Â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå ýòî ïðàâèëî ïðèìåíÿåòñÿ ïîêîìïî-
íåíòíî:

IRn ∋ a = (a1,a2, . . . ,an) < b = (b1, b2, . . . , bn) ∈ IRn

⇔

ai < bi äëÿ âñåõ i = 1, n.

Äëÿ èíòåðâàëîâ, ÿâëÿþùèõñÿ ïî ñóòè äåëà ìíîæåñòâàìè, åñòåñòâåííî òàê-
æå îïðåäåëèòü ÷àñòè÷íîå óïîðÿäî÷åíèå (ïîðÿäîê) ïî âêëþ÷åíèþ êàê

a ⊆ b ⇐⇒ a > b è a 6 b.

Ðàññòîÿíèå dist ìåæäó äâóìÿ èíòåðâàëàìè a è b îïðåäåëÿåòñÿ êàê õàó-
ñäîðôîâà ìåòðèêà

dist (a, b) = max
{
| a− b |, | a− b |

}
.

Øèðèíà èíòåðâàëà a åñòåñòâåííî îïðåäåëÿåòñÿ êàê

wid a = a− a.

Îñîáåííîñòüþ èíòåðâàëüíûõ àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé (1.1) ÿâëÿåòñÿ îò-
ñóòñòâèå ñâîéñòâà äèñòðèáóòèâíîñòè óìíîæåíèÿ îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ (íå
âûïîëíÿåòñÿ åù¼ îäèí ïðèçíàê ïîëÿ). Òàê, â îáùåì ñëó÷àå

a(b+ c) ̸= ab+ ac. (1.9)
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Âìåñòî ýòîãî êëàññè÷åñêàÿ èíòåðâàëüíàÿ àðèôìåòèêà îáëàäàåò áîëåå ñëàáûì
ñâîéñòâîì ñóáäèñòðèáóòèâíîñòè:

a(b+ c) ⊆ ab+ ac. (1.10)

Íàäî îòìåòèòü, ÷òî â ðÿäå ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ äèñòðèáóòèâíîñòü âñ¼-òàêè âû-
ïîëíÿåòñÿ. Íàïðèìåð:

a(b+ c) = a · b+ a · c,

åñëè b · c > 0, èëè
a(b+ c) = ab+ ac,

åñëè a � âåùåñòâåííîå ÷èñëî.
Èíòåðåñíî çàìåòèòü, ÷òî ïðè ýòîì a(b+ c) ̸= ab+ac, äàæå åñëè b è c ∈ R.

Íàïðèìåð, ïîëîæèì a = [0, 1], b = 1, c = −1:

[0, 1] · (1− 1) ̸= [0, 1] · 1 + [0, 1] · (−1),
[0, 1] · 0 ̸= [0, 1] + [−1, 0],

0 ̸= [−1, 1].

Êàê ñëåäñòâèå îòñóòñòâèÿ äèñòðèáóòèâíîñòè, ïðîñòðàíñòâî IRn íå ÿâëÿ-
åòñÿ ëèíåéíûì âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì, òàê êàê íå âûïîëíÿåòñÿ îäíà èç
àêñèîì ëèíåéíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà:

(µ+ ν)a ̸= µa+ νa.

Èíòåðâàëüíûå àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè îáëàäàþò âàæíûì ñâîéñòâîì ìî-
íîòîííîñòè ïî âêëþ÷åíèþ, òî åñòü

a ⊆ a′, b ⊆ b′ ⇒ a ∗ b ⊆ a′ ∗ b′ äëÿ ∗ ∈ {+,−, · , /}. (1.11)

Òàêèì îáðàçîì, åñëè f(x1,x2, . . . ,xn) ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíûì âûðàæå-
íèåì îò èíòåðâàëüíûõ ïåðåìåííûõ x1, x2, . . . , xn, òî åñòü êîíå÷íîé êîìáèíà-
öèåé èíòåðâàëîâ x1, x2, . . . , xn è êîíå÷íîãî êîëè÷åñòâà êîíñòàíò, ñîåäèíåí-
íûõ èíòåðâàëüíûìè àðèôìåòè÷åñêèìè îïåðàöèÿìè, òî èç x1

i ⊂ x2
i , i = 1, n,

ñëåäóåò, ÷òî
f(x1

1,x
1
2, . . . ,x

1
n) ⊂ f(x2

1,x
2
2, . . . ,x

2
n)

ïðè ëþáîì íàáîðå àðãóìåíòîâ xi, äëÿ êîòîðîãî èíòåðâàëüíûå àðèôìåòè÷å-
ñêèå îïåðàöèè â âûðàæåíèè f èìåþò ñìûñë (òî åñòü íå âñòðå÷àåòñÿ äåëåíèå
íà èíòåðâàë, ñîäåðæàùèé íóëü).
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1.2 Àâòîìàòè÷åñêîå äèôôåðåíöèðîâàíèå

Èç ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà õîðîøî èçâåñòíî îïðåäåëåíèå ïðîèçâîäíîé ôóíê-
öèè y = f(x) ïî ïåðåìåííîé x â òî÷êå x0, êàê ïðåäåëà îòíîøåíèÿ ïðèðàùå-
íèÿ ôóíêöèè ∆y = f(x0 + ∆x) − f(x0) ê ñîîòâåòñòâóþùåìó ïðèðàùåíèþ
àðãóìåíòà ∆x ïðè ∆x→ 0, ò. å.

f ′(x) = lim
∆x→0

(
∆f(x)

∆x

)
= lim

∆x→0

(
f(x+∆x)− f(x)

∆x

)
. (1.12)

Ïðîèçâîäíûå èãðàþò âàæíåéøóþ ðîëü â èññëåäîâàíèè ïîâåäåíèÿ ôóíêöèé
è ïðè íàõîæäåíèè èõ ýêñòðåìóìîâ, ò. å. â òåîðèè è ïðàêòèêå îïòèìèçàöèè.
Âåñüìà øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ ïðîèçâîäíûå è â èíòåðâàëüíûõ ìåòîäàõ, â îñî-
áåííîñòè ïðè ðåøåíèè íåëèíåéíûõ çàäà÷. Â ñâÿçè ñ ýòèì áîëüøîå çíà÷åíèå
ïðèîáðåòàþò ñïîñîáû íàõîæäåíèÿ ïðîèçâîäíûõ îò ôóíêöèé, è ñîîòâåòñòâó-
þùèå àëãîðèòìû ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ â ðàçëè÷íûõ îïòèìèçàöèîííûõ ïðî-
öåäóðàõ. Êàê ïîêàçûâàåòñÿ â êóðñàõ äèôôåðåíöèàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ (ñì.,
ê ïðèìåðó, [67]), äèôôåðåíöèðîâàíèå ôóíêöèé, çàäàííûõ ÿâíûìè àíàëèòè-
÷åñêèìè âûðàæåíèÿìè, ìîæåò áûòü ñâåäåíî ê âåñüìà ðóòèííîìó ïðîöåññó,
ïîä÷èíÿþùåìóñÿ ñòðîãî çàäàííûì ïðàâèëàì, òàê ÷òî åãî åñòåñòâåííî ïîðó-
÷èòü âû÷èñëèòåëüíîé ìàøèíå.

Â ñîâðåìåííîé âû÷èñëèòåëüíîé ïðàêòèêå øèðîêî ïðèìåíÿþò òðè ïîäõîäà
ê íàõîæäåíèþ ïðîèçâîäíûõ:

� ñèìâîëüíîå,
� ÷èñëåííîå,
� è àâòîìàòè÷åñêîå

äèôôåðåíöèðîâàíèå.

Ñèìâîëüíûìè íàçûâàþò òàêèå âû÷èñëåíèÿ, ðåçóëüòàòû êîòîðûõ ïðåä-
ñòàâëÿþòñÿ â àíàëèòè÷åñêîì âèäå. Âû÷èñëåíèÿ â ñèìâîëüíîì âèäå îòëè÷à-
þòñÿ áîëüøåé îáùíîñòüþ è ïîçâîëÿþò ñóäèòü î ìàòåìàòè÷åñêèõ, ôèçè÷åñêèõ
è èíûõ çàêîíîìåðíîñòÿõ ðåøàåìûõ çàäà÷.

Çàäà÷à ìàøèííîãî íàõîæäåíèÿ ïðîèçâîäíîé â ñèìâîëüíîì âèäå â ñâîå âðå-
ìÿ ïîëîæèëà íà÷àëî öåëîìó íàïðàâëåíèþ èññëåäîâàíèé, ïîëó÷èâøåìó íàçâà-
íèå ¾ñèìâîëüíûå âû÷èñëåíèÿ¿ èëè ¾êîìïüþòåðíàÿ àëãåáðà¿.

Ôàêòè÷åñêè, çàäà÷à ñèìâîëüíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñâîäèòñÿ ê ñèíòàê-
ñè÷åñêîìó ðàçáîðó âûðàæåíèÿ ñ ïîñëåäîâàòåëüíûì ïðèìåíåíèåì îïðåäåëåí-
íûõ ïðàâèë. Êðîìå òîãî, ïðè äèôôåðåíöèðîâàíèè ýòè ïðàâèëà äîñòàòî÷íî
ñòðîãè è èõ íåìíîãî. Ëèñòèíã 3 ïðåäñòàâëÿåò ïðîãðàììó èç 40 ñòðîê íà ÿçûêå
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Ëèñï (â ñâîå âðåìÿ çàäà÷à ìàøèííîãî íàõîæäåíèÿ ïðîèçâîäíîé â ñèìâîëüíîì
âèäå ÿâëÿëàñü îäíîé èç ìîòèâàöèé ñîçäàíèÿ íîâîãî ÿçûêà Ëèñï êàê ÿçûêà îá-
ðàáîòêè ñèìâîëîâ [66]), ñïîñîáíóþ íàéòè ïðîèçâîäíóþ ëþáîé ýëåìåíòàðíîé
ôóíêöèè.

Îäíàêî ðåçóëüòàòû å¼ ðàáîòû âûãëÿäÿò äîâîëüíî íåîæèäàííî. Ïîïðîáóåì
ïðîñòîé ïðèìåð: íàéä¼ì ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè x2 îòíîñèòåëüíî x:

(diff '(expt x 2) 'x)

(+ (* 1 2 (expt x (- 2 1))) (* 0 (expt x) (log x)))

Âåðîÿòíî, ïîòðåáóåòñÿ íåêîòîðîå âðåìÿ, ÷òîáû ïîíÿòü, ÷òî ýòî âûðàæåíèå
äåéñòâèòåëüíî ýêâèâàëåíòíî 2·x. Ïðîãðàììà ¾íå çíàåò¿ ÷òî 2·1 = 2, 2−1 = 1,
0 · x = 0 è òîìó ïîäîáíîå. Òî åñòü, îíà íå ìîæåò óïðîñòèòü âûðàæåíèå. Â
äåéñòâèòåëüíîñòè, óïðîùåíèå � îäíà èç ãëàâíûõ ïðîáëåì â êîìïüþòåðíîé
àëãåáðå [8, 83, 127].

Êîíå÷íî, ìîæíî áûëî áû äîïîëíèòü íàøó ïðîãðàììó íàáîðîì ïðàâèë
óïðîùåíèÿ âûðàæåíèé è äîáèòüñÿ ïðèåìëåìîé ôîðìû îòâåòîâ. Ïðîáëåìà
â òîì, ÷òî åñëè íàøåé öåëüþ ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷àòü îòâåòû â ¾ñàìîì ïðîñòîì¿
âèäå, òî íàì ïðèäåòñÿ ïîëíîñòüþ ïåðåñìîòðåòü ñïîñîá ïðåäñòàâëåíèå äàííûõ
è î÷åíü ñèëüíî óñëîæíèòü ëîãèêó ïðîãðàììû [76, 84].

Ïðè ýòîì íàäî ïîìíèòü, ÷òî â èíòåðâàëüíûõ àëãåáðàõ ôîðìà çàïèñè ôóíê-
öèè, å¼ âèä ñóùåñòâåííî âëèÿþò íà òî÷íîñòü èíòåðâàëüíîãî ðàñøèðåíèÿ. Íà-
ïðèìåð, â îáùåì ñëó÷àå, x2 ̸= x ·x. Òàê, x2 = [0, 4] íà èíòåðâàëå [−2, 1], â òî
âðåìÿ êàê x · x = [−2, 4]. Ïîäðîáíåå ýòîò âîïðîñ îáñóæäàåòñÿ â �1.4.

1.2.1 ×èñëåííîå äèôôåðåíöèðîâàíèå

×èñëåííîå äèôôåðåíöèðîâàíèå ïîçâîëÿåò ïðèáëèæ¼ííî âû÷èñëèòü ïðîèç-
âîäíûå ôóíêöèè ïî çàäàííûì â êîíå÷íîì ÷èñëå òî÷åê çíà÷åíèÿì ýòîé ôóíê-
öèè [24].

Îäèí èç óíèâåðñàëüíûõ ñïîñîáîâ ïîñòðîåíèÿ ôîðìóë ÷èñëåííîãî äèôôå-
ðåíöèðîâàíèÿ îñíîâàí íà àïïðîêñèìàöèè èëè èíòåðïîëÿöèè ôóíêöèè ïî-
ëèíîìîì. Òàê, ïî çàäàííûì çíà÷åíèÿì ôóíêöèè f(x) â íåêîòîðûõ óçëàõ
x0, x1, · · · , xN ñòðîÿò èíòåðïîëÿöèîííûé ïîëèíîì PN(x) (îáû÷íî â ôîðìå
Ëàãðàíæà) è ïðèáëèæåííî ïîëàãàþò

f (r)(x) ≈ P
(r)
N (x), 0 < r < N.

Â ðÿäå ñëó÷àåâ, íàïðèìåð, èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Òåéëîðà, óäàåòñÿ ïîëó÷èòü
òî÷íîå ðàâåíñòâî âèäà

f (r)(x) = P
(r)
N (x) +R, 0 < r < N
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Ëèñòèíã 3. Êîä àëãîðèòìà ñèìâîëüíîãî àâòîìàòè÷åñêîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ

(define (diff expr x)

(define (dx t)

(if (pair? t)

(if (null? (cddr t))

(unary (car t) (cadr t)))

(binary (car t) (cadr t)(caddr t))))

(if (eq? t x) 1 0)))

(define (binary f u v)

(cond

((eq? f '+) (list '+ (dx u) (dx v)))

((eq? f '-) (list '- (dx u) (dx v)))

((eq? f '*) (list '+

(list '* (dx u) v)

(list '* (dx v) u)))

((eq? f '/) (list '/

(list '-

(list '* (dx u) v)

(list '* (dx v) u))

(list 'expt v 2)))

((eq? f 'expt)(list '+

(list '*

(dx u) v

(list 'expt u (list '- v 1)))

(list '*

(dx v)

(list 'expt u)

(list 'log u))))

(else (error "íåèçâåñòíàÿ îïåðàöèÿ"))))

(define (unary f u)

(list '*

(dx u)

(cond ((eq? f 'exp) (list 'exp u))

((eq? f 'log) (list '/ u))

((eq? f 'sin) (list 'cos u))

((eq? f 'cos) (list '- (list 'sin u)))

(else (error "íåèçâåñòíàÿ îïåðàöèÿ"))))

(dx expr))
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ñîäåðæàùåå îñòàòî÷íûé ÷ëåí R, íàçûâàåìûé ïîãðåøíîñòüþ ÷èñëåííîãî äèô-
ôåðåíöèðîâàíèÿ. Ðåçóëüòàòîì êëàññè÷åñêîãî ÷èñëåííîãî äèôôåðåíöèðîâà-
íèÿ ÿâëÿåòñÿ ÷èñëî, ïðèáëèæ¼ííî ðàâíîå çíà÷åíèþ ïðîèçâîäíîé â îêðåñòíî-
ñòè òî÷êè. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî îïåðàöèÿ ÷èñëåííîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ
ÿâëÿåòñÿ íåêîððåêòíîé ìàòåìàòè÷åñêîé çàäà÷åé, è ïðè ñáëèæåíèè óçëîâ å¼
ðåçóëüòàò ñòàíîâèòñÿ âñ¼ ìåíåå óñòîé÷èâûì ê îøèáêàì ðàñ÷¼òîâ [5].

¾Ëîáîâîå¿ ïðèìåíåíèå ïîäîáíîãî âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíîé äëÿ èíòåðâàëü-
íîçíà÷íîé ôóíêöèè, êîãäà òðåáóåòñÿ äåëèòü èíòåðâàë âíåøíåé îöåíêè ïðèðà-
ùåíèÿ ôóíêöèè íà èíòåðâàë èçìåíåíèÿ àðãóìåíòà, ôàêòè÷åñêè, ðàâíîñèëüíî
âíåñåíèþ áîëüøîé ïîãðåøíîñòè â èñõîäíûå äàííûå. Ïðè øèðèíå èíòåðâàëà,
ñòðåìÿùåéñÿ ê íóëþ, ïî îïðåäåëåíèþ ïðîèçâîäíîé è â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ
(1.12) ìû ïîëó÷èì ÷ðåçâû÷àéíî íåóñòîé÷èâûé ðåçóëüòàò, êà÷åñòâî êîòîðîãî
áóäåò ñîâåðøåííî íåïðèåìëåìûì ïðè áëèçêîîòñòîÿùèõ óçëàõ.

1.2.2 Íàêëîíû ôóíêöèè

Ïóñòü âåùåñòâåííîçíà÷íóþ ôóíêöèþ îò n ïåðåìåííûõ f : Rn → R íàì óäà-
ëîñü ïðåäñòàâèòü â âèäå

f(x) = f(x̃) + f∠(x̃, x)(x− x̃), (1.13)

ãäå f∠(x̃, x) ìû áóäåì íàçûâàòü íàêëîíîì ôóíêöèè f ìåæäó òî÷êàìè x̃ è x
ïðè çàäàííûõ x̃, x.

Â îäíîìåðíîì ñëó÷àå

f∠(x̃, x) =
f(x)− f(x̃)

x− x̃
.

Òàêèì îáðàçîì, â îäíîìåðíîì ñëó÷àå íàêëîí ôóíêöèè ñîâïàäàåò ñ å¼ ðàç-
äåëåííîé ðàçíîñòüþ ïåðâîãî ïîðÿäêà. Ïðåäïîëàãàÿ íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè
íàêëîíà, ïîëó÷àåì

f∠(x̃, x̃) = f ′(x̃).

Â ìíîãîìåðíîì íåèíòåðâàëüíîì ñëó÷àå íàêëîí îïðåäåëÿåòñÿ íåîäíîçíà÷íî.
Èíòåðâàëüíûé íàêëîí íå åñòü èíòåðâàëüíîå ðàñøèðåíèå îáû÷íîãî íàêëîíà,
íî ìíîæåñòâî âñåõ ïðåäñòàâèòåëåé íàêëîíîâ ôóíêöèè ìåæäó òî÷êàìè x è y,
êîãäà y ïðîáåãàåò çàäàííûé áðóñ y.

Îïðåäåëåíèå 1.4 Èíòåðâàëüíûì íàêëîíîì ôóíêöèè f : Rn → R íà èí-
òåðâàëå y ∈ IRn îòíîñèòåëüíî òî÷êè x íàçûâàåòñÿ èíòåðâàëüíûé âåêòîð
s ∈ IRn, òàêîé ÷òî äëÿ ëþáîãî y ∈ y ñóùåñòâóåò s ∈ s, ÿâëÿþùèéñÿ
íàêëîíîì ôóíêöèè f(x) ìåæäó òî÷êàìè x è y.
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Ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü èíòåðâàëüíûå íàêëîíû ôóíêöèé ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì. Åñëè ðàçëîæåíèå (1.13) ñïðàâåäëèâî äëÿ âñåõ x èç íåêîòîðîé îáëàñòè
x, à íàêëîí f∠(·, ·) ìîæåò áûòü âûðàæåí êàê íåêîòîðîå àðèôìåòè÷åñêîå âû-
ðàæåíèå îò ñâîèõ àðãóìåíòîâ, òî ìû ìîæåì íàéòè âíåøíþþ îöåíêó îáëàñòè
çíà÷åíèé ôóíêöèè f íà áðóñå x êàê

fsl(x, x̃) = f(x̃) + f∠(x̃,x)(x− x̃). (1.14)

Òàêîå èíòåðâàëüíîå ðàñøèðåíèå ôóíêöèè ïðèíÿòî íàçûâàòü íàêëîííûì. Ê
òåìå íàêëîíîâ è íàêëîííîìó ðàñøèðåíèþ ôóíêöèé ìû âåðí¼ìñÿ â �1.3.3. Òàì
æå ìû ïîãîâîðèì îá èõ òî÷íîñòè è ñðàâíèì ñ äðóãèìè ôîðìàìè èíòåðâàëü-
íûõ ðàñøèðåíèé, êîòîðûå áóäóò ââåäåíû â ñëåäóþùèõ ïàðàãðàôàõ.

1.2.3 Àâòîìàòè÷åñêîå äèôôåðåíöèðîâàíèå

Ïî-âèäèìîìó, ïåðâûìè ýòîò ñïîñîá ïðåäëîæèëè Êàõðèìýíèàí [96] è Íîëàí
[111], îïóáëèêîâàâøèå ñâîè ðåçóëüòàòû â 1953 ã. â ÑØÀ, à òàêæå Ë.Ì.Áåäà è
äð. [6], ñîçäàâøèå ïðîãðàììó àâòîìàòè÷åñêîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ äëÿ êîì-
ïüþòåðà ÁÝÑÌ â 1959 ã. â ÑÑÑÐ. Îïðåäåëÿþùåå âëèÿíèå íà ðàáîòû ïî ýòîìó
íàïðàâëåíèþ îêàçàëà ñòàòüÿ Ë.Â.Êàíòîðîâè÷à [26], â êîòîðîé áûë ïðåäëîæåí
ôîðìàëèçì äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ëþáîãî âûðàæåíèÿ â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
òåòðàä, ñîñòîÿùèõ èç îïåðàíäîâ, áèíàðíûõ è óíàðíûõ îïåðàöèé.

Äëÿ íóæä èíòåðâàëüíîãî àíàëèçà ýòîò ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíîé
âåñüìà óäîáåí. Îí íå âûçûâàåò äîïîëíèòåëüíûõ ñëîæíîñòåé ñ óïðîùåíè-
åì ïîëó÷åííûõ ñèìâîëüíûõ âûðàæåíèé, ñðàâíèòåëüíî íåñëîæíî ðåàëèçóåòñÿ
ïðîãðàììíî è ïîçâîëÿåò âû÷èñëÿòü èíòåðâàëüíûå îöåíêè ïðîèçâîäíûõ äàæå
íà èíòåðâàëàõ. Ïîýòîìó íà í¼ì ìû îñòàíîâèìñÿ ïîäðîáíåå.

Ðàññìîòðèì äëÿ ïðèìåðà ôóíêöèþ

FTre4(x, y) = x4 + 4x3 + 4x2 + y2, (1.15)

òàêæå èçâåñòíóþ êàê ¾ôóíêöèÿ Òðåêêàíè¿ (Treccani function, Tre4) [90]. Ýòó
ôóíêöèþ ìû åù¼ íå ðàç áóäåì èñïîëüçîâàòü äëÿ èëëþñòðàòèâíûõ ïðèìåðîâ,
è âèä å¼ ãðàôèêà ìîæíî ïîñìîòðåòü íà ðèñ. 3.2 íà ñòð. 111.

Ôóíêöèè, çíà÷åíèÿ êîòîðûõ ìîæíî âû÷èñëèòü ñ ïîìîùüþ àðèôìåòè÷å-
ñêèõ îïåðàöèé è ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé, ÷àñòî íàçûâàþòñÿ êîäèðóåìûìè
ôóíêöèÿìè èëè ðàçëîæèìûìè ôóíêöèÿìè. Â ðåçóëüòàòå àíàëèçà ôîðìóëû
äëÿ òàêîé ôóíêöèè, ðàññìàòðèâàåìîé â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè àðèôìåòè-
÷åñêèõ îïåðàöèé è îáðàùåíèé ê áèáëèîòå÷íûì ôóíêöèÿì, ìîæíî ïîëó÷èòü
ýêâèâàëåíòíîå ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèè â âèäå êîäîâîãî ñïèñêà, èëè ïðåäñòà-
âèòü â âèäå äåðåâà Êàíòîðîâè÷à.
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Íàïðèìåð, ôóíêöèÿ (1.15) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå ñëåäóþùåãî
êîäîâîãî ñïèñêà:

T1 = X4;

T2 = X3;

T3 = 4 · T2;
T4 = X2;

T5 = 4 · T4; (1.16)

T6 = Y 2;

T7 = T1 + T3;

T8 = T7 + T5;

F = T8 + T6.

Êîäîâûå ñïèñêè óñïåøíî ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèÿ ôóíê-
öèè è å¼ äàëüíåéøåãî àíàëèçà â ñàìûõ ðàçëè÷íûõ ñèòóàöèÿõ, ê ïðèìåðó,
â êîìïèëÿòîðàõ ñ ÿçûêîâ ïðîãðàììèðîâàíèÿ âûñîêîãî óðîâíÿ, ìàòåìàòè÷å-
ñêèõ áèáëèîòåêàõ è ò. ï. Â òî æå âðåìÿ, êàæäàÿ ñòðîêà êîäîâîãî ñïèñêà (1.16)
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ýëåìåíòàðíóþ çàäà÷ó äèôôåðåíöèðîâàíèÿ. Ïîñêîëüêó â
îáùåì ñëó÷àå äëÿ ôóíêöèè f ìîæíî ïîñòðîèòü íåñêîëüêî êîäîâûõ ñïèñêîâ,
ïîëåçíî èìåòü ìåòîä äëÿ âèçóàëèçàöèè ïðîöåññà âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèè, èç
êîòîðîãî ìîæíî ïîëó÷èòü îäèí èëè íåñêîëüêî êîäîâûõ ñïèñêîâ. Ýòîò ôîð-
ìàëèçì èçâåñòåí êàê äåðåâî Êàíòîðîâè÷à [26, 4]. Ïðèìåð òàêîãî äåðåâà äëÿ
ôóíêöèè (1.15) ïîêàçàí íà ðèñ. 1.1. Êàê ìû âèäèì, ýòîò îðèåíòèðîâàííûé
ãðàô ïîäîáåí áëîê-ñõåìå ïðîãðàììû.

Õîòÿ óçëû äåðåâà ïîìå÷åíû â ñîîòâåòñòâèè ñ îáîçíà÷åíèÿìè (1.16), èç
íåãî ìîæíî ïîëó÷èòü íåñêîëüêî ðàçíûõ êîäîâûõ ñïèñêîâ. Íàïðèìåð, òàêóþ
îòëè÷íóþ îò (1.16) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîìàíä:
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Ðèñ. 1.1: Ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèè (1.15) â âèäå äåðåâà Êàíòîðîâè÷à
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T4 = X2;

T2 = X3;

T1 = X4;

T6 = Y 2;

T5 = 4 · T4;
T3 = 4 · T2;
T7 = T1 + T3;

T8 = T7 + T5;

F = T8 + T6.

Îñíîâíàÿ èäåÿ àâòîìàòè÷åñêîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïðîñòà � ê êîäîâî-
ìó ñïèñêó ôóíêöèè ñòðîêà çà ñòðîêîé ïðèìåíÿþòñÿ ýëåìåíòàðíûå ïðàâèëà
äèôôåðåíöèðîâàíèÿ äî òåõ ïîð, ïîêà íå ïîëó÷èòñÿ ñïèñîê êîìàíä, òî åñòü
àëãîðèòì äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíîé [2]. Äëÿ ñëîæíûõ ôóíêöèé ïðèìå-
íÿåòñÿ èçâåñòíîå èç ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà öåïíîå ïðàâèëî. Ýòî ïðàâèëî
äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñëîæíûõ ôóíêöèé ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü ïðîèçâîäíóþ
êîìïîçèöèè äâóõ è áîëåå ôóíêöèé.

Ðàññìîòðèì äëÿ íà÷àëà îäíîìåðíûé ñëó÷àé. Áóäåì îáîçíà÷àòü ñèìâîëîì
Øa(x) øàð ðàäèóñà a ñ öåíòðîì x. Òîãäà, ïóñòü äàíû ôóíêöèè, îïðåäåë¼ííûå
íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé â îêðåñòíîñòÿõ òî÷êè x0, òàêèå ÷òî f : Øa(x0)→Øb(y0),
ãäå y0 = f(x0) è g : Øb(y0)→ R. Ïóñòü òàêæå ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà â
Øa(x0), à ôóíêöèÿ g äèôôåðåíöèðóåìà âØb(y0). Òîãäà èõ êîìïîçèöèÿ òàêæå
äèôôåðåíöèðóåìà, è å¼ ïðîèçâîäíàÿ èìååò âèä: h′(x0) = g′

(
f(x0)

)
· f ′(x0).

Ñîîòâåòñòâåííî, öåïíîå ïðàâèëî äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f =
f(x), ãäå x = x(t), ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä:

df

dt
=
∂f

∂x
· ∂x
∂t

(1.17)

Åñëè â ïðîöåññå îáõîäà äåðåâà Êàíòîðîâè÷à çàâèñèìîñòü x îò t áóäåò ïîòå-
ðÿíà, ðåçóëüòàò áóäåò íåâåðåí. Òàêàÿ ñèòóàöèÿ ìîæåò âñòðåòèòüñÿ äàæå ïðè
îáðàáîòêå ñðàâíèòåëüíî ïðîñòûõ âûðàæåíèé. Íàïðèìåð, âûðàæåíèå

f(x, y, z) = x2 + exp
(
x · (y + x · z)/y

)
+ y + x · z
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ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå

U = Y +X · Z
V = (X · U)/Y (1.18)

F = X2 + exp(V ) + U

Ôîðìàëüíàÿ ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ îò f ïî x îïðåäåëÿåòñÿ ïîñëåäíåé ñòðî-
êîé (1.18) è äàåò 2 ·x. ×òîáû ïîëó÷èòü êîððåêòíóþ ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ ïî
x îò ôóíêöèè f , çàäàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ôîðìóë (1.18), íåîáõîäèìî
ïðîäèôôåðåíöèðîâàòü U è V è ïðèìåíèòü ôîðìóëó (1.17).

Ôîðìà ïåðâîãî äèôôåðåíöèàëà îñòà¼òñÿ îäíîé è òîé æå âíå çàâèñèìîñòè
îò òîãî, ÿâëÿåòñÿ ëè íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ ôóíêöèåé èëè íåò. Òàê, ïóñòü
äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè z = g(y) â òî÷êå y0 èìååò âèä

dz = g′(y0) dy,

ãäå dy � äèôôåðåíöèàë òîæäåñòâåííîãî îòîáðàæåíèÿ y → y:

dy(e) = e, h ∈ R.

Òåïåðü, åñëè y = f(x), òî dy = f ′(x0) dx, è ñîãëàñíî öåïíîìó ïðàâèëó:

dz = g′
(
f(x0)

)
· f ′(x0) dx = g′(y0) dy.

Â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå, êîãäà íàì äàíû äâå äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè
f è g, òàêèå ÷òî, f : Øa(x0) ⊂ Rm → Øb(y0) ⊂ Rn, ãäå y0 = f(x0), è
g : Øb(y0) ⊂ Rn → Rp, èõ êîìïîçèöèÿ òîæå äèôôåðåíöèðóåìà, è å¼ äèôôå-
ðåíöèàë èìååò âèä

dh(x0) = dg(y0) ◦ df(x0).
Ïðè ýòîì ìàòðèöà ßêîáè ôóíêöèè h ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì ìàòðèö ßêîáè
ôóíêöèé g è f :

∂(h1, . . . , hp)

∂(x1, . . . , xm)
=
∂(h1, . . . , hp)

∂(y1, . . . , yn)
· ∂(y1, . . . , yn)
∂(x1, . . . , xm)

.

Äëÿ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ñëîæíîé ôóíêöèè ñïðàâåäëèâî

∂h(x0)

∂xj
=

n∑
i=1

∂g(y0)

∂yi

∂yi
∂xj

, j = 1, . . . ,m.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ àâòîìàòè÷åñêîãî âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ äèôôå-
ðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé òðåáóåòñÿ ðåêóððåíòíîå ïðèìåíåíèå öåïíîãî ïðàâèëà.
Ïðèìåíèòåëüíî ê íàøåé çàäà÷å äëÿ ñëîæíîé ôóíêöèè îò îäíîé ïåðåìåííîé

f(x) = g(h(x)) (1.19)
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ýòî ïðàâèëî äà¼ò
f ′(x) = g′(h(x)) · h′(x), (1.20)

èëè â òåðìèíàõ êîìïîçèöèè ôóíêöèé

f(x) = (g ◦ h)(x),

f ′(x) = (g′ ◦ h)(x) · h′(x).
Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ôóíêöèè, ÿâëÿþùåéñÿ êîìïîçèöèåé n ôóíêöèé

f = g1 ◦ g2 ◦ · · · ◦ gn−1 ◦ gn (1.21)

ïðîèçâîäíàÿ f ′(x) â òî÷êå x èìååò âèä

f ′(x) = (g′1◦g2◦· · ·◦gn−1◦gn)(x)·(g′2◦g3◦· · ·◦gn−1◦gn)(x) · · · (g′n−1◦gn)(x)·g′n(x).
(1.22)

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ íàõîæäåíèÿ ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè ñóïåðïîçèöèè f , çà-
äàííîé ôîðìóëîé (1.21), ïîòðåáóåòñÿ n ïðîèçâîäíûõ ∂f

∂x è çíà÷åíèÿ n ìíîæè-
òåëåé â ïðàâîé ÷àñòè (1.21).

Åñëè ïîëîæèòü
f0 = x,

f1 = gn(f0),

f2 = gn−1(f1),

· · ·
fn−1 = g2(fn−2),

fn = g1(fn−1),

òî âèäíî, ÷òî âû÷èñëåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè çíà÷åíèé f1, f2, . . . , fn, äà¼ò
çíà÷åíèå f(x) = fn ôóíêöèè f â òî÷êå x. Áîëåå òîãî, èìåÿ ýòó ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü è ïðîèçâîäíûå g′i, ãäå i = 1, 2, . . . , n ìîæíî âû÷èñëèòü âåëè÷èíû

f ′0 = 1,

f ′1 = g′n(f0) · f ′0,
f ′2 = g′n−1(f1) · f ′1,
· · ·

f ′n−1 = g′2(fn−2) · f ′n−2,
f ′n = g′1(fn−1) · f ′n−1.

Ïî öåïíîìó ïðàâèëó çíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé f ′ ôóíêöèè f â òî÷êå x åñòü
f ′(x) = f ′n, òàêèì îáðàçîì

f ′(x) =
n∏

i=1

g′i(fn−1) ◦ f ′0 = g′1(fn−1) ◦ g′2(fn−2) ◦ . . . ◦ g′n−1(f1) ◦ g′n(f ′0).
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1.3 Èíòåðâàëüíûå ðàñøèðåíèÿ ôóíêöèé

Äîãîâîðèìñÿ îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî âñåõ èíòåðâàëüíûõ âåêòîðîâ, ñîäåðæà-
ùèõñÿ â ïðîèçâîëüíîì ìíîæåñòâå D ∈ Rn êàê ID, òî åñòü

ID = {x ∈ IRn | x ⊆ D },

èëè æå, áîëåå ïîäðîáíî,

ID = { [x, y] | x, y ∈ Rn, x ∈ D, y ∈ D, x 6 y }.

Çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ îáëàñòè çíà÷åíèé ôóíêöèè íà òîì èëè èíîì ïîäìíî-
æåñòâå îáëàñòè å¼ îïðåäåëåíèÿ, ýêâèâàëåíòíàÿ èíòåðåñóþùåé íàñ çàäà÷å îï-
òèìèçàöèè, â èíòåðâàëüíîì àíàëèçå ïðèíèìàåò ñïåöèôè÷åñêóþ ôîðìó çà-
äà÷è î âû÷èñëåíèè òàê íàçûâàåìîãî èíòåðâàëüíîãî ðàñøèðåíèÿ ôóíêöèè.

Îïðåäåëåíèå 1.5 Ïóñòü D � íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî ïðîñòðàíñòâà Rn.
Èíòåðâàëüíàÿ ôóíêöèÿ f : ID → IRm íàçûâàåòñÿ èíòåðâàëüíûì ïðîäîë-
æåíèåì âåùåñòâåííîé ôóíêöèè f : D → Rm, åñëè f(x) = f(x) äëÿ âñåõ
x ∈ D.

Îïðåäåëåíèå 1.6 Ïóñòü D � íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî ïðîñòðàíñòâà Rn.
Èíòåðâàëüíàÿ ôóíêöèÿ f : Rn → IRm íàçûâàåòñÿ èíòåðâàëüíûì ðàñøèðå-
íèåì âåùåñòâåííîé ôóíêöèè f : Rn → Rm, åñëè

1) f(x) ÿâëÿåòñÿ èíòåðâàëüíûì ïðîäîëæåíèåì f(x) íà D,

2) f(x) ìîíîòîííà ïî âêëþ÷åíèþ, ò. å.

x ⊆ y ⇒ f(x) ⊆ f(y) íà ID.

Òàêèì îáðàçîì, èíòåðâàëüíîå ðàñøèðåíèå f(x) ôóíêöèè f(x) íà áðóñå
x ⊂ Rn ÿâëÿåòñÿ äëÿ íå¼ âíåøíåé îöåíêîé (îöåíêîé îáúåìëþùèì ìíîæå-
ñòâîì):

{ f(x) | x ∈ x } ⊆ f(x).

Ýòî ñâîéñòâî íàïðÿìóþ ñëåäóåò èç ïåðâîãî ïóíêòà îïðåäåëåíèÿ 1.6 è ÷ðåç-
âû÷àéíî óäîáíî äëÿ çàäà÷ îïòèìèçàöèè. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ íåïðåðûâíîé
ôóíêöèè

range xf :=
[
min
x∈x

f(x), max
x∈x

f(x)
]
,

ãäå ÷åðåç range xf := {f(x) | x ∈ x} îáîçíà÷åíà îáëàñòü çíà÷åíèé ôóíêöèè f
íà áðóñå x. Òàêèì îáðàçîì, åñëè f(x) � èíòåðâàëüíîå ðàñøèðåíèå ôóíêöèè
f(x) íà îáëàñòè x, òî f(x)� îöåíêà èñêîìîãî ìèíèìóìà ýòîé ôóíêöèè ñíèçó:

f(x) 6 min
x∈x

f(x).
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Ñäåëàåì çàìå÷àíèå ïî ïîâîäó òåðìèíîëîãèè. Èíòåðâàëüíûì ðàñøèðåíèåì
îáû÷íî íàçûâàþò êàê èíòåðâàëüíóþ ôóíêöèþ, òàê è å¼ çíà÷åíèÿ íà êîí-
êðåòíûõ áðóñàõ. Êàê ïðàâèëî, ýòî íå ïðèâîäèò ê ïóòàíèöå, õîòÿ íåêîòîðóþ
îñìîòðèòåëüíîñòü íóæíî ïðîÿâëÿòü.

Íåïðèÿòíûì äëÿ ïðàêòèêè ñâîéñòâîì èíòåðâàëüíîé àðèôìåòèêè ÿâëÿåò-
ñÿ ñðàâíèòåëüíî áûñòðûé ðîñò øèðèíû ðåçóëüòèðóþùåãî èíòåðâàëà ñ óâå-
ëè÷åíèåì êîëè÷åñòâà àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé, ïðîèçâîäèìûõ ñ èíòåðâà-
ëàìè äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåçóëüòàòà � òàê íàçûâàåìûé ¾ýôôåêò çàâèñèìîñòè¿.
Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ïîñëóæèëî ïðè÷èíîé ïîÿâëåíèÿ ðàçëè÷íûõ ìîäèôèêà-
öèé ñïîñîáîâ âû÷èñëåíèÿ èíòåðâàëüíîé îöåíêè, à òàêæå ñîçäàíèÿ äðóãèõ èí-
òåðâàëüíûõ àðèôìåòèê, öåëüþ êîòîðûõ ÿâëÿëàñü, â îñíîâíîì, ïîïûòêà ïðå-
ïÿòñòâîâàòü ýòîìó ÿâëåíèþ. Íàèáîëåå èçâåñòíûìè èç èíòåðâàëüíûõ àðèôìå-
òèê ÿâëÿþòñÿ èíòåðâàëüíàÿ àðèôìåòèêà ñ íåñòàíäàðòíûì âû÷èòàíèåì è äå-
ëåíèåì [75], îáîáù¼ííàÿ èíòåðâàëüíàÿ àðèôìåòèêà [93], ñåãìåíòíàÿ àðèôìå-
òèêà [121], àôôèííàÿ èíòåðâàëüíàÿ àðèôìåòèêà [77, 126]. Èç ðàçëè÷íûõ ìå-
òîäèê âû÷èñëåíèÿ èíòåðâàëüíîé îöåíêè îáëàñòè çíà÷åíèé ôóíêöèè áîëüøîå
çíà÷åíèå èìåþò öåíòðèðîâàííàÿ ôîðìà èíòåðâàëüíîãî ðàñøèðåíèÿ [117, ?]
è ñðåäíåçíà÷íàÿ ôîðìà èíòåðâàëüíîãî ðàñøèðåíèÿ [81, 106, 108] (êîòîðóþ
â ïîñëåäíåå âðåìÿ âñ¼ ÷àùå íàçûâàþò ¾äèôôåðåíöèàëüíîé öåíòðèðîâàííîé
ôîðìîé¿).

Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ÷àñòî ýòè ïîäõîäû îêàçûâàþòñÿ ýôôåêòèâíûìè ïðè-
ìåíèòåëüíî ê îïðåäåëåííûì êëàññàì çàäà÷, ïðîáëåìà ïîñòðîåíèÿ èíòåðâàëü-
íûõ ðàñøèðåíèé ôóíêöèé îñòà¼òñÿ îäíîé èç âàæíåéøèõ çàäà÷ èíòåðâàëüíîãî
àíàëèçà, ïîèñêè ðàçëè÷íûõ ðåøåíèé êîòîðîé ïðîäîëæàþòñÿ è â íàñòîÿùåå
âðåìÿ. Ìû ðàññìàòðèâàåì âîïðîñû òî÷íîñòè èíòåðâàëüíûõ îöåíîê â �1.4.
Íî âîîáùå ãîâîðÿ, ðîñò ðåçóëüòèðóþùèõ èíòåðâàëîâ îöåíîê â ïîëíîé ìå-
ðå îòðàæàåò ðåàëüíîñòü è, â ñóùíîñòè, ñîîòâåòñòâóåò ïðèíöèïó âîçðàñòàíèÿ
íåîïðåäåë¼ííîñòè (ýíòðîïèè).

Äàëåå ïðèâîäèòñÿ îïèñàíèå íåêîòîðûõ òèïîâ èíòåðâàëüíûõ ðàñøèðåíèé.

1.3.1 Åñòåñòâåííîå èíòåðâàëüíîå ðàñøèðåíèå

Åñëè äëÿ ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè f(x) íà èíòåðâàëå x îïðåäåë¼í ðåçóëüòàò
f ♮(x) ïîäñòàíîâêè âìåñòî àðãóìåíòîâ ôóíêöèè èíòåðâàëîâ èõ èçìåíåíèÿ è
âûïîëíåíèÿ âñåõ äåéñòâèé íàä íèìè ïî ïðàâèëàì èíòåðâàëüíîé àðèôìåòè-
êè, òî ïîëó÷åííàÿ òàêèì îáðàçîì èíòåðâàëüíàÿ ôóíêöèÿ f ♮(x) áóäåò èíòåð-
âàëüíûì ðàñøèðåíèåì ôóíêöèè f íà áðóñå x. Ýòî èíòåðâàëüíîå ðàñøèðåíèå
íàçûâàåòñÿ åñòåñòâåííûì èíòåðâàëüíûì ðàñøèðåíèåì.
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Âû÷èñëÿòü òàêîå èíòåðâàëüíîå ðàñøèðåíèå ïðîñòî, íî, ïî ñëîæèâøåìóñÿ
ìíåíèþ, èñïîëüçîâàíèå åãî ïðèâîäèò ê âåñüìà ãðóáûì ðåçóëüòàòàì ïðè îöå-
íèâàíèè îáëàñòè çíà÷åíèé ôóíêöèè [97, 117]. Äåéñòâèòåëüíî, âåñüìà ÷àñòî
âû÷èñëÿåìàÿ ñ ïîìîùüþ åñòåñòâåííîãî èíòåðâàëüíîãî ðàñøèðåíèÿ îöåíêà
çíà÷èòåëüíî øèðå ðåàëüíîé îáëàñòè çíà÷åíèé ôóíêöèè. Íàïðèìåð, âû÷èñëèâ
åñòåñòâåííîå èíòåðâàëüíîå ðàñøèðåíèå ôóíêöèè f(x) = x2 − x íà èíòåðâà-
ëå [−1, 0], ïîëó÷èì, ÷òî f(x) = [−1, 2]. Òî÷íàÿ æå îöåíêà îáëàñòè çíà÷åíèé
ôóíêöèè íà âûáðàííîé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ðàâíà [0, 2].

Ê âîïðîñó òî÷íîñòè èíòåðâàëüíûõ ðàñøèðåíèé ìû âåðí¼ìñÿ ïîçæå, çäåñü
æå ïîä÷åðêíåì, ÷òî òî÷íîñòü åñòåñòâåííîãî èíòåðâàëüíîãî ðàñøèðåíèÿ ñó-
ùåñòâåííî çàâèñèò îò ñïîñîáà çàïèñè âûðàæåíèÿ äëÿ ôóíêöèè. Â ÷àñòíîñòè,
åñëè â ðàöèîíàëüíîå âûðàæåíèå f(x1, . . . , xn) êàæäàÿ ïåðåìåííàÿ âõîäèò íå
áîëåå îäíîãî ðàçà è òîëüêî â ïåðâîé ñòåïåíè, òî åãî èíòåðâàëüíàÿ îöåíêà ïî-
ëó÷åííàÿ ñïîñîáîì åñòåñòâåííîãî èíòåðâàëüíîãî ðàñøèðåíèÿ f(x1, . . . ,xn)
áóäåò òî÷íîé äëÿ ëþáîãî òàêîãî íàáîðà (x1 . . . xn), ÷òî f(x1 . . . xn) èìååò
ñìûñë.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ â êíèãå [106] ïðîâåäåíî ñ ïîìîùüþ
ïðîñòûõ òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûõ ðàññóæäåíèé, íî îíî íå ÿâëÿåòñÿ âïîëíå
ñòðîãèì. Ïîëíîå è ìàòåìàòè÷åñêè ñòðîãîå îáîñíîâàíèå ýòîãî ôàêòà ïðèâî-
äèòñÿ â ýëåêòðîííîé êíèãå [72] íà îñíîâå ïîíÿòèÿ ¾äåðåâà Êàíòîðîâè÷à¿ è
ïîíÿòèÿ çàâèñèìîñòè (ñâÿçàííîñòè) èíòåðâàëüíûõ âåëè÷èí.

Â ñëó÷àå, êîãäà íå óäà¼òñÿ äîáèòüñÿ åäèíñòâåííîñòè âõîæäåíèÿ â âûðà-
æåíèå êàæäîé ïåðåìåííîé, ìíîãèå èññëåäîâàòåëè [25, 106] ðåêîìåíäóþò ñòà-
ðàòüñÿ õîòÿ áû óìåíüøèòü ÷èñëî ýòèõ âõîæäåíèé. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ïðåäâà-
ðèòåëüíîãî óïðîùåíèÿ ôîðìóëû öåëåâîé ôóíêöèè ðåêîìåíäóåòñÿ èñïîëüçî-
âàòü â êà÷åñòâå àëãîðèòìà ïðåäîáðàáîòêè òàê íàçûâàåìóþ ñõåìó Ãîðíåðà [33],
äîñòàòî÷íî ïðîñòîé è óíèâåðñàëüíûé ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé ìíîãî÷ëå-
íîâ, êîòîðûé èçâåñòåí åù¼ ñî âðåì¼í Íüþòîíà. Îí îñíîâàí íà âûäåëåíèè èç
ìíîãî÷ëåíà

a0x
n + a1x

n−1 + · · ·+ an−1x+ an (1.23)

ìíîæèòåëåé âèäà x− c. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ ìíîãî÷ëåí

b0x
n−1 + b1x

n−2 + · · ·+ bn−2x+ bn−1, (1.24)

ãäå b0 = a0, bk = ak + cbk−1. Êðîìå ýòîãî, ðåçóëüòàò òàêîãî äåëåíèÿ èìååò
îñòàòîê bn.

Ñõåìà ïðîñòà è èçÿùíà (ñëîâî ¾ñõåìà¿ â íàçâàíèè ýòîãî àëãîðèòìà ñâÿçàíî
ñ òåì, ÷òî èñòîðè÷åñêè åãî ðåàëèçóþò â âèäå òàáëèöû [12]). Âûíîñÿ ïåðåìåí-
íóþ x çà ñêîáêè âåçäå, ãäå ýòî âîçìîæíî ìû ïåðåïèñûâàåì âûðàæåíèå (1.23)



42 ÃËÀÂÀ 1. ÈÍÑÒÐÓÌÅÍÒÛ ÈÍÒÅÐÂÀËÜÍÎÃÎ ÀÍÀËÈÇÀ

â âèäå
f(x) = ( . . . (((x+ a1) · x+ a2) · x+ a3) . . . ) · x+ an. (1.25)

Âû÷èñëåíèå f(x) ïðîèñõîäèò â ñîîòâåòñòâèè ñ ïîðÿäêîì, çàäàâàåìûì ñêîá-
êàìè â (1.25):

p1 = a0x+ a1;

p2 = p1x+ a2;

p3 = p2x+ a3;

· · ·
pn = pn−1x+ an;

f(x) = pn.

(1.26)

Êîëè÷åñòâî óìíîæåíèé â ýòîì àëãîðèòìå íà åäèíèöó ìåíüøå, ÷åì êîëè÷åñòâî
íåíóëåâûõ êîýôôèöèåíòîâ ó ìíîãî÷ëåíà p(x). Êðîìå òîãî, àëãîðèòì âûïîë-
íÿåò n ñëîæåíèé.

Ñëó÷àé äâóõ ïåðåìåííûõ ìîæíî ñâåñòè ê ðàññìîòðåííîìó ðàíåå, åñëè äî-
ïóñòèòü, ÷òî a0, a1, . . . , an−1, an � íå êîíñòàíòû, à ïîëèíîìû îò îäíîé ïåðå-
ìåííîé a0(y), a1(y), . . . an−1(y), an(y). Òàêèì îáðàçîì, ïðîâåäÿ ñõåìó Ãîðíåðà
ïî îäíîé ïåðåìåííîé è ïðèäÿ ê çàïèñè âèäà

an + x(an−1 + x( · · · ))),

ìîæåì ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíèòü ñõåìó Ãîðíåðà ê êîýôôèöèåíòàì ai(y).
Ñòðîéíóþ òåîðèþ çäåñü ïîðòèò òîò ôàêò, ÷òî ïðîñòîãî àëãîðèòìà äëÿ àâ-
òîìàòè÷åñêîãî ñèìâîëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ôîðìóëû âíóòðè ïðîãðàììû ìû
ïîêà ïðåäëîæèòü íå ìîæåì.

Äàëåå ìû ðàññìàòðèâàåì äðóãèå ôîðìû èíòåðâàëüíûõ ðàñøèðåíèé, à ê
äåòàëüíîìó îáñóæäåíèþ èõ òî÷íîñòè îáðàùàåìñÿ â �1.4.

1.3.2 Ñðåäíåçíà÷íàÿ ôîðìà èíòåðâàëüíîãî ðàñøèðåíèÿ

Åñòåñòâåííîå èíòåðâàëüíîå ðàñøèðåíèå, îïèñàííîå â ïðåäûäóùåé ãëàâå, èñ-
ïîëüçîâàëî ëèøü èíôîðìàöèþ î âåðõíåé è íèæíåé îöåíêàõ çíà÷åíèé êàæäîé
èç ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé, à çàòåì ïðåîáðàçîâûâàëî ïîëó÷åííûå èíòåðâàëû
â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðàâèëàìè èíòåðâàëüíîé àëãåáðû.

Äëÿ ïîâûøåíèÿ òî÷íîñòè èíòåðâàëüíîãî ðàñøèðåíèÿ ìû ìîæåì ïðèâëå-
êàòü èíôîðìàöèþ î ïðîèçâîäíûõ èíòåðåñóþùåé íàñ ôóíêöèè. Òàê, åñëè f ′(x)
� èíòåðâàëüíîå ðàñøèðåíèå ïðîèçâîäíîé f ′(x) ôóíêöèè f(x) íà èíòåðâàëå
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x ∈ IRn, òî f ′(x) � îöåíêà ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíîé íà ýòîì èí-
òåðâàëå ñâåðõó, à f ′(x) � îöåíêà ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíîé ñíèçó.
Òàêèì îáðàçîì, çíà÷åíèå èñêîìîé ôóíêöèè íà áðóñå x ìîæåò áûòü îöåíåíî
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

min

(
f(c) +

n∑
i=1

∂f(x)

∂xi
· wid(xi)

2

)
6 f(x) 6

max

(
f(c) +

n∑
i=1

∂f(x)

∂xi
· wid(xi)

2

)
,

ãäå c ∈ x � íåêîòîðàÿ ôèêñèðîâàííàÿ òî÷êà. Èäåÿ ïîäõîäà ïðîèëëþñòðèðî-
âàíà íà ðèñ. 1.2.

Ðèñ. 1.2: Èëëþñòðàöèÿ èäåè ñðåäíåçíà÷íîãî èíòåðâàëüíîãî ðàñøèðåíèÿ

Âûðàæåíèå
fmv(x) = f(c) + f ′(x) · (x− c) (1.27)

ïî îïðåäåëåíèþ ÿâëÿåòñÿ èíòåðâàëüíûì ðàñøèðåíèåì ôóíêöèè f íà èíòåð-
âàëå x. Â ñëó÷àå, åñëè c � ïðîñòî êàêàÿ-òî òî÷êà, ýòî óòâåðæäåíèå âåñü-
ìà î÷åâèäíî. Åñëè æå ìû âûáèðàåì â êà÷åñòâå c ñðåäíþþ òî÷êó èíòåðâàëà,
ïîíàäîáèòñÿ òåîðåìà Êàïðàíè-Ìàäñåíà [81], ÷òîáû ïîêàçàòü ýòî. Ïðè ýòîì
èìåííî ñåðåäèíà èíòåðâàëà òðàäèöèîííî èñïîëüçóåòñÿ â êà÷åñòâå c. Îòñþäà
è íàçâàíèå ýòîãî òèïà èíòåðâàëüíîãî ðàñøèðåíèÿ � ñðåäíåçíà÷íîå. Â àíãëî-
ÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå îíî íàçûâàåòñÿ mean-value, ñîêðàùåíèå mv îò íåãî óæå
áûëî èñïîëüçîâàíî â âûðàæåíèè (1.27).

Îòìåòèì, ÷òî â ïîñëåäíåå âðåìÿ ðàññìîòðåííóþ ôîðìó èíòåðâàëüíîãî ðàñ-
øèðåíèÿ âñ¼ ÷àùå íàçûâàþò ¾äèôôåðåíöèàëüíîé öåíòðèðîâàííîé ôîðìîé¿,
òàê êàê îíà ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâèòåëåì îáùèõ öåíòðèðîâàííûõ ôîðì, ó êîòîðî-
ãî â êà÷åñòâå êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ âçÿòû èíòåðâàëüíûå ðàñøèðåíèÿ
ïðîèçâîäíûõ.
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1.3.3 Íàêëîííàÿ ôîðìà èíòåðâàëüíîãî ðàñøèðåíèÿ

Íàêëîííàÿ ôîðìà èíòåðâàëüíîãî ðàñøèðåíèÿ ôóíêöèè � åù¼ îäíà ðàçíî-
âèäíîñòü öåíòðèðîâàííîé ôîðìû. Îíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âûðàæåíèå âèäà

f s(x) = f(c) + f∠(c,x)(x− c), (1.28)

ãäå f∠(c,x) � íàêëîí ôóíêöèè f â òî÷êå c íà ìíîæåñòâå x (íàêëîíàì ïî-
ñâÿù¼í �1.2.2). Òî÷êà c, êîòîðàÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíîé
òî÷êîé, äàæå íå ïðèíàäëåæàùåé èíòåðâàëó îöåíèâàíèÿ x � íàçûâàåòñÿ öåí-
òðîì ôîðìû.

Åñëè öåíòð ôîðìû c íàõîäèòñÿ íà èíòåðâàëå x, íà êîòîðîì ìû âû÷èñ-
ëÿåì èíòåðâàëüíîå ðàñøèðåíèå, òî ðàññìàòðèâàåìîìó òèïó èíòåðâàëüíîãî
ðàñøèðåíèÿ òàêæå ïðèñóù âòîðîé ïîðÿäîê òî÷íîñòè, õàðàêòåðíûé äëÿ öåí-
òðèðîâàííûõ ôîðì.

1.4 Òî÷íîñòü èíòåðâàëüíîãî ðàñøèðåíèÿ ôóíêöèé

Îöåíèì îáëàñòü çíà÷åíèé ñëåäóþùåé ïðîñòåéøåé ôóíêöèè

f(x) = x− x, (1.29)

ñêàæåì, íà èíòåðâàëå [−1, 1]. Åñëè ìû ïîñòðîèì åñòåñòâåííîå èíòåðâàëüíîå
ðàñøèðåíèå, òî ïî ïðàâèëàì, îïèñàííûì âûøå, îáëàñòü çíà÷åíèé ôóíêöèè
áóäåò îöåíåíà êàê [−1, 1]− [−1, 1] = [−2, 2]. Íà áðóñå [−100, 100] åñòåñòâåííîå
èíòåðâàëüíîå ðàñøèðåíèå äàñò óæå îöåíêó [−200, 200].

Ñðåäíåçíà÷íàÿ ôîðìà, îöåíèâàþùàÿ ôóíêöèþ ïî ôîðìóëå (1.27), âûäàñò
ãðàíèöû [0, 0], íåçàâèñèìî îò ðàçìåðîâ âõîäíîãî èíòåðâàëà. Â òî æå âðåìÿ,
åñëè ìû, äëÿ ïðèìåðà ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ôóíêöèþ,

f(x) = 4x4 − 3x3 + 2x2 − x, (1.30)

÷üÿ ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà f ′(x) = 16x3 − 9x2 + 4x − 1, à, ñëåäîâàòåëüíî, èí-
òåðâàëüíîå ðàñøèðåíèå, âû÷èñëåííîå ïî ôîðìóëå (1.27) íà èíòåðâàëå [−1, 1]
äàñò ñëåäóþùóþ îöåíêó:

c = mid(x)

f
(
mid(x)

)
= 0

f ′(x) = [−16, 16]−[0, 9] + [−4, 4]− 1 = [−30, 19]

(1.31)
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Ñîîòâåòñòâåííî,

fmv(x) = 0 + ([−16, 16]− [0, 9] + [−4, 4]− 1) · [−1, 1]
= [−25, 16] + [−4, 4]− 1 = [−30, 19].

(1.32)

Ïðè ýòîì, åñòåñòâåííîå èíòåðâàëüíîå ðàñøèðåíèå, âû÷èñëåííîå ïî ôîð-
ìóëå (1.27) íà òîì æå èíòåðâàëå [−1, 1] äà¼ò îöåíêó

f ♮(x) = 4 · [−1, 1]4 − 3 · [−1, 1]4 + 2 · [−1, 1]2 − [−1, 1]
= 4 · [0, 1]− 3 · [−1, 1] + 2 · [0, 1]− [−1, 1]
= [0, 4]− [−3, 3] + [0, 2]− [−1, 1]
= [−4, 10].

(1.33)

Íàëèöî òàê íàçûâàåìûé ¾ýôôåêò çàâèñèìîñòè¿, óæå óïîìèíàâøèéñÿ â
�1.3 � âòÿãèâàíèå ¾ëèøíèõ¿ òî÷åê ïðè ìàòåìàòè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ.
Êîðíè ïðîáëåìû â òîì, ÷òî â ïðîñòåéøèõ èíòåðâàëüíûõ âû÷èñëåíèÿõ íåÿâíî
ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî ëþáàÿ ïåðåìåííàÿ â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè ìîæåò
ïðèíÿòü ëþáîå çíà÷åíèå èç ñâîåãî èíòåðâàëà. Òî åñòü âñå âõîäÿùèå èíòåðâàëû
ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê íåçàâèñèìûå. Ýòî îñîáåííî î÷åâèäíî íà ïðèìåðå (1.29).
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè áû âìåñòî f = x− x áûëî f = x− y, òî îöåíêà áûëà áû
òî÷íîé.

Âîçìîæíî, íàì óäàñòñÿ óëó÷øèòü òî÷íîñòü ñðåäíåçíà÷íîé îöåíêè, ïîëó-
÷èâ áîëåå òî÷íóþ îöåíêó íà çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíîé. Ïîñ÷èòàåì åñòåñòâåííîå
èíòåðâàëüíîå ðàñøèðåíèå ïðîèçâîäíîé ïî ñõåìå Ãîðíåðà. Êàê îòìå÷àëîñü â
�1.3.1, ïîñâÿùåííîé åñòåñòâåííîìó èíòåðâàëüíîìó ðàñøèðåíèþ, íåêîòîðûå
êëàññèêè ðåêîìåíäóþò èìåííî ýòîò ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ äëÿ ïîâûøåíèÿ òî÷-
íîñòè:

f ′H(x) =
(
(16x− 9)x+ 4

)
x− 1

=
(
([−16, 16]− 9) · [−1, 1] + 4

)
· [−1, 1]− 1

= ([−25, 7] · [−1, 1] + 4) · [−1, 1]− 1

= [−21, 29] · [−1, 1]− 1

= [−30, 28].

(1.34)

Ñîîòâåòñòâåííî,

fH
mv(x) = 0 + [−30, 28] · [−1, 1] = [−30, 28]. (1.35)

Âîïðåêè îæèäàíèÿì, èñïîëüçîâàíèå ýòîãî ìåòîäà óâåëè÷èëî øèðèíó èíòåð-
âàëüíîé îöåíêè. (Ñðàâíèòå ñ (1.31)). ×òî íå òàê óæ è óäèâèòåëüíî, åñëè
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âñïîìíèòü, ÷òî â èíòåðâàëüíûõ àëãåáðàõ ôîðìà çàïèñè ôóíêöèè, å¼ âèä ñó-
ùåñòâåííî âëèÿþò íà òî÷íîñòü èíòåðâàëüíîãî ðàñøèðåíèÿ è â îáùåì ñëó÷àå
xn ̸= x · · · · · x︸ ︷︷ ︸

n ðàç

.

Äåéñòâèòåëüíî, x2 = [0, 4] íà èíòåðâàëå [−2, 1], â òî âðåìÿ êàê x · x =
[−2, 4] , x3 = [−8, 1] íà òîì æå èíòåðâàëå, êîãäà x · x · x = [−8, 4] è òî-
ìó ïîäîáíîå. Ñõåìà Ãîðíåðà êàê ðàç ïåðåâîäèò âîçâåäåíèå â ñòåïåíü â êàñ-
êàäû óìíîæåíèé. Ïðàâäà, åñòü è îáðàòíûå ïðèìåðû: íà èíòåðâàëå [−1,−5]
x3 = x · x · x = [−125,−1]. ×òî áû íå ñòðîèòü ñâîþ òåîðèþ ëèøü íà îäíîì
ïðèìåðå, ìû ñãåíåðèðîâàëè ñëó÷àéíûì îáðàçîì åù¼ íåñêîëüêî ïîëèíîìîâ
ðàçëè÷íûõ ñòåïåíåé è ïðîèçâîëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè. Äëÿ íèõ ïîñ÷èòàëè
åñòåñòâåííîå ðàñøèðåíèå ñïîñîáîì ¾â ëîá¿ è ïî ñõåìå Ãîðíåðà íà èíòåðâàëàõ
ðàçëè÷íîé øèðèíû.

Íàøè ýêñïåðèìåíòû ïîäòâåðæäàþò ñôîðìóëèðîâàííûå âûøå ðàññóæäå-
íèÿ. Ýòî îçíà÷àåò ÷òî èíîãäà èñïîëüçîâàíèå ñõåìû Ãîðíåðà äàâàëî áîëåå òî÷-
íûé ðåçóëüòàò, à èíîãäà � ñîâñåì íàîáîðîò. Õàðàêòåðíî, ÷òî äëÿ îòðèöàòåëü-
íûõ èíòåðâàëîâ òî÷íåå ñõåìà Ãîðíåðà, äëÿ íóëü-ñîäåðæàùèõ � íàîáîðîò, å¼
èñïîëüçîâàòü êàòåãîðè÷åñêè íå ðåêîìåíäóåòñÿ. ×òî æå êàñàåòñÿ âû÷èñëåíèÿ
èíòåðâàëüíîãî ðàñøèðåíèÿ ïîëèíîìà íàä ïîëîæèòåëüíûìè èíòåðâàëàìè, òî
íåâàæíî, êàêóþ âû÷èñëèòåëüíóþ ñõåìó èñïîëüçîâàòü: îáå îáåñïå÷èâàþò îäè-
íàêîâóþ òî÷íîñòü.

Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê ñðàâíåíèþ òî÷íîñòè åñòåñòâåííîãî, ñðåäíåçíà÷íîãî è
íàêëîííûõ èíòåðâàëüíûõ ðàñøèðåíèé.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ íàêëîííîé ôîðìû èíòåðâàëüíîãî ðàñøèðåíèÿ, îïèñûâàå-
ìîé â �1.3.3, íåîáõîäèìî âû÷èñëåíèå íàêëîíà ôóíêöèè íà äàííîì èíòåðâàëå
(ñì. �1.2.2). Åñëè â êà÷åñòâå öåíòðà ôîðìà áóäåò òðàäèöèîííî âûáðàíà ñå-
ðåäèíà èíòåðâàëà, òî íàêëîííàÿ ôîðìà èíòåðâàëüíîãî ðàñøèðåíèÿ îöåíèò
îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè (1.30) íà âûáðàííîì íàìè èíòåðâàëå [−1, 1]
êàê [−∞,+∞] èç-çà äåëåíèÿ íà èíòåðâàë, ñîäåðæàùèé íóëü. Âûáåðåì äðó-
ãîé èíòåðâàë èíòåðåñà, íàïðèìåð, [35, 40]. Â ýòîì ñëó÷àå íàêëîííàÿ ôîðìà
èíòåðâàëüíîãî ðàñøèðåíèÿ ñ öåíòðîì ôîðìû c â ñåðåäèíå èíòåðâàëà îáîçíà-
÷èò ãðàíèöû êàê [4 973 701, 23 805 845] (ðåçóëüòàò îêðóãë¼í äî öåëûõ). Â òî
æå âðåìÿ, åñòåñòâåííîå èíòåðâàëüíîå ðàñøèðåíèå ïîçâîëÿåò óêàçàòü áîëåå
òî÷íûå ãðàíèöû: [5 812 910, 10 114 540].

Íà âðåìÿ îñòàâèì ìîäåëüíûå ïðèìåðû è ïåðåéäåì ê æèçíåííîìó è ÷óòü
áîëåå ñëîæíîìó ïðèìåðó. Âû÷èñëèì åñòåñòâåííîå èíòåðâàëüíîå ðàñøèðåíèå
äëÿ ôóíêöèè

fP5(x) = (2x3y − y3)2 + (6x− y2 + y)2 (1.36)
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íà áðóñå [−5, 5]× [−2, 6]. Äåéñòâóÿ ïî îïðåäåëåíèþ, ïîëó÷àåì:

fP5
♮ (x) =

(
2 · [−5, 5]3 · [−2, 6]− [−2, 6]3

)2
+
(
6 · [−5, 5]− [−2, 6]2 + [−2, 6]

)2
= (2 · [−125, 125] · [−2, 6]− [−8, 216])2 + ([−30, 30]− [0, 36] + [−2, 6])2

= ([−250, 250] · [−2, 6]− [−8, 216])2 + ([−66, 30] + [−2, 6])2

= ([−1 500, 1 500]− [−8, 216])2 + [−68, 36]2

= [−1716, 1508]2 + [−68, 36]2

= [0, 2 944 656] + [0, 4 624]

= [0, 2 949 280].

(1.37)

Ôóíêöèÿ (1.36) òàêæå èçâåñòíà ïîä èìåíåì ¾Price 5¿ (P5) [90], è ìû åù¼ íå
ðàç â äàëüíåéøåì áóäåì èñïîëüçîâàòü å¼ â êà÷åñòâå òåñòîâîé. Òî÷íûå çíà-
÷åíèÿ ìèíèìóìà è ìàêñèìóìà íà óêàçàííîé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ðàâíû 0 è
2 948 256 ñîîòâåòñòâåííî. Ïîëó÷èâøàÿñÿ ðàçíèöà ìåíåå îäíîãî ïðîöåíòà ÿâ-
ëÿåòñÿ ñîâñåì íåïëîõîé äëÿ ñïîñîáà, ïîçâîëèâøåãî çà îäíó èòåðàöèþ íàéòè
ãàðàíòèðîâàííûå âíåøíèå îöåíêè ìèíèìóìà è ìàêñèìóìà ôóíêöèè, îñîáåííî
ñ ó÷¼òîì õàðàêòåðà ôóíêöèè (ñì. ðèñ. 1.3 è 1.4).

Êàê óæå íå ðàç îòìå÷àëîñü, òî÷íîñòü åñòåñòâåííîãî èíòåðâàëüíîãî ðàñ-
øèðåíèÿ ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò ñïîñîáà çàïèñè âûðàæåíèÿ äëÿ ôóíêöèè.
Â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè ïðåäëàãàåì ðàñêðûòü ñêîáêè â ôîðìóëå (1.36), òåì
ñàìûì ñóùåñòâåííî óâåëè÷èâ êîëè÷åñòâî âõîæäåíèé îáåèõ ïåðåìåííûõ:

f = (2x3y − y3)2 + (6x− y2 + y)2

= 4x6y2 − 4x3y4 + 36x2 + 12xy − 12xy2 + y2 − 2y3 + y4 + y6.
(1.38)

Åñòåñòâåííîå èíòåðâàëüíîå ðàñøèðåíèå òàêîãî âûðàæåíèÿ íà òîì æå áðóñå,
÷òî è â (1.37), äàñò óæå îöåíêó [−698 524, 2 900 952].

Âîîáùå, äëÿ äàëüíåéøåãî âàæíî, ÷òî òî÷íîñòü èíòåðâàëüíîãî îöåíèâàíèÿ
ïðè èñïîëüçîâàíèè ëþáîé èç ôîðì èíòåðâàëüíîãî ðàñøèðåíèÿ êðèòè÷åñêèì
îáðàçîì çàâèñèò îò øèðèíû áðóñà îöåíèâàíèÿ. Äëÿ åñòåñòâåííîãî èíòåðâàëü-
íîãî ðàñøèðåíèÿ

dist
(
f ♮(x), range xf

)
6 C · ∥wid x∥ (1.39)

ñ íåêîòîðîé êîíñòàíòîé C, òîãäà êàê ñðåäíåçíà÷íàÿ ôîðìà èìååò óæå âòî-
ðîé ïîðÿäîê òî÷íîñòè [110], ïðè óñëîâèè, ÷òî ìû îöåíèâàåì ïðîèçâîäíóþ
äîñòàòî÷íî àêêóðàòíî � ñ ïåðâûì ïîðÿäêîì òî÷íîñòè.
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Ðèñ. 1.3: Âèä ãðàôèêà ôóíêöèè ¾Price 5¿ (P5).
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Ðèñ. 1.4: Ãðàôèê ôóíêöèè ¾Price 5¿ (P5) âáëèçè íà÷àëà êîîðäèíàò.
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Äåéñòâèòåëüíî, åñëè â ôîðìóëå âû÷èñëåíèÿ èíòåðâàëüíîãî ðàñøèðåíèÿ
ôóíêöèè â ñðåäíåçíà÷íîé ôîðìå (1.27) îáîçíà÷èòü èíòåðâàëüíîå ðàñøèðåíèå
ïðîèçâîäíîé ïî i-òîé ïåðåìåííîé êàê gi:

fmv(x) = f(c) +
n∑

i=1

gi(x) · (xi − ci),

òî ìîæíî ïîêàçàòü [82, 107] ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ.
Åñëè ïðîèçâîäíûå gi äëÿ âñåõ i = 1, . . . , n óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ Ëèï-

øèöà (òî åñòü dist
(
gi(x), gi(y)

)
6 L · dist(x, y)) è ïðè ñòðåìëåíèè ðàçìåðîâ

áðóñà ê íóëþ äëÿ èíòåðâàëüíîãî ðàñøèðåíèÿ ïðîèçâîäíîé ñïðàâåäëèâî (1.39),
òî

dist
(
fmv(x), range xf

)
= O(wid 2(x)) (1.40)

Åñëè æå äëÿ èñïîëüçóåìîé èíòåðâàëüíîé îöåíêè äëÿ ïðîèçâîäíûõ óñëîâèå
(1.39) íå âûïîëíÿåòñÿ, à âåðíî ëèøü

wid gi(x) 6 c äëÿ i = 1, n,

òî âìåñòî (1.40) âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

dist (fmv(x), range xf) = O(wid (x)).

Èìåííî áëàãîäàðÿ òîìó, ÷òî ñðåäíåçíà÷íàÿ ôîðìà èíòåðâàëüíîãî ðàñøè-
ðåíèÿ èìååò âòîðîé ïîðÿäîê òî÷íîñòè, îíà çíà÷èòåëüíî ïðåîáëàäàåò â ñî-
âðåìåííûõ èíòåðâàëüíûõ âû÷èñëåíèÿõ íàä åñòåñòâåííûì èíòåðâàëüíûì ðàñ-
øèðåíèåì. Íàøè ýêñïåðèìåíòû äåéñòâèòåëüíî ïîäòâåðæäàþò, ÷òî øèðèíà
ñðåäíåçíà÷íîé ôîðìû ñ óìåíüøåíèåì ðàçìåðà áðóñà óìåíüøàåòñÿ çíà÷èòåëü-
íî áûñòðåå øèðèíû åñòåñòâåííîãî èíòåðâàëüíîãî ðàñøèðåíèÿ. Ê ñîæàëåíèþ,
ýòî åù¼ íå îçíà÷àåò, ÷òî åãî òî÷íîñòü ëó÷øå íà áðóñàõ êîíå÷íûõ ðàçìåðîâ,
ò. å. íå â àñèìïòîòèêå.

Íà ãðàôèêå 1.5 ïîêàçàíû âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ îöåíêè îáëàñòè çíà÷åíèé
ôóíêöèè

f = 4x2 − 2.1x4 +
1

3
x6 + xy − 4y2 + 4y4, (1.41)

òàêæå èçâåñòíîé ïîä èìåíåì ¾Øåñòèãîðáûé âåðáëþä¿ (Six Hump Camel Back
èëè ¾Ñ10¿) [90]. Ýòî âåñüìà êðóòî âîçðàñòàþùàÿ çà ïðåäåëàìè áðóñà [−1, 1]×
[−1, 1] ôóíêöèÿ (ñì. ðèñ. 1.6) èìååò øåñòü ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ, êîòîðûì
îíà è îáÿçàíà ñâîèì íàçâàíèåì. Âèä ôóíêöèè âáëèçè íà÷àëà êîîðäèíàò ïðè-
âåäåí íà ðèñ. 1.7.
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Ðèñ. 1.5: Ñðàâíåíèå èíòåðâàëüíûõ îöåíîê
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Ðèñ. 1.6: Ãðàôèê ôóíêöèè ¾Øåñòèãîðáûé âåðáëþä¿ (C10) � ¾êîíôîðìàöèÿ âàííà¿

Ðèñ. 1.7: Âèä ôóíêöèè ¾Øåñòèãîðáûé âåðáëþä¿ (C10) âáëèçè íà÷àëà êîîðäèíàò
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Ðåçóëüòàòû ïðîâåä¼ííûõ ðàñ÷¼òîâ ïîêàçàëèñü ïàðàäîêñàëüíûìè è ñòè-
ìóëèðîâàëè äàëüíåéøèé ïîèñê â ýòîì íàïðàâëåíèè. Áûëè ïðîâåðåíû åù¼
íåñêîëüêî ôóíêöèé:

fR = x2 + y2 − cos(18x)− cos(18y), (1.42)

èçâåñòíàÿ ïîä èìåíåì äåñÿòîé ôóíêöèè Ðàñòðèãèíà (Rastrigin10 èëè R10, âèä
å¼ ãðàôèêà âáëèçè íà÷àëà êîîðäèíàò ìîæíî íàéòè íà ñòð. 99), à òàêæå

fG2 =
x2 + y2

200
− cos(x) · cos

(
y√
2

)
+ 1, (1.43)

êîòîðóþ â äàëüíåéøåì â ñîîòâåòñòâèè ñ [90] ìû áóäåì íàçûâàòü Griewank 2
èëè æå ¾G2¿ (âèä å¼ ãðàôèêà ïîêàçàí íà ðèñ. 1.8).

Ðèñ. 1.8: Âèä ôóíêöèè ¾Griewank 2¿ (G2)
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¾Ñ10¿ ¾R10¿ ¾G2¿ ¾RB4¿

Áðóñ IE♮ IEmv IE♮ IEmv IE♮ IEmv IE♮ IEmv

[−10, 10]
× 395333 4169800 204 760 3 22 1000120 8000400

[−10, 10]

[−9, 9]× [−9, 9] 217979.1 2237440 132 544 2.81 19.62 656200 5249130

[−8, 8]× [−8, 8] 113006.6 1118540 132 544 2.64 17.28 409681 3277050

[−7, 7]× [−7, 7] 54352.4 511814 102 448 2.49 14.98 240164 1920996

[−6, 6]× [−6, 6] 23817.6 209044 76 360 2.36 12.72 129649 1036944

[−5, 5]× [−5, 5] 9270.83 73450 54 280 2.25 10.5 62536 500100

[−2, 2]× [−2, 2] 158.933 596.8 12 88 1.46 4.08 1609 12816

[−1, 1]× [−1, 1] 16.4333 50 6 40 0.6 1.7 104 804

[−0.5, 0.5]
× 2.8865 6.5 4.5 19 0.1792 0.4844 8.25 51.5

[−0.5, 0.5]
[−0.1, 0.1]
× 0.1006 0.1832 2.4744 3.64 0.0076 0.0202 0.41 0.3

[−0.1, 0.1]
[−0.05, 0.05]

× 0.025 0.0452 0.7618 1.42 0.0019 0.005 0.2006 0.11

[−0.05, 0.05]
[−0.01, 0.01]

x 0.001 0.0018 0.0325 0.0647 7.6E-05 0.0002 0.04 0.0202

[−0.01, 0.01]

Äëÿ áîëüøåé íàãëÿäíîñòè ïðèâîäèì ãðàôèê äëÿ ÷åòûðåõ ôóíêöèé (òåõ,
÷òî ìîãóò áûòü ïîñòðîåíû â îäíîì ìàñøòàáå) íà ðèñ. 1.9.

Âûâîä èç ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ïðåæíèé � åñòåñòâåííîå èíòåðâàëüíîå
ðàñøèðåíèå, êàê ïðàâèëî, ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü áîëåå êà÷åñòâåííóþ îöåíêó.
Ëèøü íà èíòåðâàëàõ, ÷üÿ øèðèíà î÷åíü ìàëà, ñðåäíåçíà÷íàÿ ôîðìà çíà÷è-
òåëüíî ÷àùå äàåò áîëåå òî÷íûé ðåçóëüòàò.

Èçó÷èì ýòîò ýôôåêò áîëåå ïîäðîáíî íà îñíîâå ôóíêöèè ¾RB4¿, òàêæå
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Ðèñ. 1.9: Øèðèíà åñòåñòâåííîé è ñðåäíåçíà÷íîé èíòåðâàëüíûõ
îöåíîê íà ðàçíûõ öåëåâûõ ôóíêöèÿõ
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èçâåñòíîé ïîä èìåíåì ÷åòâåðòîé ôóíêöèè Ðîçåíáðîêà (Rosenbrock4):

fRB4(x) = 100 ·
(
x21 − x22

)2
+ (x1 − 1)2. (1.44)

Âèä ôóíêöèè ïðèâåäåí íà ðèñ. 1.10.

Ðèñ. 1.10: Ôóíêöèÿ (1.44) ¾Ðîçåíáðîê4¿ (RB4).
Îáùèé âèä (ñëåâà) è ïîâåäåíèå âáëèçè òî÷êè ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà (ñïðàâà)

Ìû ñëó÷àéíûì îáðàçîì ðàçáèëè èñõîäíóþ îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ [−10, 10]×
[−10, 10] íà ñòî áðóñîâ, êàê ýòî ïîêàçàíî íà ðèñ. 1.11 è âû÷èñëèëè èíòåðâàëü-
íûå îöåíêè èñïîëüçóÿ åñòåñòâåííîå, à çàòåì ñðåäíåçíà÷íîå èíòåðâàëüíûå ðàñ-
øèðåíèÿ. Ðåçóëüòàòû ïðèâåäåíû íà ðèñ. 1.12.

Â öåëîì, åñòåñòâåííîå èíòåðâàëüíîå ðàñøèðåíèå âûãëÿäèò áîëåå òî÷íûì.
Òàêèå ñòàòèñòè÷åñêèå ïîêàçàòåëè êàê ñóììà øèðèíû âñåõ îöåíîê ïî âñåì
áðóñàì è ñðåäíÿÿ øèðèíà èíòåðâàëüíîé îöåíêè ìåíüøå èìåííî äëÿ åñòå-
ñòâåííîãî èíòåðâàëüíîãî ðàñøèðåíèÿ. Âî ìíîãîì ýòî îáúÿñíÿåòñÿ î÷åíü èç-
áûòî÷íîé îöåíêîé, ïîëó÷åííîé ïðè èñïîëüçîâàíèè ñðåäíåçíà÷íîé ôîðìû äëÿ
áðóñà [0, 5]× [−2.5, 0] (õîðîøî çàìåòíûé ïèê íà ãðàôèêå). Èíòåðåñíî, ÷òî äëÿ
ðàññìàòðèâàåìîé ôóíêöèè ñðåäíåçíà÷íàÿ ôîðìà â îñíîâíîì äàåò áîëåå òî÷-
íóþ âåðõíþþ ãðàíèöó, íî ïðè ýòîì ñêëîííà çàíèæàòü íèæíþþ îöåíêó (ñì.
ãðàôèêè íà ðèñ. 1.13)

Ñëåäóþùèé ýêñïåðèìåíò, ïðîäåëàííûé íàìè, íàïðàâëåí íà ïîëó÷åíèå áî-
ëåå ïîëíîé êàðòèíû è çàêëþ÷àåòñÿ â äðîáëåíèè èñõîäíîé îáëàñòè îïðåäå-
ëåíèÿ ([−10, 10]× [−10, 10]) ïîñëåäîâàòåëüíî íà 2, 4, 8, 16, . . . , 2 048 îäèíàêî-
âûõ ïîäáðóñîâ, ðàâíîìåðíî ïîêðûâàþùèõ íà÷àëüíóþ îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ è
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Ðèñ. 1.11: Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè ¾RB4¿ ñëó÷àéíî ðàçáèòà
íà ïîäáðóñû ñëåäóþùèì îáðàçîì.
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Ðèñ. 1.12: Øèðèíà èíòåðâàëüíûõ îöåíîê íà ïîäáðóñàõ ñëó÷àéíîãî
ðàçáèåíèÿ, ïîêàçàííîãî íà ðèñ. 1.11. Ïà îñè x âûñòðîåíû áðóñû. Ñïîñîá
èõ óïîðÿäî÷èâàíèÿ â äàííîì ñëó÷àå íå âàæåí. Âàæíà ëèøü øèðèíà

ïîëó÷åííîé èíòåðâàëüíîé îöåíêè íà êàæäîì èç áðóñîâ

ñðàâíåíèè òàêèõ ñòàòèñòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê êàê ñóììàðíàÿ øèðèíà èí-
òåðâàëüíûõ îöåíîê ïî âñåì áðóñàì, ñðåäíÿÿ øèðèíà èíòåðâàëüíûõ îöåíîê,
îòíîñèòåëüíàÿ èçáûòî÷íîñòü îöåíîê. Â êà÷åñòâå öåëåâûõ ôóíêöèé ìû èñ-
ïîëüçîâàëè óæå çíàêîìûå ¾RB4¿ (1.44), ¾C10¿ (1.41), ¾R10¿ (1.42), ¾Tre4¿
(1.15) è ¾P5¿ (1.36).

Ðåçóëüòàòû ïðèâåäåíû â âèäå ãðàôèêîâ íà ðèñóíêàõ 1.14 � 1.19. Âèäíî,
÷òî íà äîñòàòî÷íî êðóïíûõ áðóñàõ ïðåäïî÷òèòåëüíåå èñïîëüçîâàòü åñòåñòâåí-
íîå èíòåðâàëüíîå ðàñøèðåíèå. Ïðè óìåíüøåíèè õàðàêòåðíîãî ðàçìåðà áðóñîâ
äëÿ áîëüøèíñòâà (íî äàëåêî íå äëÿ âñåõ) öåëåâûõ ôóíêöèé ñðåäíåçíà÷íàÿ
ôîðìà ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü áîëåå òî÷íûå îöåíêè.

Èñõîäÿ èç ýòèõ ðåçóëüòàòîâ, ìû ðåêîìåíäóåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùåå èí-
òåðâàëüíîå ðàñøèðåíèå:

f(x) = f ♮(x) ∩ fmv(x) (1.45)

Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî ñóùåñòâóþò åùå äðóãèå, íå ðàññìîòðåííûå â
íàñòîÿùåé ðàáîòå ñïîñîáû âû÷èñëåíèÿ èíòåðâàëüíîé îöåíêè, òàêèå êàê íà-
êëîííûå è áèöåíòðèðîâàííûå ôîðìû. Ñ ó÷¼òîì äîêàçàííîé â ðàáîòå [97] ñëå-
äóþùåé òåîðåìû:
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Ðèñ. 1.13: Âåðõíèå è íèæíèå îöåíêè çíà÷åíèé ôóíêöèè ¾RB4¿ íà ïîäáðóñàõ
ñëó÷àéíîãî ðàçáèåíèÿ, ïîêàçàííîãî íà ðèñ. 1.11
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Ðèñ. 1.14: Øèðèíà, ðàçíîñòü íèæíèõ ãðàíèö è ñóììà âñåõ îöåíîê ôóíêöèè (1.43) ¾G2¿
â çàâèñèìîñòè îò êîëè÷åñòâà áðóñîâ, íà êîòîðîå ðàçäðîáëåíà îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ
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Ðèñ. 1.15: Øèðèíà, ðàçíîñòü íèæíèõ ãðàíèö è ñóììà âñåõ îöåíîê ôóíêöèè (1.44) ¾RB4¿
â çàâèñèìîñòè îò êîëè÷åñòâà áðóñîâ, íà êîòîðîå ðàçäðîáëåíà îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ
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Ðèñ. 1.16: Øèðèíà, ðàçíîñòü íèæíèõ ãðàíèö è ñóììà âñåõ îöåíîê ôóíêöèè (1.41) ¾Ñ10¿
â çàâèñèìîñòè îò êîëè÷åñòâà áðóñîâ, íà êîòîðîå ðàçäðîáëåíà îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ
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Ðèñ. 1.17: Øèðèíà, ðàçíîñòü íèæíèõ ãðàíèö è ñóììà âñåõ îöåíîê ôóíêöèè (1.42) ¾R10¿
â çàâèñèìîñòè îò êîëè÷åñòâà áðóñîâ, íà êîòîðîå ðàçäðîáëåíà îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ
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Ðèñ. 1.18: Øèðèíà, ðàçíîñòü íèæíèõ ãðàíèö è ñóììà âñåõ îöåíîê ôóíêöèè (1.15) ¾Tre4¿
â çàâèñèìîñòè îò êîëè÷åñòâà áðóñîâ, íà êîòîðîå ðàçäðîáëåíà îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ
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Ðèñ. 1.19: Øèðèíà, ðàçíîñòü íèæíèõ ãðàíèö è ñóììà âñåõ îöåíîê ôóíêöèè (1.36) ¾P5¿
â çàâèñèìîñòè îò êîëè÷åñòâà áðóñîâ, íà êîòîðîå ðàçäðîáëåíà îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ
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Òåîðåìà 1.1 Ïóñòü f : R→ R, x ∈ IR è x̃ ∈ x. Åñëè ïðè ýòîì f ′ îáëàñòü
çíà÷åíèé ïðîèçâîäíîé f ′, òî

lim
wid x→0

wid f ′(x)

wid f ∠(x)
= 2,

ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû áóäóò ñïðàâåäëèâû è äëÿ ýòèõ ñïîñîáîâ âû÷èñëåíèÿ
èíòåðâàëüíûõ ðàñøèðåíèé. Íî øèðèíà èíòåðâàëà, íà÷èíàÿ ñ êîòîðîé òî÷-
íîñòü åñòåñòâåííîãî èíòåðâàëüíîãî ðàñøèðåíèÿ áóäåò óñòóïàòü ýòèì ôîðìàì
� óâåëè÷èòñÿ.

Èòîãè ãëàâû 1

Îñíîâíûì èññëåäîâàòåëüñêèì èòîãîì ãëàâû 1 äèññåðòàöèè ÿâëÿåòñÿ ýêñïå-
ðèìåíòàëüíîå èññëåäîâàíèå òî÷íîñòè ðàçëè÷íûõ èíòåðâàëüíûõ ðàñøèðåíèé.
Òåîðåòè÷åñêèå îöåíêè òî÷íîñòè èíòåðâàëüíîãî îöåíèâàíèÿ îáëàñòåé çíà÷å-
íèé ôóíêöèé ñ ïîìîùüþ ðàçëè÷íûõ èíòåðâàëüíûõ ðàñøèðåíèé õîðîøî èç-
âåñòíû, íî â íàñòîÿùåé ðàáîòå âûïîëíåíî øèðîêîìàñøòàáíîå ýêñïåðèìåí-
òàëüíîå èññëåäîâàíèå, êîòîðîå ïîçâîëÿåò áîëåå àêêóðàòíî ïîäõîäèòü ê âûáî-
ðó òåõ èëè èíûõ ôîðì èíòåðâàëüíûõ ðàñøèðåíèé ïðè ðåøåíèè ïðàêòè÷åñêèõ
çàäà÷. Ñäåëàííûå âûâîäû ÿâëÿþòñÿ íåî÷åâèäíûìè è ñâèäåòåëüñòâóþò î òîì,
÷òî çà÷àñòóþ åñòåñòâåííîå èíòåðâàëüíîå ðàñøèðåíèå áîëåå ïðåäïî÷òèòåëü-
íî, ÷åì öåíòðèðîâàííûå ôîðìû, èìåþùèå áîëåå âûñîêèé àñèìïòîòè÷åñêèé
ïîðÿäîê òî÷íîñòè.



Ãëàâà 2

Êðèòè÷åñêèé àíàëèç èíòåðâàëüíûõ

ìåòîäîâ ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè

Â ýòîé ãëàâå ðàáîòû ïðåäñòàâëåí êðèòè÷åñêèé îáçîð ñóùåñòâóþùèõ íà íà-
ñòîÿùåå âðåìÿ èíòåðâàëüíûõ ìåòîäîâ ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè, âûÿâëåíû èõ
ñëàáûå ñòîðîíû, íàìå÷åíû ïóòè ñîâåðøåíñòâîâàíèÿ. Â íàøåì èññëåäîâàíèè
ìû èñïîëüçóåì êàê òåîðåòè÷åñêèå (ðàöèîíàëüíûå) ðàññóæäåíèÿ, òàê è ýêñïå-
ðèìåíòàëüíûå ìåòîäû, êîãäà òå èëè èíûå âûâîäû äåëàþòñÿ íà îñíîâå àíàëèçà
èñïîëíåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ àëãîðèòìîâ. Ìàòåðèàë ãëàâû ÿâëÿåòñÿ íîâûì,
è â ðàññìàòðèâàåìîì íàìè àñïåêòå èíòåðâàëüíûå îïòèìèçàöèîííûå ìåòîäû
ñ äîñòàòî÷íîé ïîëíîòîé ïðàêòè÷åñêè íèêåì ðàíåå íå èçó÷àëèñü.

2.1 Îáçîð êëàññè÷åñêèõ (òî÷å÷íûõ) ìåòîäîâ

Íàïîìíèì îáùóþ ïîñòàíîâêó çàäà÷è îïòèìèçàöèè. Ïóñòü X � íåêîòîðîå
ìíîæåñòâî (êîòîðîå ìîæåò ñîâïàäàòü ñî âñåì ïðîñòðàíñòâîì Rn èëè æå áûòü
çàäàíî êàêèìè-òî îãðàíè÷åíèÿìè � ðàâåíñòâàìè, íåðàâåíñòâàìè è ò. ï.), f
� çàäàííàÿ íà X ôóíêöèÿ, íàçûâàåìàÿ öåëåâîé ôóíêöèåé. Òðåáóåòñÿ íàéòè
ïðèáëèæåíèå

f ∗ = inf
x∈X

f(x). (2.1)

Òàê ôîðìóëèðóåòñÿ çàäà÷à ìèíèìèçàöèè â êëàññè÷åñêîé (òî÷å÷íîé) ïîñòà-
íîâêå. (Â �2.2 ìîæíî áóäåò ñðàâíèòü å¼ ñ ïîñòàíîâêîé èíòåðâàëüíîé çàäà÷è
ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè.)

Ìåòîäîì (àëãîðèòìîì) ðåøåíèÿ çàäà÷è ìèíèìèçàöèè íàçûâàþò ñïîñîá ïî-
ñòðîåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê èç X, ñõîäÿùåéñÿ ê íåêîòîðîé òî÷êå, â
êîòîðîé çíà÷åíèå (2.1) òî÷íî èëè ïðèáëèæåííî äîñòèãàåòñÿ. Òèïû ñõîäèìî-
ñòè óêàçàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîãóò áûòü ðàçëè÷íûìè � îò ñõîäèìîñòè
ïî çíà÷åíèþ ôóíêöèè f äî ñõîäèìîñòè ñ íåêîòîðîé âåðîÿòíîñòüþ. Ïîñêîëü-
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êó íà ïðàêòèêå êîëè÷åñòâî âû÷èñëèòåëüíîé ðàáîòû âñåãäà îãðàíè÷åííî, òî
îãðàíè÷èâàþòñÿ êîíå÷íûì ÷èñëîì ÷ëåíîâ óêàçàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è
ïûòàþòñÿ èõ ïîñòðîèòü òàê, ÷òîáû ñ íàèìåíüøèìè (èëè îãðàíè÷åííûìè) âû-
÷èñëèòåëüíûìè çàòðàòàìè äîñòè÷ü æåëàåìîé (ñîîòâåòñòâåííî, ìàêñèìàëüíî
âîçìîæíîé) òî÷íîñòè. Â çàâèñèìîñòè îò âèäà àëãîðèòìà ãëîáàëüíîãî ïîèñêà
äëÿ ïîñòðîåíèÿ òî÷åê ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ àïðèîðíàÿ èíôîðìàöèÿ î öåëå-
âîé ôóíêöèè è ìíîæåñòâå îïòèìèçàöèè, à òàêæå çíà÷åíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè
è, âîçìîæíî, å¼ ïðîèçâîäíûõ â ïðåäøåñòâóþùèõ òî÷êàõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
è, ìîæåò áûòü â íåêîòîðûõ âñïîìîãàòåëüíûõ òî÷êàõ.

Ñëîæíîñòü çàäà÷è îïòèìèçàöèè îïðåäåëÿåòñÿ ñâîéñòâàìè öåëåâîé ôóíê-
öèè íà èíòåðåñóþùåé íàñ îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ (äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî îïðå-
äåëåíèÿ). Èìååò ìåñòî îïðåäåëåííàÿ äóàëüíîñòü ñâîéñòâ îáëàñòè X è ôóíê-
öèè f . Çàäà÷ó ñî ñëîæíîé öåëåâîé ôóíêöèåé ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü òàê,
÷òî ôóíêöèÿ ñòàíåò ïðîñòîé (íàïðèìåð, ëèíåéíîé), íî ïðè ýòîì âñå ñëîæíî-
ñòè áóäóò ïåðåíåñåíû íà îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ. Âîçìîæíà è ïðîòèâîïîëîæíàÿ
òðàíñôîðìàöèÿ. ×àùå ðàññìàòðèâàþò çàäà÷è ñ äîñòàòî÷íî ïðîñòûìè îáëà-
ñòÿìèX, à âñå ñëîæíîñòè ïåðåíîñÿò íà öåëåâóþ ôóíêöèþ. Èíîãäà ìíîæåñòâî
X çàäàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ðàçëè÷íûõ îãðàíè÷åíèé òèïà ðàâåíñòâ è íåðàâåíñòâ è
èìååò ñëîæíóþ ñòðóêòóðó. Â ýòèõ ñëó÷àÿõ îáû÷íî èñïîëüçóþò ðàçëè÷íûå ìå-
òîäû øòðàôíûõ ôóíêöèé, âûïóêëóþ àïïðîêñèìàöèþ ìíîæåñòâà, îïåðàöèè
ïðîåêòèðîâàíèÿ è ñâîäÿò èñõîäíóþ çàäà÷ó ê çàäà÷å (èëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
çàäà÷) îïòèìèçàöèè íà ìíîæåñòâå (èëè ìíîæåñòâàõ) áîëåå ïðîñòîé ñòðóêòó-
ðû. Îäíèì èç îñíîâíûõ ôàêòîðîâ, îïðåäåëÿþùèõ ñëîæíîñòü çàäà÷è îïòè-
ìèçàöèè ÿâëÿåòñÿ ðàçìåðíîñòü ìíîæåñòâà X. Íàèáîëåå ðàçâèòû ìåòîäû ðå-
øåíèÿ îäíîìåðíûõ çàäà÷, îäíàêî äëÿ áîëüøèíñòâà ïðèêëàäíûõ çàäà÷ áîëåå
âàæíûìè ÿâëÿþòñÿ ìåòîäû ìíîãîìåðíîé ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè.

Èäåÿ áîëüøèíñòâà êëàññè÷åñêèõ ìåòîäîâ ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè çàêëþ-
÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû òåì èëè èíûì ñïîñîáîì îöåíèòü çíà÷åíèÿ öåëåâîé ôóíê-
öèè f(·) íà íåêîòîðîì, ïî-âîçìîæíîñòè íàèáîëåå ïðåäñòàâèòåëüíîì, ïîäìíî-
æåñòâå òî÷åê èç äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà, è, ôàêòè÷åñêè, ðàçëè÷èå ìåòîäîâ çà-
êëþ÷àåòñÿ â ñïîñîáàõ âûáîðà ýòèõ òî÷åê. Òàê êàê íàì íå èçâåñòíî, ãäå èìåííî
íà îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ìîæíî íàéòè ãëîáàëüíûå ìèíèìóìû (ìàêñèìóìû),
íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü íåêîòîðóþ ñòðàòåãèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ýòèõ òî÷åê.
Ëþáóþ òàêóþ ñòðàòåãèþ ïðèíÿòî íàçûâàòü ãëîáàëüíîé òåõíèêîé [114].

Äàëåå, âïîëíå âåðîÿòíî, ÷òî â îêðåñòíîñòè òî÷åê x1, . . . xn, óêàçàííîé ãëî-
áàëüíîé òåõíèêîé ìîãóò áûòü äîñòèãíóòû ëó÷øèå çíà÷åíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè.
Äëÿ ýòîé öåëè ïî÷òè âñå ìåòîäû ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè ê ïîëó÷åííûì òî÷-
êàì ïðèìåíÿþò àëãîðèòìû ëîêàëüíîãî ïîèñêà. Ìåòîä, îñóùåñòâëÿþùèé òà-
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êîé ëîêàëüíûé ñïóñê, ÷àñòî íàçûâàþò ëîêàëüíîé òåõíèêîé.
Ïîìèìî ãëîáàëüíîé è ëîêàëüíûõ òåõíèê ïîèñêà äëÿ ëþáîãî ÷èñëåííîãî

àëãîðèòìà íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü óñëîâèÿ îñòàíîâêè. Ýòî êëþ÷åâîé ìîìåíò,
òàê êàê áåç êàêîé-ëèáî äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèè èëè ïðåäïîëîæåíèé î
çàäà÷å íåâîçìîæíî ñäåëàòü âûâîäû î òî÷íîñòè ðåøåíèÿ, ïîëó÷åííîãî çà íåêî-
òîðîå îãðàíè÷åííîå ÷èñëî èòåðàöèé àëãîðèòìà. È ìû äîëæíû âîñïðèíèìàòü
ïîëó÷åííîå ñ ïîìîùüþ ÷èñëåííîãî ìåòîäà ðåøåíèå êàê ïðèáëèæ¼ííîå.

Ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî ñïåöèàëüíûõ êëàññèôèêàöèé ìåòîäîâ ãëîáàëüíîé
îïòèìèçàöèè [55]. Ïî áîëüø�îìó ñ÷åòó èõ ìîæíî ðàçäåëèòü íà äâå êàòåãîðèè:
äåòåðìèíèðîâàííûå [10, 17, 18, 19, 21, 22, 85] è ñòîõàñòè÷åñêèå [78, 10, 21, 28,
91, 86].

Âñå ìåòîäû ìíîãîýêñòðåìàëüíîé îïòèìèçàöèè ìîæíî óñëîâíî ðàçäåëèòü
íà äâå ãðóïïû. Äëÿ ïåðâûõ ñóùåñòâóþò êàêèå-ëèáî òî÷íûå óòâåðæäåíèÿ îá
èõ ñõîäèìîñòè ê ãëîáàëüíîìó îïòèìóìó, äëÿ âòîðûõ ïðèõîäèòñÿ îãðàíè÷è-
âàòüñÿ íåêîòîðûìè ïðàâäîïîäîáíûìè ðàññóæäåíèÿìè îá èõ ðàçóìíîì ïîâå-
äåíèè â ìíîãîýêñòðåìàëüíîé ñèòóàöèè. Áóäåì ãîâîðèòü â ïåðâîì ñëó÷àå î
òî÷íûõ ìåòîäàõ, âî âòîðîì � îá ýâðèñòè÷åñêèõ.

Ïðèäóìàòü òî÷íûå ìåòîäû íåòðóäíî, îäíàêî èõ öåííîñòü, êàê ïðàâèëî,
íåâåëèêà. Â [56] ïðèâîäèòñÿ õàðàêòåðíûé ïðèìåð.

Òåîðåìà 2.1 Ïóñòü f(x) � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà áðóñå X ⊂ Rn, xk �
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåë¼ííûõ íà X ñëó÷àé-
íûõ âåêòîðîâ. Òîãäà minl6i6k f(x

i)→ minx∈X f(x).

Äîêàçàòåëüñòâî, ïðèâîäèìîå òàì æå, íåñëîæíî. Ïî òåîðåìå Âåéåðøòðàññà
ñóùåñòâóåò òî÷êà x∗ ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà f(x) íà X. Ïóñòü ϵ > 0 ïðîèç-
âîëüíî, â ñèëó íåïðåðûâíîñòè f(x) íàéä¼òñÿ îêðåñòíîñòü U òî÷êè x∗, äëÿ
êîòîðîé f(x) < f(x∗) + ϵ ïðè x ∈ U . Ïóñòü v � îáú¼ì U ∩X, V � îáú¼ì X,
òîãäà v > 0 â ñèëó îòêðûòîñòè U . Âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ òî÷êè xi â U ∩X

ðàâíà v/V ; âåðîÿòíîñòü, ÷òî õîòÿ áû îäíà òî÷êà èç òî÷åê x1, . . . , xk ïîïàä¼ò
â U ∩X ðàâíà pk = 1− (1− v/V )k. Î÷åâèäíî, ÷òî pk → 1 ïðè k →∞. Ýòî è
îçíà÷àåò ñõîäèìîñòü ïî âåðîÿòíîñòè. Òåì ñàìûì òåîðåìà äîêàçàíà.

Äîêàçàííàÿ òåîðåìà ñòîëü æå ïðîñòà è óíèâåðñàëüíà, ñêîëü è áåññîäåðæà-
òåëüíà. Îöåíèì ÷èñëî âû÷èñëåíèé ôóíêöèè, òðåáóåìîå äëÿ îòûñêàíèÿ ðåøå-
íèÿ ñ íåáîëüøîé òî÷íîñòüþ, äëÿ îäíîãî ïðèìåðà. Ïóñòü x = (x1, . . . , x10) ∈
R10, f(x) = max0<j<11 xj, X = { x | 0 6 xj 6 1, j = 1, . . . , 10 }, è çàäà-
äèìñÿ òî÷íîñòüþ ϵ = 10−2. Òîãäà x∗ = 0, f(x∗) = 0, v = (10−2)10 = 10−20,
V = 1, pk ∼ k · 10−20, òî åñòü, ÷òîáû âåðîÿòíîñòü îòûñêàíèÿ x∗ ñ òî÷íîñòüþ
äî 1% áûëà ðàâíà õîòÿ áû 10%, ïîòðåáóåòñÿ ∼ 1019 èòåðàöèé. Èíà÷å ãîâîðÿ,
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ìåòîä ñëó÷àéíîãî ïîèñêà (â ôîðìå, ñôîðìóëèðîâàííîé â îáñóæäàåìîé òåîðå-
ìå) àáñîëþòíî íåïðèãîäåí äëÿ íàõîæäåíèÿ ãëîáàëüíîãî îïòèìóìà óæå äëÿ
ðàçìåðíîñòåé ïîðÿäêà 10. Òàêèì îáðàçîì ñàìà ïî ñåáå òåîðåìà î ñõîäèìîñòè
îòíþäü íå ãàðàíòèðóåò ðàáîòîñïîñîáíîñòè ìåòîäà.

Ðèñ. 2.1: Ïðèìåðû ôóíêöèé, äëÿ êîòîðûõ òðóäíî
íàéòè ãëîáàëüíûé îïòèìóì

Â òî æå âðåìÿ, äîëæíî áûòü ÿñíî, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ íåïðåðûâíûõ
èëè äàæå ãëàäêèõ ôóíêöèé íåâîçìîæåí ìåòîä ñóùåñòâåííî ëó÷øèé, ÷åì â
ðàíåå ñôîðìóëèðîâàííîé òåîðåìå. Íà ðèñ. 2.1 ïðèâåäåíû ïðèìåðû ôóíêöèé,
äëÿ êîòîðûõ ãëîáàëüíûé ìèíèìóì íåëüçÿ íàéòè èíà÷å, ÷åì ïóò¼ì ïåðåáî-
ðà å¼ çíà÷åíèé íà äîñòàòî÷íî ìåëêîé ñåòêå. Îäèí èç âîçìîæíûõ ñïîñîáîâ
êîððåêòíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáîñíîâàíèÿ ïîëó÷àþùèõñÿ ïðè ýòîì àëãîðèò-
ìîâ ñîñòîèò â ñóæåíèè êëàññà ðàññìàòðèâàåìûõ ôóíêöèé äî òàê íàçûâàåìûõ
ëèïøèöåâûõ ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ Ëèïøèöà

|f(x)− f(y)| < L ∥x− y∥,

ñ íåêîòîðîé èçâåñòíîé êîíñòàíòîé L. Ïðè ìèíèìèçàöèè òàêîãî ðîäà ôóíê-
öèé ìîæíî ðóêîâîäñòâîâàòüñÿ ñëåäóþùèì ñîîáðàæåíèåì. Ïóñòü óæå íàé-
äåíî ðåêîðäíîå çíà÷åíèå f(x) ïî k − 1 ïðåäûäóùèì èòåðàöèÿì, φk−1 =
min0<i<k f(x

i), è âû÷èñëåíî f(xk). Òîãäà, åñëè f(xk) < φk−1, òî óëó÷øàåò-
ñÿ çíà÷åíèå ðåêîðäà: φk = f(xk), åñëè æå f(xk) > φk−1, òî â øàðå { x ∈ Rn |
∥x − xk∥ < L−1(f(xk) − φk−1)} çàâåäîìî íå ìîæåò áûòü òî÷êè ãëîáàëüíî-
ãî ìèíèìóìà, ÷òî ïðèâîäèò ê ñîêðàùåíèþ îáëàñòè âîçìîæíîé ëîêàëèçàöèè
ìèíèìóìà.
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Òàêèì îáðàçîì îòûñêàòü îöåíêó ãëîáàëüíîãî îïòèìóìà äåòåðìèíèðîâàí-
íûì àëãîðèòìîì ìîæíî, ñðàâíèâ çíà÷åíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè â ðàçíûõ òî÷-
êàõ îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ. Ïðè ýòîì äîñòîâåðíîñòü ðåçóëüòàòà åñòåñòâåííûì
îáðàçîì çàâèñèò îò êîëè÷åñòâà è ïîëîæåíèÿ âûáðàííûõ òî÷åê. Â ðàáîòàõ
[17, 18, 19, 60] îïèñûâàåòñÿ äåòåðìèíèñòñêèå ìåòîäû, êîòîðûå óñëîâíî ìîæ-
íî íàçâàòü ìåòîäàìè ¾íåðàâíîìåðíûõ ïîêðûòèé¿. Îíè îñíîâàíû íà òîì, ÷òî
åñëè ìû êàêèì-ëèáî îáðàçîì íàéä¼ì êîíñòàíòó Ëèïøèöà èíòåðåñóþùåé íàñ
öåëåâîé ôóíêöèè, òî ñìîæåì îöåíèâàòü âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ìåæ-
äó óçëàìè ñåòêè. Â ñâîþ î÷åðåäü, ýòî ïîçâîëèò îöåíèâàòü òî÷íîñòü ïîëó-
÷àåìîãî ðåçóëüòàòà, à òàêæå ñòðîèòü àäàïòèâíûå ñåòêè, òåì ñàìûì ñíèæàÿ
êîëè÷åñòâî íåîáõîäèìûõ âû÷èñëåíèé. Ïîäûòîæèâàÿ, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî îñ-
íîâíàÿ èäåÿ äåòåðìèíèñòñêèõ ìåòîäîâ òàê èëè èíà÷å ñîñòîèò â ïîëó÷åíèè
ãëîáàëüíîãî ðåøåíèÿ ïîñðåäñòâîì èñ÷åðïûâàþùåãî ïîèñêà íà âñåì äîïóñòè-
ìîì ìíîæåñòâå. Âñëåäñòâèå ýòîãî áîëüøèíñòâî äåòåðìèíèðîâàííûõ ìåòîäîâ
òåðÿþò ýôôåêòèâíîñòü è íàä¼æíîñòü ñ âîçðàñòàíèåì ðàçìåðíîñòè çàäà÷è.
Áîëåå òîãî, ÷òîáû ãàðàíòèðîâàòü óñïåõ, òàêèå ìåòîäû òðåáóþò âûïîëíåíèÿ
äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèé, íàëîæåííûõ íà öåëåâóþ ôóíêöèþ.

Ñòîõàñòè÷åñêèå àëãîðèòìû ïîçâîëÿþò â êàêîé-òî ñòåïåíè óéòè îò ïðîáëåì
äåòåðìèíèðîâàííûõ àëãîðèòìîâ. Îäíèì èç ïîïóëÿðíûõ ïðèíöèïîâ îðãàíèçà-
öèè ñòîõàñòè÷åñêèõ ìåòîäîâ ÿâëÿåòñÿ îöåíèâàíèå çíà÷åíèå ôóíêöèè öåëè â
ñëó÷àéíûõ òî÷êàõ äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà ñ ïîñëåäóþùåé îáðàáîòêîé ïîëó-
÷èâøåéñÿ âûáîðêè. Êàê ñëåäñòâèå, ñòîõàñòè÷åñêèå ìåòîäû íå ãàðàíòèðóþò,
÷òî áóäåò íàéäåí èìåííî ãëîáàëüíûé îïòèìóì.

Ñðåäè êëàññè÷åñêèõ äåòåðìèíèðîâàííûõ ìåòîäîâ ìîæíî âûäåëèòü ìåòî-
äû, îñíîâàííûå íà ðåäóêöèè ðàçìåðíîñòè çàäà÷è. Ïðè îäíîì èç ïîäõîäîâ
ìíîãîìåðíàÿ çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ñåðèè âëîæåííûõ îäíîìåðíûõ çàäà÷ (ìíîãî-
øàãîâàÿ ñõåìà ðåäóêöèè ðàçìåðíîñòè). Äðóãèå àëãîðèòìû èñïîëüçóþò îòîá-
ðàæåíèå ìíîãîìåðíîé îáëàñòè íà îòðåçîê ñ ïîìîùüþ ðàçâåðòîê íà îñíîâå
àïïðîêñèìàöèé êðèâûõ Ïåàíî [29, 101]. Ïîñëåäíèå ðåçóëüòàòû â ýòîé îáëà-
ñòè ïîëó÷åíû Ð.Ã. Ñòðîíãèíûì [62, 63, 64] è ñâÿçàíû ñ ïðèìåíåíèåì ìíî-
æåñòâåííûõ ðàçâåðòîê, ïîçâîëÿþùèõ áîëåå òî÷íî ïåðåäàòü áëèçîñòü òî÷åê
èçìåðåíèé â ìíîãîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ïðè åãî îòîáðàæåíèè íà îòðåçîê.
Âêðàòöå, ìåòîäû ðåäóêöèè ýòîãî òèïà òàê èëè èíà÷å îñíîâûâàþòñÿ íà èñ-
ïîëüçîâàíèè çàïîëíÿþùèõ ïðîñòðàíñòâî êðèâûõ. Èäåÿ ïîñòðîåíèÿ êðèâûõ
Ïåàíî ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 2.2 ñëåâà. Â ïðåäåëå, êîãäà ðàçìåðû áðóñîâ, öåí-
òðàìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ âåðøèíû ëîìàíîé Ïåàíî, ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ, êðèâàÿ
Ïåàíî ïðîõîäèò ÷åðåç âñå òî÷êè îáëàñòè. Îäíàêî, ïðè ýòîì âèä öåëåâîé ôóíê-
öèè ìåíÿåòñÿ êàðäèíàëüíî. Íà ðèñ. 2.2, çàèìñòâîâàííîì èç êíèãè [22], ñïðàâà
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äëÿ ïðèìåðà ïîêàçàíî, ÷òî ïðîèñõîäèò ñ êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèåé ïîñëå å¼
ðåäóêöèè ê îäíîìåðíîé.

Ðèñ. 2.2: Ñëåâà: Èëëþñòðàöèÿ ïîñòðîåíèÿ êðèâîé Ïåàíî.
Ñïðàâà: Îäíîìåðíûé îáðàç êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè ïÿòè ïåðåìåííûõ,

ïîñòðîåííûé äëÿ ðàçíûõ øàãîâ êàê êóñî÷íî-ëèíåéíàÿ
àïïðîêñèìàöèÿ ïî 500 ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåë¼ííûì òî÷êàì.

Èç äðóãèõ èäåé ïîñòðîåíèÿ ìåòîäîâ ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè ôóíêöèé îò-
ìåòèì ðàçâèâàåìûå À.Ñ. Ñòðåêàëîâñêèì ìåòîäû, îñíîâàííûå íà ïðåäñòàâëå-
íèè öåëåâîé ôóíêöèè â âèäå ðàçíîñòè âûïóêëûõ [61].

Òàêæå ñóùåñòâóþò ìåòîäû ðåøåíèÿ ìíîãîìåðíûõ çàäà÷ ãëîáàëüíîé îïòè-
ìèçàöèè, îïèðàþùèåñÿ íà íàõîæäåíèå êóñî÷íî-ëèíåéíûõ âûïóêëûõ è âîãíó-
òûõ îïîðíûõ ôóíêöèé, ðàçâèâàåìûå Î.Â. Õàìèñîâûì [20]. Ñóòü ìåòîäà ñâî-
äèòñÿ ê îòûñêàíèþ äëÿ öåëåâîé ôóíêöèè f(x) âûïóêëîé îïîðíîé ôóíêöèè-
ìàæîðàíòû è âîãíóòîé îïîðíîé ôóíêöèè-ìèíîðàíòû f+(x,y) è f−(x,y) òà-
êèõ, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå òðåáîâàíèÿ:

1) f+(x,y) âûïóêëà è íåïðåðûâíà ïî x ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì y;
2) f−(x,y) âîãíóòà è íåïðåðûâíà ïî x ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì y.
Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî åñëè äëÿ öåëåâîé ôóíêöèè f(x) óäà¼òñÿ íàéòè òàêèå

îïîðíûå ôóíêöèè, òî îíà ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
Ëèïøèöà. Ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå èñõîäíóþ çàäà÷ó ãëîáàëüíîé îï-
òèìèçàöèè ìîæíî ñâåñòè ê çàäà÷å ëèïøèöåâîé îïòèìèçàöèè, òîëüêî âìåñòî
êîíñòàíòû Ëèïøèöà ãëàâíóþ ðîëü â äàëüíåéøåì èãðàþò ââåäåííûå âûøå
îïîðíûå ôóíêöèè.

Ñëó÷àéíûé ïîèñê âîçíèê íå íà ïóñòîì ìåñòå: åãî ïîÿâëåíèþ ïðåäøåñòâî-
âàë ïåðèîä ïðåäûñòîðèè, êîãäà èíñòðóìåíò ñëó÷àéíîñòè îòòà÷èâàëñÿ íà ðå-
øåíèè ðàçëè÷íîãî ðîäà ïðèêëàäíûõ è òåîðåòè÷åñêèõ çàäà÷. Ðàññìîòðèì èõ.

I. Íàèáîëåå î÷åâèäíîé è âñåì èçâåñòíîé ñõåìîé, ýêñïëóàòèðóþùåé èäåþ ñëó-
÷àéíîãî ïîèñêà, ÿâëÿåòñÿ ñïîñîá, îáû÷íî íàçûâàåìûé ìåòîäîì ïðîá è
îøèáîê.
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Êàê âèäíî èç íàçâàíèÿ, ìåòîä ñîñòîèò èç ñåðèè ñëó÷àéíûõ ýêñïåðèìåí-
òîâ (ïðîá) ñ íåêîòîðûìè îáúåêòàìè, ïðè÷åì äîïóñòèì íåóäà÷íûé ðåçóëü-
òàò ýêñïåðèìåíòîâ, òî åñòü íåóäà÷è íå èìåþò ôàòàëüíîãî çíà÷åíèÿ, à èõ
ïîñëåäñòâèÿ ëåãêî óñòðàíèìû. Èíà÷å ãîâîðÿ, ñòîèìîñòü èñïðàâëåíèÿ äî-
ïóùåííîé îøèáêè íåâåëèêà. Ìåòîä íàïðÿìóþ ðåàëèçóåò èäåþ ñëó÷àéíî-
ñòè � ïðîáû (ýêñïåðèìåíòû) âñåãäà ñëó÷àéíû, äëÿ èõ îðãàíèçàöèè íåò
íèêàêèõ èíûõ ñîîáðàæåíèé.

II. Ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî ïîÿâèëñÿ â 1943 ã. è ñ òåõ ïîð ñòàë, îäíèì èç íàèáî-
ëåå ïîïóëÿðíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ìåòîäîâ. Ýòîò ÷èñëåííûé ìåòîä îñíî-
âàí íà ïîëó÷åíèè áîëüø�îãî ÷èñëà ðåàëèçàöèé ñòîõàñòè÷åñêîãî ïðîöåññà,
êîòîðûé ôîðìèðóåòñÿ òàêèì ñïåöèàëüíûì îáðàçîì, ÷òîáû åãî âåðîÿò-
íîñòíûå õàðàêòåðèñòèêè ñîâïàäàëè ñ ðåàëüíûìè âåëè÷èíàìè ðåøàåìîé
çàäà÷è. Ìåòîäû ýòîãî òèïà íàøëè ÷ðåçâû÷àéíî øèðîêîå ïðèìåíåíèå äëÿ
îöåíêè ìíîãîìåðíûõ èíòåãðàëîâ, ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé, ÿâ-
ëÿþòñÿ îñíîâîé äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ìíîãèõ ñëîæíûõ ïðîöåññîâ è ò. ä.

Èäåÿ ìåòîäà ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïðåäñòàâèòü èíòåðåñóþùóþ íàñ âå-
ëè÷èíó (ðåøåíèå óðàâíåíèÿ è ò. ï.), êàê âåðîÿòíîñòíóþ õàðàêòåðèñòèêó
êàêîãî-òî ñòîõàñòè÷åñêîãî ïðîöåññà, à çàòåì âûïîëíèòü ïðÿìîå ñòàòèñòè-
÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå íåêîòîðîãî àíñàìáëÿ åãî ðåàëèçàöèé. Íà îñíîâà-
íèè îáðàáîòêè ðåçóëüòàòîâ ýòîãî ìîäåëèðîâàíèÿ (âû÷èñëåíèå âûáîðî÷-
íîãî ñðåäíåãî, äèñïåðñèè è ò. ï.) è áóäåò ïîëó÷åí îòâåò ê ïîñòàâëåííîé
çàäà÷å. Â ðÿäå ïðîñòûõ ñëó÷àåâ, ëîêàëüíûå ñâîéñòâà ïîñòðîåííîãî ïðî-
öåññà óäàåòñÿ îïèñàòü â âèäå ðåãóëÿðíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ñîîòíîøå-
íèé è ïîëó÷èòü äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, èíòåãðèðîâàíèå êîòîðîãî
ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü ãëîáàëüíûå ñâîéñòâà ïðîöåññà. Íî çà÷àñòóþ äëÿ
ñëîæíûõ ïðîöåññîâ â ëó÷øåì ñëó÷àå ïîëó÷àåòñÿ ëèøü ñòîõàñòè÷åñêîå
äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, èíòåãðèðîâàíèå êîòîðîãî ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé âåñüìà òðóäíóþ çàäà÷ó, à â õóäøåì � ëèøü ïðàâèëà ïåðåõîäà ïðî-
öåññà èç îäíîãî ñîñòîÿíèÿ â äðóãîå. Ýòè ïðàâèëà íîñÿò ñòîõàñòè÷åñêèé
õàðàêòåð, òî åñòü ìîæíî ¾ðàçûãðàòü¿ ñ ïîìîùüþ ïðÿìîãî ÷èñëåííîãî
ìîäåëèðîâàíèÿ êîìïüþòåðîì êîíêðåòíûå ñëó÷àéíûå ðåàëèçàöèè ïåðåõî-
äîâ. Òåì ñàìûì óäàñòñÿ ïîñòðîèòü ðàçíûå âîçìîæíûå òðàåêòîðèè ïðî-
öåññà.

Êàê âèäíî, ñóòü ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî ñîñòîèò â ìíîãîêðàòíîì ìîäåëè-
ðîâàíèè (¾ðàçûãðûâàíèè¿) ñëó÷àéíîãî ïîâåäåíèÿ ïðîöåññà è ïðèíÿòèè
êàêèõ-òî ðåøåíèé íà ýòîé îñíîâå. Äëÿ ðàçûãðûâàíèÿ íóæíî óìåòü ìíî-
ãîêðàòíî ìîäåëèðîâàòü ëîêàëüíîå ïîâåäåíèå ïðîöåññà ñ öåëüþ îïðåäå-
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ëåíèÿ åãî èíòåãðàëüíûõ, ãëîáàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê.

III. Ìåòîä ðàíäîìèçàöèè ïðåäëîæåí â 30-õ ãîäàõ Ôèøåðîì, çàëîæèâøèì
îñíîâû ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè ýêñïåðèìåíòà, è ïî ñåé äåíü øèðîêî èñ-
ïîëüçóåòñÿ â ïëàíèðîâàíèè ýêñïåðèìåíòà. Ýòîò ìåòîä òàêæå îïèðàåòñÿ
íà ñïåöèàëüíî ñîçäàâàåìóþ ñëó÷àéíîñòü. Ñóòü ïîäõîäà çàêëþ÷àåòñÿ â
ñëåäóþùåì.

Ïóñòü íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü ìîäåëü èçó÷àåìîãî ÿâëåíèÿ, çàâèñÿùåãî îò
ðÿäà ôàêòîðîâ. Äëÿ ïðîñòîòû ïîëîæèì, ÷òî òàêèõ ôàêòîðîâ äâà � x1 è
x2. Îáà íàõîäÿòñÿ â ðàñïîðÿæåíèè èññëåäîâàòåëÿ, ïðè÷åì èíòåðåñ ïðåä-
ñòàâëÿåò âëèÿíèå ëèøü ïåðâîãî (x1), à âòîðîé (x2) ÿâëÿåòñÿ äîñàäíîé
ïîìåõîé, êîòîðóþ ñëåäóåò èñêëþ÷èòü. Òàêèì îáðàçîì, èññëåäîâàòåëÿ èí-
òåðåñóåò ìîäåëü y = f(x1), à â ýêñïåðèìåíòå îí íàáëþäàåò îòäåëüíûå
ðåàëèçàöèè çàâèñèìîñòè y = f0(x1, x2), ãäå f0 � îïåðàòîð îáúåêòà. Êàê
âèäíî, çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â ñèíòåçå ìîäåëüíîãî îïåðàòîðà f . Ïðåæäå
âñåãî èññëåäîâàòåëü ñòðîèò ïëàí ýêñïåðèìåíòà, ò. å. ôèêñèðóåò êîíêðåò-
íûå çíà÷åíèÿ îáîèõ ôàêòîðîâ, ïðè êîòîðûõ íåîáõîäèìî ïîñòàâèòü ýêñïå-
ðèìåíò è îïðåäåëèòü ðåàêöèþ èññëåäóåìîãî ÿâëåíèÿ. Ïëàí ïî ïåðâîìó
ôàêòîðó äîëæåí áûòü òàêèì, ÷òîáû êàê ìîæíî òî÷íåå îïðåäåëèòü ìî-
äåëü f . À ÷òî äåëàòü ñî âòîðûì ôàêòîðîì, êîòîðûé íå âõîäèò â ìîäåëü?
Åãî ñëåäóåò èñêëþ÷èòü. Åñëè îïåðàòîð f0 îáúåêòà èçâåñòåí, òî èñêëþ÷å-
íèå ðåàëèçóåòñÿ ïóòåì îáû÷íîãî îñðåäíåíèÿ ïî èñêëþ÷àåìîìó ôàêòîðó:

f(x1) =

∫
f0(x1, x2)p2(x2)dx2,

ãäå p2(x2) � ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ôàêòîðà x2.

2.2 Èíòåðâàëüíûå ìåòîäû

Èòàê, ïåðåä íàìè ñòîèò çàäà÷à íàéòè ãëîáàëüíûé îïòèìóì âåùåñòâåííîçíà÷-
íîé ôóíêöèè f : Rn ⊃ X → R íà íåêîòîðîé ïîäîáëàñòè x å¼ îáëàñòè îïðåäå-
ëåíèÿ X. Ïðè ýòîì x ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðÿìîóãîëüíûé áðóñ, ñ ïàðàëëåëü-
íûìè êîîðäèíàòíûì îñÿì ñòîðîíàìè:

íàéòè minx∈x f(x) (2.2)

Â ñëó÷àå, êîãäà íàì àïðèîðè íå èçâåñòåí õàðàêòåð ïîâåäåíèÿ öåëåâîé ôóíê-
öèè f è ñòðóêòóðà å¼ ëîêàëüíûõ ýêñòðåìóìîâ, ðåøåíèå çàäà÷è (2.2) íåèçáåæ-
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íî ïîòðåáóåò â òîì èëè èíîì âèäå ïåðåáîð è ñðàâíåíèå ¾âñåõ òî÷åê¿ îáëàñòè
îïðåäåëåíèÿ.

Íàèëó÷øèì ðåøåíèåì áóäåò íàéòè íåêèå x′ è y′, íàèáîëåå òî÷íî ïðèáëè-
æàþùèå òî÷íûé ðåçóëüòàò. Òî åñòü òàêèå, ÷òî ðàññòîÿíèÿ | x′−x∗ | è | y′−y∗ |
áóäóò ¾ìàëû¿. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ïîñòàíîâêó çàäà÷è.

Äëÿ ôóíêöèè f(x), çàäàííîé íà íåêîòîðîé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ x0 ≤ x ≤
x1, íàäî íàéòè X := [x, x] è Y := [y, y], òàêèå ÷òî:

(i) x′ ∈X è y′ ∈ Y è
(ii) X è Y íàñòîëüêî óçêè, íàñêîëüêî ýòî íóæíî äëÿ äàííîé çàäà÷è.

Ðèñ. 2.3: Èëëþñòðàöèÿ èíòåðâàëüíîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è.

Åù¼ ðàç îáðèñóåì îñíîâíîé ïðèíöèï èòåðàöèîííûõ èíòåðâàëüíûõ ìåòîäîâ
ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè. Òàê èëè èíà÷å, âñå ìåòîäû ýòîãî òèïà ñóùåñòâåí-
íî ýêñïëóàòèðóþò òîò ôàêò, ÷òî áîëüøèíñòâî èíòåðâàëüíûõ îöåíîê îáëàñòè
çíà÷åíèé ôóíêöèè � àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íûå:

dist
(
f(x), range xf

)
−→ 0 ïðè wid (x) −→ 0. (2.3)

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè óìåíüøåíèè ðàçìåðîâ îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ òî÷íîñòü
èíòåðâàëüíîãî ðàñøèðåíèÿ ôóíêöèè óâåëè÷èâàåòñÿ. Ê ñîæàëåíèþ, ïðè ýòîì
íå ñëåäóåò îæèäàòü, ÷òî ïðè óìåíüøåíèè ðàçìåðîâ îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ, ñêà-
æåì, âäâîå, è òî÷íîñòü èíòåðâàëüíîé îöåíêè óëó÷øèòñÿ íà ñòîëüêî æå, èëè
õîòÿ áû ïðîïîðöèîíàëüíî. Ýòî ëèøü îçíà÷àåò, ÷òî ïðè ïðèíóäèòåëüíîì äðîá-
ëåíèè áðóñà îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ òî÷íîñòü èíòåðâàëüíîé îöåíêè áóäåò âîç-
ðàñòàòü.
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Â ñàìîì äåëå, åñëè ðàçáèòü èñõîäíûé áðóñ x íà äâà ïîäáðóñà x′ è x′′,
äàþùèå â îáúåäèíåíèè âåñü x, òî åñòü òàêèå, ÷òî x′ ∪ x′′ = x, òî

{ f(x) | x ∈ x } = { f(x) | x ∈ x′ } ∪ { f(x) | x ∈ x′′ }.

Ñîîòâåòñòâåííî, ìîæíî âû÷èñëèòü èíòåðâàëüíûå ðàñøèðåíèå íà êàæäîì ïîä-
áðóñå è â êà÷åñòâå íîâîé îöåíêè ìèíèìóìà öåëåâîé ôóíêöèè íà x âçÿòü

min
{
f(x′) , f(x′′)

}
è îíà áóäåò, âîîáùå ãîâîðÿ, áîëåå òî÷íà, ÷åì èñõîäíàÿ îöåíêà f(x), òàê êàê
ó áðóñîâ x′ è x′′ ðàçìåðû ìåíüøå, ÷åì ó èñõîäíîãî x. Áðóñû-ïîòîìêè x′ è x′′

ìîæíî, â ñâîþ î÷åðåäü, îïÿòü ðàçáèòü íà áîëåå ìåëêèå ÷àñòè, íàéòè äëÿ íèõ
èíòåðâàëüíûå ðàñøèðåíèÿ è äàëåå óòî÷íèòü îöåíêó äëÿ ìèíèìóìà, ïîòîì
ñíîâà ïîâòîðèòü ïðîöåäóðó è òàê äàëåå, ïðèìåðíî êàê íà ðèñ. 2.4.

Ðèñ. 2.4: Ïîèñê îïòèìóìà ïîñëåäîâàòåëüíûì äðîáëåíèåì îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ

Öåëåñîîáðàçíî âíåñòè â ýòîò ïðîöåññ ïîñëåäîâàòåëüíîãî äðîáëåíèÿ-îöåíè-
âàíèÿ íåêîòîðûé ïîðÿäîê, è ïðåæäå âñåãî ìû îáñóäèì âîçìîæíóþ ñòðàòåãèþ
äðîáëåíèÿ, ò. å. àëãîðèòì, â ñîîòâåòñòâèè ñ êîòîðûì íà òîé èëè èíîé èòåðàöèè
âûáèðàåòñÿ äðîáèìûé áðóñ.

Èñõîäÿ èç òîãî, ÷òî ÷åì øèðå áðóñ, íà êîòîðîì ïðîèñõîäèò îöåíèâàíèå,
òåì âûøå ïîãðåøíîñòü èíòåðâàëüíîé îöåíêè, ìîæíî ïîïðîáîâàòü íà êàæäîé
èòåðàöèè íàõîäèòü ñàìûé øèðîêèé áðóñ è äðîáèòü åãî. Íèæå ïðèâåä¼í ïñåâ-
äîêîä òàêîãî àëãîðèòìà, ãäå _boxContainer ýòî íåêèé ñïèñîê âñåõ áðóñîâ,
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èçíà÷àëüíî ñîäåðæàùèé âñåãî îäèí áðóñ � âñþ èíòåðåñóþùóþ íàñ îáëàñòü.
Î÷åâèäíàÿ ïðîñòîòà ýòîãî àëãîðèòìà, ïîæàëóé, åäèíñòâåííîå åãî äîñòîèí-
ñòâî. Âåäü íàì, ñêîðåå âñåãî, ïðèäåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî ïåðåáðàòü âñå áðóñû,
ñäåëàâ (wid (x)/ϵ) èòåðàöèé, ãäå ϵ � íóæíàÿ íàì òî÷íîñòü.

Ëèñòèíã 4. Îäèí èç âîçìîæíûõ àëãîðèòìîâ ïîñëåäîâàòåëüíîãî
óëó÷øåíèÿ îöåíêè îïòèìóìà íà ÿçûêå Ñ++

. . .

_boxContainer.add(X); // Çàíåñòè â ðàáî÷èé ñïèñîê èñõîäíûé áðóñ.

do {

Box workBox = _boxContainer.getWidest();

// Èçâëå÷ü ñàìûé øèðîêèé áðóñ.

if ( workBox.size() < min_size ) // Âûõîä, åñëè åãî ðàçìåð

break; // ìåíüøå òðåáóåìîé òî÷íîñòè.

_temporaryLine = algorithm->splitBox(workBox); // Ðàçäðîáèòü

//áðóñ êàêèì-ëèáî ñïîñîáîì.

_boxContainer.merge(_temporaryLine); // Äîáàâèòü â ðàáî÷èé ñïèñîê

// íîâûå ïîäáðóñû.

} while ( step_counter++ < max_step ) // Àëãîðèòì çàêàí÷èâàåòñÿ,

// åñëè äîñòèãíóòî

// ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî

// èòåðàöèé.

. . .

Áîëåå ðàçóìíûé âûáîð � äðîáèòü áðóñ ñ íàèìåíüøåé íèæíåé ãðàíèöåé,
(ñ íàèáîëüøåé âåðõíåé ãðàíèöåé, åñëè íàñ èíòåðåñóåò ìàêñèìóì ôóíêöèè).
Íà ðèñ. 2.5 ïðèâåäåíà áëîê-ñõåìà øèðîêî ðàñïðîñòðàíåííîãî ìåòîäà ¾àäàï-
òèâíîãî èíòåðâàëüíîãî äðîáëåíèÿ¿.

Àëãîðèòì òàêæå îïåðèðóåò ïîíÿòèåì ¾ðàáî÷èé ñïèñîê¿ � ýòî ñïèñîê (ðå-
àëèçóåìûé èëè êàê ñïèñîê èëè ñòåê èëè êó÷à), ãäå õðàíÿòñÿ âñå ïîäáðóñû,
ïîðîæä¼ííûå àëãîðèòìîì. Âåäóùèé èëè íàèáîëåå ïåðñïåêòèâíûé áðóñ � ýòî
áðóñ, íà êîòîðîì â íàñòîÿùèé ìîìåíò äîñòèãàåòñÿ íàèáîëüøàÿ (íàèìåíüøàÿ)
îöåíêà çíà÷åíèÿ ôóíêöèè. Êðèòåðèåì îñòàíîâêè ìîæåò áûòü ìàêñèìàëüíîå
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Ðèñ. 2.5: Áëîê-ñõåìà îïòèìèçàöèîííîãî àëãîðèòìà
àäàïòèâíîãî èíòåðâàëüíîãî äðîáëåíèÿ.

êîëè÷åñòâî èòåðàöèé, äîñòàòî÷íàÿ øèðèíà îöåíêè îïòèìóìà è ò. ï.
Ýòîò àëãîðèòì, ÷àñòî íàçûâàþò áàçîâûì èíòåðâàëüíûì àëãîðèòìîì ãëî-

áàëüíîé îïòèìèçàöèè. Ê åãî äîñòîèíñòâàì ñëåäóåò îòíåñòè î÷åâèäíóþ ïðî-
ñòîòó ðåàëèçàöèè è äîêàçàòåëüíîñòü (ãàðàíòèðîâàííîñòü) ðåçóëüòàòîâ. Îíà
ñëåäóåò èç òîãî öåííîãî ñâîéñòâà èíòåðâàëüíîãî ðàñøèðåíèÿ ôóíêöèè, êîòî-
ðîå ãàðàíòèðóåò, ÷òî íà äàííîé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ íè îäíî çíà÷åíèå ôóíê-
öèè íå âûéäåò çà âû÷èñëåííûå ãðàíèöû. Òàêèì îáðàçîì ãàðàíòèðóåòñÿ, ÷òî
íàéäåííîå çíà÷åíèå (çíà÷åíèÿ) � ýòî äåéñòâèòåëüíî ãëîáàëüíûé îïòèìóì, è
íè îäèí îïòèìóì íå ïðîïóùåí.

Òåïåðü ïîãîâîðèì î íåäîñòàòêàõ ìåòîäà. Äëÿ ãàðàíòèè òîãî, ÷òî íè îäèí
îïòèìóì íå ïðîïóùåí, àëãîðèòì âûíóæäåí õðàíèòü âñå ïîäáðóñû, ÷òî ïðè
ðåøåíèè ¾äîñòàòî÷íî ñëîæíîé¿ çàäà÷è íà ¾äîñòàòî÷íî áîëüøîé¿ îáëàñòè
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îïðåäåëåíèÿ ðàíî èëè ïîçäíî ìîæåò âûëèòüñÿ â ïðîáëåìó íåõâàòêè îïåðà-
òèâíîé ïàìÿòè è ðåçêîìó çàìåäëåíèþ ñêîðîñòè âû÷èñëåíèé. Ïîäðîáíåå ýòî
îñâåùàåòñÿ â �2.3.

Êðîìå ïðîñòîãî õðàíåíèÿ áðóñîâ, àëãîðèòì âûíóæäåí âûïîëíÿòü îïðå-
äåëåííûå äåéñòâèÿ ïî ïîääåðæàíèþ ðàáî÷åãî ñïèñêà óïîðÿäî÷åííûì ëèáî
æå ïî ïîèñêó íàèáîëåå ïåðñïåêòèâíîãî áðóñà ïðè íåóïîðÿäî÷åííîì õðàíå-
íèè (ïîäðîáíåå ñïîñîáû îðãàíèçàöèè ðàáî÷åãî ñïèñêà ìû ðàññìîòðèì â �2.4).
Êðîìå òîãî, èìåÿ êàêèå-òî êðèòåðèè îòáðàêîâêè áðóñîâ èëè èõ ÷àñòåé, ìû,
âîçìîæíî, áóäåì ñïîñîáíû ñýêîíîìèòü âðåìÿ, íå äðîáÿ çàâåäîìî áåñïåðñïåê-
òèâíûå áðóñû.

2.3 Îñîáåííîñòè ñîâðåìåííûõ ìàøèííûõ âû÷èñëåíèé

×òîáû âûïîëíèòü íà êîìïüþòåðå êàêóþ-íèáóäü îïåðàöèþ, íàïðèìåð, óìíî-
æåíèå m = a · b íåîáõîäèìî ñíà÷àëà çàãðóçèòü çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ a è b
èç ïàìÿòè, èñïîëíèòü èíñòðóêöèþ óìíîæåíèÿ, è çàòåì ñîõðàíèòü ðåçóëüòàò.
Òàêèì îáðàçîì, âðåìÿ âûïîëíåíèÿ îäíîé âû÷èñëèòåëüíîé îïåðàöèè ìîæíî
îöåíèòü êàê èõ ñóììó:

tΣ 6 tload + tcomput + tstore

tcomput � âðåìÿ, êîòîðîå ïîòðåáóåòñÿ ïðîöåññîðó íà òî, ÷òîáû ïåðåìíîæèòü
äâà ÷èñëà, êîãäà îíè óæå çàãðóæåíû; tload � âðåìÿ íà çàãðóçêó äàííûõ èç ïà-
ìÿòè, tstore � âðåìÿ íà ñîõðàíåíèå ðåçóëüòàòà. Ïðèâåäåííîå âûøå âûðàæåíèå
îáùåãî âðåìåíè âûïîëíåíèÿ îïåðàöèè ÿâëÿåòñÿ îöåíêîé ñâåðõó, è íåñòðîãîå
íåðàâåíñòâî èñïîëüçîâàíî íå ñëó÷àéíî. Âíóòðåííÿÿ ëîãèêà ñîâðåìåííûõ ïðî-
öåññîðîâ è îïòèìèçèðóþùèå êîìïèëÿòîðû ñòàðàþòñÿ èçáàâëÿòüñÿ îò âëèÿ-
íèé ïîäîáíûõ ôàêòîðîâ, ÷òî ïîçâîëÿåò â êàêîé-òî ñòåïåíè óìåíüøèòü îáùåå
âðåìÿ èñïîëíåíèÿ ïðîãðàììû.

Ðàñïðîñòðàíåíî óáåæäåíèå, ÷òî äëÿ áîëåå áûñòðûõ âû÷èñëåíèé íóæåí áî-
ëåå áûñòðûé ïðîöåññîð. Ýòî áûëî äåéñòâèòåëüíî òàê íà ðàííèõ ýòàïàõ ðàçâè-
òèÿ âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè. Çàòåì, âèäèìî, ýòîò ìèô óêîðåíèëñÿ áëàãîäàðÿ
äåÿòåëüíîñòè ñëóæá ìàðêåòèíãà êîìïàíèé � ïðîèçâîäèòåëåé êîìïüþòåðîâ.
Íà ñàìîì äåëå, âàæíû âñå ýòàïû. Áîëåå òîãî, íà äàííûé ìîìåíò tcomput ≪
tload + tstore.

Ñêîðîñòü ðàáîòû ñ ïàìÿòüþ îïðåäåëÿåòñÿ äâóìÿ âåëè÷èíàìè. Ïåðâàÿ �
ýòî ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòüþ êàíàëà (â àíãëîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå íàçûâàå-
ìàÿ bandwidth), ïîêàçûâàþùàÿ, ñêîëüêî äàííûõ, èíñòðóêöèé è ò. ï. ìîæíî
äîñòàâèòü çà åäèíèöó âðåìåíè. È âòîðàÿ � ýòî ñêîðîñòü äîñòàâêè (latency),
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îïðåäåëÿþùàÿ âðåìÿ äîñòàâêè. Äëÿ ëó÷øåãî ïîíèìàíèÿ ýòèõ äâóõ õàðàêòå-
ðèñòèê ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ àíàëîãèåé ñ íåôòåïðîâîäîì. Ïðèìåð âïîëíå
íàãëÿäåí: ìîæíî ïðîêà÷èâàòü ÷åðåç íåôòåïðîâîä íåìàëîå êîëè÷åñòâî íåôòè
â ìèíóòó, íî êàæäûé êîíêðåòíàÿ ÷àñòèöà íåôòè èä¼ò äî ìåñòà íàçíà÷åíèÿ
íåñêîëüêî äíåé.

Ïðàêòè÷åñêè âàæíûé ìîìåíò â òîì, ÷òî ïðîïóñêíóþ ñïîñîáíîñòü óâåëè-
÷èâàòü ëåãêî. Ìîæíî ïîñòàâèòü äâà ïðîöåññîðà, áðàòü èç ïàìÿòè çà îäèí ðàç
â äâà ðàçà áîëüøå äàííûõ, ïîñòàâèòü äâà êîìïüþòåðà, â êîíöå êîíöîâ. Âðåìÿ
äîñòàâêè æå ãîðàçäî äîðîæå. Õóæå òîãî, åãî íåëüçÿ óëó÷øèòü ýêñòåíñèâíî.
Åñëè îïåðàöèÿ çàíèìàåò 100 òàêòîâ, òî ïîñòàâèâ äâà óñòðîéñòâà, ìîæíî âû-
ïîëíÿòü äâå îïåðàöèè çà òàêò (òåì ñàìûì óâåëè÷èâ ïðîïóñêíóþ ñïîñîáíîñòü),
íî âðåìÿ âûïîëíåíèÿ îäíîé îïåðàöèè îñòàíåòñÿ íåèçìåííûì. Îñòà¼òñÿ ëèøü
óëó÷øàòü òåõíîëîãèþ, óìåíüøàòü ðàçìåðû ýëåìåíòîâ, óâåëè÷èâàòü ÷àñòîòû,
è òàê äàëåå.

Îïûò ïîñëåäíèõ äâàäöàòè ñ ëèøíèì ëåò ïîêàçûâàåò, ÷òî âðåìÿ îáðàáîò-
êè ðàñò¼ò ãîðàçäî ìåäëåííåé, ÷åì ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü, è ýòî îñîáåííî
àêòóàëüíî äëÿ ïàìÿòè.

1980 2007 óëó÷øåíèå
VAX-11/750 Ïåðñîíàëüíûé ñ 1980-ãî

êîìïüþòåð ãîäà
×àñòîòà ïðîöåññîðà 6 3000 â 500 ðàç ëó÷øå

(MHz)
Îáúåì ïàìÿòè 2 2000 â 1000 ðàç ëó÷øå
(RAM, Mb)
Ïðîïóñêíàÿ 7000 (÷òåíèå) â 540 ðàç ëó÷øå

ñïîñîáíîñòü ïàìÿòè 13
(bandwdth, Mb/s) 2000 (çàïèñü) â 150 ðàç ëó÷øå

Ñêîðîñòü
ðàáîòû ñ ïàìÿòüþ 225 ∼ 70 â 3 ðàçà ëó÷øå

(latency, ns)
Îòíîñèòåëüíàÿ ñêîðîñòü â

ðàáîòû ñ ïàìÿòüþ 1.4 210 150 ðàç

(latency, òàêòû) õóæå

Èç ýòîé òàáëèöû âèäíî, ÷òî çà ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ òàêòîâàÿ ÷àñòîòà
ïðîöåññîðà ñóùåñòâåííî âûðîñëà, ðàçìåð ïàìÿòè âûðîñ åù¼ áûñòðåå, ïðî-
ïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü ïàìÿòè � òîæå âåñüìà çíà÷èòåëüíî, à âîò ñêîðîñòü äî-
ñòóïà ñî âðåìåí VAX ñòàëà âñåãî â òðè ðàçà ëó÷øå. À â ïåðåñ÷¼òå íà òàêòû
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(ïîñëåäíÿÿ ñòðîêà) � óõóäøèëîñü â 150 ðàç. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðÿìîå îá-
ðàùåíèå ê ïàìÿòè â ñèòóàöèè, êîãäà ê ìîìåíòû âû÷èñëåíèé äàííûõ íå áû-
ëî â êýøå (áûñòðîé ìàëåíüêîé ïàìÿòè, ðàñïîëîæåííîé íåïîñðåäñòâåííî íà
ïðîöåññîðå) ñòîèò íà ïîðÿäêè äîðîæå äàæå ñàìûõ ¾òÿæåëûõ¿ èíñòðóêöèé
ïðîöåññîðà.

Â 80-õ ãîäàõ âðåìÿ äîñòóïà ê ïàìÿòè áûëî âïîëíå ñðàâíèìî, à òî è ìåíü-
øå, ÷åì âðåìÿ âûïîëíåíèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ èíñòðóêöèé. Äëÿ ïðîãðàììèñòà
ñóùåñòâîâàëè ïðîöåññîð, äèñê è ïàìÿòü, êîòîðûìè îí ìîã îïåðèðîâàòü íåïî-
ñðåäñòâåííî. Êîä âûïîëíÿëñÿ ïðîçðà÷íî è áûë ïðåäñêàçóåì äî òàêòà.

Ñåé÷àñ æå âñ¼ èçìåíèëîñü. Äîñòóï ê ïàìÿòè ñîñòàâëÿåò ñîòíè òàêòîâ. Ïðî-
èçâîäèòåëè áîðþòñÿ ñ ýòèì, â îñíîâíîì, çà ñ÷¼ò óëó÷øåíèÿ ìåõàíèçìà êýøè-
ðîâàíèÿ. Ëîãèêà è èåðàðõèÿ êýøà âñ¼ óñëîæíÿþòñÿ è ÿâëÿþòñÿ ¾íîó-õàó¿
ðàçëè÷íûõ ïðîèçâîäèòåëåé ïðîöåññîðîâ. Êðîìå ýòîãî â ïðîöåññîðàõ îáÿçà-
òåëüíî ðåàëèçóþòñÿ ìåõàíèçìû âíåî÷åðåäíîãî âûïîëíåíèÿ êîìàíä (out of
order execution), ÷òî ïîçâîëÿåò óìåíüøèòü âðåìÿ ïðîñòîÿ âû÷èñëèòåëüíûõ
óñòðîéñòâ. Òàê, åñëè ñëåäóþùàÿ êîìàíäà èñïîëüçóåò ðåçóëüòàò ïðåäûäóùåé,
òî ïåðâàÿ íå ìîæåò íà÷àòü âûïîëíÿòüñÿ äî çàâåðøåíèÿ ïîñëåäíåé. Â ýòî âðå-
ìÿ ìîæíî ïîïûòàòüñÿ èñïîëíèòü íåçàâèñèìûå öåïî÷êè êîìàíä. Ðåàëèçóåòñÿ
ìîùíûé ìåõàíèçì ïðåäñêàçàíèÿ ïåðåõîäîâ (branch prediction) è àïïàðàòíàÿ
óïðåæäàþùàÿ âûáîðêà äàííûõ (hardware prefetch), äëÿ òîãî, ÷òîáû íà÷àòü
ïîäãðóæàòü äàííûå êàê ìîæíî ðàíüøå, åù¼ çàäîëãî äî òîãî, êàê îíè ïîíà-
äîáÿòñÿ.

Íà ïðîöåññîðå Itanium2 ôèðìû Intel êýø çàíèìàåò áîëåå ïîëîâèíû ïëî-
ùàäè ïðîöåññîðà. Íà ïîñëåäíèõ ïðîöåññîðàõ Core 2 Duo ïðèìåðíî ñòîëü-
êî æå. Åù¼ ÷óòü áîëüøå äåñÿòè ïðîöåíòîâ � ëîãèêà ¾out of order¿, ¾branch
prediction¿ è òîìó ïîäîáíûõ ìåõàíèçìîâ. Îñòàþòñÿ ñ÷èòàííûå ïðîöåíòû íà
ñîáñòâåííî àðèôìåòèêî-ëîãè÷åñêîå óñòðîéñòâî ïðîöåññîðà (ALU), êîòîðîå
÷òî-òî ðåàëüíî ñ÷èòàåò.

Íå áóäåò ñëèøêîì áîëüøèì ïðåóâåëè÷åíèåì ñêàçàòü, ÷òî ñåãîäíÿ êîì-
ïüþòåð èç ýëåêòðîííî-âû÷èñëèòåëüíîé ìàøèíû óæå äàâíî ïðåâðàòèëñÿ â
ñâîåîáðàçíûé ìèêðîêîíòðîëëåð, óïðàâëÿþùèé ââîäîì-âûâîäîì. Ñîâðåìåí-
íûé ïðîöåññîð � ýòî íå âû÷èñëèòåëü, à ãèãàíòñêèé àïïàðàòíûé ýìóëÿòîð
x86-èíñòðóêöèé. Âñÿ ýòî íóæíî äëÿ òîãî, ÷òîáû ñïðÿòàòü îò ïðîãðàììèñòà
òî ñàìîå ïðåñëîâóòîå âðåìÿ èñïîëíåíèÿ èëè äîñòàâêè � latency. Äëÿ òîãî,
÷òîáû ìîæíî áûëî ïðîäîëæàòü ïðîãðàììèðîâàòü â ñòèëå 80-õ ãîäîâ � êîãäà
åñòü òîëüêî ïðîöåññîð è ïàìÿòü, ïðè÷åì îáðàùàòüñÿ ê ïàìÿòè ìîæíî ñêîëüêî
óãîäíî íåäîðîãî. ×òîáû ïðîäîëæàòü çàïóñêàòü ñòàðûé êîä âñ¼ ëó÷øå, ÷òîáû
íîâûé ìîæíî áûëî ïèñàòü âñ¼ òàê æå, êàê è ðàíåå.



82 ÃËÀÂÀ 2. ÊÐÈÒÈ×ÅÑÊÈÉ ÀÍÀËÈÇ ÈÍÒÅÐÂÀËÜÍÛÕ ÌÅÒÎÄÎÂ

Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ñîâðåìåííûé ïðîãðåññ âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè íàïðàâ-
ëåí, â ÷àñòíîñòè, íà òî, ÷òî áû ñêðûòü ïàäåíèå ñêîðîñòè â 150 ðàç, ïðè÷¼ì ñäå-
ëàòü ýòî íåçàìåòíî äëÿ ïðîãðàììèñòà, ò. å. íå èçìåíÿÿ åãî ñòðóêòóð äàííûõ è
òàê, ÷òîáû îí íå çàìåòèë èçìåíåíèÿ ïîðÿäêà âûïîëíåíèÿ èíñòðóêöèé. Ðàçó-
ìååòñÿ, ýòî ñîâåðøåííî íåïðîäóêòèâíàÿ äåÿòåëüíîñòü. Ê ñîæàëåíèþ, ìíîãèå
ïðîãðàììèñòû ïî-ïðåæíåìó íå çàäóìûâàþòñÿ îá ýòîì.

Íî âåðíåìñÿ ê çàäà÷å èíòåðâàëüíîé ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè. Âñ¼ âûøå-
ñêàçàííîå èìååò ê íåé íåïîñðåäñòâåííîå îòíîøåíèå.

Îäíî èç âàæíûõ ñâîéñòâ ñîâðåìåííûõ èíòåðâàëüíûõ ìåòîäîâ � ãàðàíòè-
ðîâàííîñòü (äîêàçàòåëüíîñòü) ðåçóëüòàòîâ. Â ïðèëîæåíèè ê çàäà÷è ãëîáàëü-
íîé îïòèìèçàöèè ýòî âûëèâàåòñÿ â íåîáõîäèìîñòü õðàíèòü âñå ïîäáðóñû, äëÿ
êîòîðûõ íå óñòàíîâëåíî íàâåðíÿêà, ÷òî ãëîáàëüíûé îïòèìóì íà íèõ íå äî-
ñòèãàåòñÿ (ñì. �2.5). Îñòàâèì ïîêà â ñòîðîíå âîïðîñ î âíóòðåííåé ðåàëèçàöèè
ðàáî÷åãî ñïèñêà (à çíà÷èò, è âðåìåíè ðàáîòû òàêèõ îïåðàöèé êàê ñîðòèðîâ-
êà, ïîèñê èëè äîáàâëåíèå íîâûõ ýëåìåíòîâ). Ïîêà ðàññìîòðèì ëèøü âåñüìà
ìîäåëüíûé ïðèìåð � îáðàùåíèå ê êàêîìó-íèáóäü (ïðîèçâîëüíîìó) áðóñó èç
ðàáî÷åãî ñïèñêà.

Íà ðèñ. 2.6 è 2.7 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðåàëüíûõ èçìåðåíèé ïðîïóñêíîé
ñïîñîáíîñòè øèíû ïàìÿòè è âðåìåíè îæèäàíèÿ äàííûõ. Çàìåðû ïðîâîäè-
ëèñü íà íå ñàìîé ëó÷øåé, íî âåñüìà íåïëîõîé (íà ìîìåíò íàïèñàíèÿ íàñòî-
ÿùåãî òåêñòà) ñèñòåìå: Intel Pentium M 1.8 GHz, 266 MHz DDR2 SDRAM.
Èç ãðàôèêîâ õîðîøî âèäíî, ÷òî åñëè ðàçìåð äàííûõ, êîòîðûìè ìû îïåðèðó-
åì, ïðåâûñèò 32 (òðèäöàòü äâà) êèëîáàéòà, ïðîèçâîäèòåëüíîñòü ïðîãðàììû
óïàäåò ïðèìåðíî â äâà ðàçà. Ïðè ïðåâûøåíèè äâóõìåãàáàéòíîé ãðàíèöû (íà
ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìå êýø âòîðîãî óðîâíÿ � äâà ìåãàáàéòà) ïàäåíèå ïðî-
èçâîäèòåëüíîñòè ïðåâûñèò ìíîãî áîëåå äåñÿòè ðàç.

Îöåíèì, íàñêîëüêî ìíîãî èëè ìàëî äëÿ íàñ 32 Kb.
Äëÿ áîëüøèíñòâà âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåì îäíà ïåðåìåííàÿ äâîéíîé òî÷-

íîñòè çàíèìàåò â ïàìÿòè 8 áàéò. Ñëåäîâàòåëüíî, ìû ìîæåì ïîçâîëèòü ñå-
áå õðàíèòü â ýòèõ 32 Kb âñåãî 32·1024

8 = 4096 ÷èñåë äâîéíîé òî÷íîñòè. Ýòî
âåëè÷èíà êàæåòñÿ íåáîëüøîé. Â ïðîñòðàíñòâå ðàçìåðíîñòè n òàêîå êîëè÷å-
ñòâî ÷èñåë ïîçâîëèò çàäàòü 4096/n òî÷åê. Ìíîãîìåðíûé èíòåðâàë â n-ìåðíîì
ïðîñòðàíñòâå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðÿìîóãîëüíûé ïàðàëëåëåïèïåä (áðóñ) ñ 2n

âåðøèíàìè, äëÿ îïèñàíèÿ êîòîðîãî íåîáõîäèìî õðàíèòü äâå n-ìåðíûõ òî÷êè
� íèæíþþ è âåðõíþþ ãðàíèöû áðóñà. Òàêèì îáðàçîì, â òðåõìåðíîì ïðî-
ñòðàíñòâå ìû ìîæåì îïåðèðîâàòü ñ 4096

3·2 = 682 áðóñàìè. Ýòî îöåíêà ñâåðõó,
òàê êàê ìû íå ó÷èòûâàëè ïðî÷èå ïåðåìåííûå, à òàêæå íåÿâíî èñõîäèëè èç
ïðåäïîëîæåíèÿ, ÷òî îòñóòñòâóþò äîïîëíèòåëüíûå ðàñõîäû ïàìÿòè íà õðàíå-
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Ðèñ. 2.6: Âðåìÿ îæèäàíèÿ äàííûõ

íèå áðóñîâ, êàê ýòî èìååò ìåñòî, íàïðèìåð, ïðè èñïîëüçîâàíèè êîíòåéíåðà
¾list¿ è âîîáùå áîëüøå íèêàêîé ðàáîòû ñ ïàìÿòüþ íå ïðîèñõîäèò.

Íåîáõîäèìî ñäåëàòü âåñüìà âàæíîå çàìå÷àíèå. Ïîëó÷åííóþ òîëüêî ÷òî
îöåíêó ñëåäóåò âîñïðèíèìàòü íå êàê îãðàíè÷åíèå íà ðàçìåð âñåãî ðàáî÷åãî
ñïèñêà, à êàê îáú¼ì äàííûõ, ñ êîòîðûìè ìû ìîæåì ðàáîòàòü áûñòðî. Òî
åñòü, åñëè ðàçìåð âñåãî ðàáî÷åãî ñïèñêà � òûñÿ÷è áðóñîâ, íî ìû ïîñòîÿííî
ðàáîòàåì ëèøü ñ ïåðâûìè äâóìÿ, âñå íóæíûå íàì äàííûå âñåãäà áóäóò â êýøå
è îïåðàöèè áóäóò èñïîëíÿòüñÿ áûñòðî. Ýòî è, â ÷àñòíîñòè, òàê íàçûâàåìûé
¾ïðè¼ì Ïàíêîâà¿, áóäóò îáñóæäàòüñÿ â �2.4.

Õðàíåíèå è óïðàâëåíèå ñïèñêîì áðóñîâ ìîæåò ïîòðåáîâàòü äîïîëíèòåëü-
íûõ ðàñõîäîâ. Òàê êàê ïëàíèðóþòñÿ ÷àñòûå âñòàâêè è óäàëåíèÿ ýëåìåíòîâ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, òî ëó÷øå ïðåäïî÷åñòü êîíòåéíåð, êîòîðûé âûïîëíÿåò
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Ðèñ. 2.7: Ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü øèíû ïàìÿòè

òàêèå äåéñòâèÿ çà ïîñòîÿííîå âðåìÿ, òî åñòü òàêîé, äëÿ êîòîðîãî âðåìÿ íà
âûïîëíåíèå âñòàâêè èëè óäàëåíèÿ íå óâåëè÷èâàåòñÿ ñ ðîñòîì ÷èñëà ýëåìåí-
òîâ (N) â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Îäíàêî, òàêîé êîíòåéíåð, ñêîðåå âñåãî, íå ïî-
ìîæåò âàì îáíàðóæèòü íóæíûé ýëåìåíò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè çà ïîñòîÿííîå
âðåìÿ.

Íî è â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ïîïðîáîâàòü íàéòè îïðåäåëåííûé êîìïðîìèññ.
Äëÿ êîíòåéíåðà ìîæíî îáåñïå÷èòü âñòàâêó, óäàëåíèå è ïîèñê çà âðåìÿ, ïðî-
ïîðöèîíàëüíîå logN . Äëÿ òàêîãî êîíòåéíåðà âðåìÿ ðàáîòû îïåðàöèé, êî-
íå÷íî, áóäåò çàâèñåòü îò ðàçìåðà êîíòðîëèðóåìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, íî
óâåëè÷èâàòüñÿ îíî áóäåò ãîðàçäî ìåäëåííåå, ÷åì ðàñòåò N . Òàêàÿ âðåìåííàÿ
ñëîæíîñòü ìîæåò îêàçàòüñÿ âïîëíå ïðèåìëåìîé. Îäíàêî è çà ýòî ïðèõîäèòñÿ
ïëàòèòü.
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×òîáû îáåñïå÷èòü ëîãàðèôìè÷åñêóþ çàâèñèìîñòü, êîíòåéíåð äîëæåí ïðåä-
ñòàâëÿòü ñîáîé óïðàâëÿåìóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü â âèäå äðåâîâèäíîé ñòðóê-
òóðû. Ïðè òàêîì ñïîñîáå õðàíåíèÿ äàííûõ â êàæäîì ýëåìåíòå ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè íàðÿäó ñ ñàìèì îáúåêòîì ñîäåðæàòüñÿ åù¼ òðè äîïîëíèòåëüíûõ óêà-
çàòåëÿ � äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ðîäèòåëüñêîãî ýëåìåíòà è äâóõ äî÷åðíèõ. Íåêîì-
ïàêòíîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ äàííûõ äîïîëíèòåëüíî ñêàçûâàåòñÿ íà ïðîèçâîäè-
òåëüíîñòè. Â ñëó÷àÿõ, êîãäà õðàíåíèå çíà÷åíèÿ ýëåìåíòà ñàìî ïî ñåáå òðåáóåò
çíà÷èòåëüíîãî îáúåìà ïàìÿòè, òàêèå äîïîëíèòåëüíûå èçäåðæêè ìîãóò áûòü
è íå ñòîëü êðèòè÷íûìè. Â íàøåì æå ñëó÷àå ðàçìåð ïàìÿòè, âûäåëÿåìîé äëÿ
ïîääåðæàíèÿ ñòðóêòóðû (íàêëàäíûå ðàñõîäû), ïðàêòè÷åñêè, â ïîëòîðà ðàçà
ïðåâûøàåò ïîëåçíûé.

Â ýòîì ñëó÷àå íàèëó÷øèì âûáîðîì ìîæíî ñ÷èòàòü íàèáîëåå ïðîñòûå êîí-
òåéíåðû. Òàêîé êîíòåéíåð òðåáóåò ìåíüøåãî êîëè÷åñòâà óêàçàòåëåé íà ýëå-
ìåíò (à ìîæåò áûòü è íå òðåáóåò âîâñå), îäíàêî çà ýòî ïðèä¼òñÿ ðàñïëà÷è-
âàòüñÿ óâåëè÷åíèåì âðåìåíí�îé ñëîæíîñòè íåêîòîðûõ îïåðàöèé íàä êîíòðî-
ëèðóåìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ.

Øàáëîííûå êëàññû-êîíòåéíåðû â STL (Standard Template Library) [113]
îáû÷íî ïðåäñòàâëåíû ñëåäóþùèì íàáîðîì:

vector � ìàññèâ ýëåìåíòîâ, ðàñïîëîæåííûõ â ïàìÿòè ïîäðÿä.

list � äâóíàïðàâëåííûé ñâÿçàííûé ñïèñîê.

deque � äâóñòîðîííÿÿ î÷åðåäü.

set � ÷åðíî-áåëîå äåðåâî, ýëåìåíòû óïîðÿäî÷åíû ñ ïîìîùüþ íåêîãî ïðå-
äèêàòà, êîòîðûé ïðèìåíÿåòñÿ ê ïàðàì ýëåìåíòîâ, íèêàêàÿ ïàðà ýëåìåíòîâ íå
èìååò ýêâèâàëåíòíîãî óïîðÿäî÷èâàíèÿ. Åãî ðàçíîâèäíîñòü, multiset, äîïóñ-
êàåò ýëåìåíòû ñ ýêâèâàëåíòíûì óïîðÿäî÷èâàíèåì.

map � íàáîð ïàð (êëþ÷, çíà÷åíèå), óïîðÿäî÷åííûé ïî íåêîòîðîìó ïðå-
äèêàòó, ïðèìåíåííîìó ê ïàðå êëþ÷åé. Ñòðóêòóðà multimap äîïóñêàåò ïàðû
êëþ÷åé, èìåþùèõ ðàâíîå óïîðÿäî÷èâàíèå.

Â ñëåäóþùåé òàáëèöå ïðèâåäåíû âðåìåíí�àÿ è ïðîñòðàíñòâåííàÿ ñëîæ-
íîñòü êîíòåéíåðîâ.
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vector deque list set/map

Âñòàâêà, óäàëåíèå N N const logN

Äîáàâëåíèå â íà÷àëî N ∗ const const logN∗

Ïîèñê N ∗ N ∗ N ∗ logN

Äîñòóï ê n-íîìó
ýëåìåíòó � x[n] const const N ∗ N ∗

Êîë-âî äîïîëíèòåëüíî
õðàíèìûõ óêàçàòåëåé
(íà ýëåìåíò) 0 1 2 3

∗ � îïåðàöèè íå ïîääåðæèâàþòñÿ íàïðÿìóþ.

2.4 Ñòðóêòóðà ðàáî÷åãî ñïèñêà

Ïðè ïðàêòè÷åñêîé ðåàëèçàöèè èíòåðâàëüíûõ ìåòîäîâ ãëîáàëüíîé îïòèìè-
çàöèè âåñüìà âàæåí âîïðîñ î êîíêðåòíîé ñòðóêòóðå ðàáî÷åãî ñïèñêà. Ìóð
[106, 107], Ñêåëáîó [124], Ðà÷åê [116], Êèðôîòò [97] â ñâîèõ ðàáîòàõ ïîääåð-
æèâàþò ðàáî÷èé ñïèñîê óïîðÿäî÷åííûì ïî âîçðàñòàíèþ íèæíåé ãðàíèöû
èíòåðâàëüíîé îöåíêè. Õàíñåí [94] æå ðåàëèçóåò åãî áåç êàêîãî-ëèáî óïîðÿäî-
÷åíèÿ, â âèäå òàê íàçûâàåìîé êó÷è. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ýêîíîìèòñÿ âðåìÿ
ïðè äîáàâëåíèè ýëåìåíòîâ â ðàáî÷èé ñïèñîê, íî çàòî ïîñëåäóþùèé ïîèñê âå-
äóùåãî áðóñà â íåóïîðÿäî÷åííîì ñïèñêå íàîáîðîò îòíèìàåò âñ¼ âîçðàñòàþùåå
âðåìÿ.

Íàøè èññëåäîâàíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðîèçâîäèòåëüíîñòè
ïðîãðàììû âûãîäíåå ïîääåðæèâàòü ñòðóêòóðó óïîðÿäî÷åííîé. Îòìåòèì, ÷òî
ýòî âîçìîæíî íå âî âñåõ ðåàëèçàöèÿõ, òàê êàê íåêîòîðûå ñèñòåìû ïðîãðàììè-
ðîâàíèÿ (ê ïðèìåðó, MATLAB è åìó ïîäîáíûå, òàêèå êàê Scilab, Octave è äð.)
èìåÿ â ñâî¼ì àðñåíàëå äèíàìè÷åñêèå ñòðóêòóðû äàííûõ, íå ïîääåðæèâàþò,
òåì íå ìåíåå, ññûëêè (óêàçàòåëè).

Íåêîòîðîå óñêîðåíèå îáðàáîòêè ñïèñêà L ìîæåò áûòü äîñòèãíóòî ñ ïîìî-
ùüþ ñëåäóþùåãî ïðè¼ìà, ïðåäëîæåííîãî Ï.Ñ.Ïàíêîâûì [38]. Â åãî îñíîâå �
çàäàíèå è êîððåêòèðîâêà ïî òåêóùèì íèæíåé è âåðõíåé îöåíêàì ãëîáàëüíîãî
ìèíèìóìà, Ω(Q) è ω, ñîîòâåòñòâåííî, âñïîìîãàòåëüíîé ¾ïîðîãîâîé êîíñòàí-
òû¿ γ, òàêîé ÷òî

Ω(Q) < γ < ω,

è ¾ïîäñïèñêà àêòèâíûõ çàïèñåé¿

Lγ =
{
(P ,Ω(P )) ∈ L | Ω(P ) < γ

}
⊆ L.
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Â ñëó÷àå íåóïîðÿäî÷åííîãî ðàáî÷åãî ñïèñêà (êó÷è çàïèñåé) ÿñíî, ÷òî èìåííî
â Lγ (ïðè Lγ ̸= ∅) íàõîäèòñÿ âåäóùàÿ çàïèñü âñåãî L, è ïîòîìó ïðè å¼ ïîèñêå
íàì äîñòàòî÷íî, ñýêîíîìèâ ìàøèííîå âðåìÿ, îãðàíè÷èòüñÿ ëèøü ïðîñìîòðîì
Lγ. Åñëè æå ìû ïðèäåðæèâàåìñÿ âàðèàíòà óïîðÿäî÷åííîãî ðàáî÷åãî ñïèñêà
L, òî ïî àíàëîãè÷íûì ïðè÷èíàì ýòó óïîðÿäî÷åííîñòü äîñòàòî÷íî ïîääåðæè-
âàòü òîëüêî â Lγ, îðãàíèçîâàâ äîïîëíåíèå L \ Lγ â âèäå êó÷è. Â ïðîöåññå
ðàáîòû àëãîðèòìà ïîäìíîæåñòâî Lγ íå âîçðàñòàåò, è åñëè íà íåêîòîðîì øàãå
îíî ñäåëàåòñÿ ïóñòûì, òî òîãäà æå ïåðåâû÷èñëÿåòñÿ ïîðîãîâàÿ êîíñòàíòà γ,
è èç L çàíîâî âûäåëÿåòñÿ Lγ.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî, áóäó÷è ðåàëèçîâàííûì, ïðè¼ì Ï.Ñ.Ïàíêîâà íå ïîç-
âîëÿåò ïðîèçâîäèòü ¾÷èñòêó¿ âñåãî ñïèñêà L îò áåñïåðñïåêòèâíûõ çàïèñåé
â ïðîìåæóòêàõ ìåæäó ïåðåâû÷èñëåíèÿìè ¾ïîðîãîâîé êîíñòàíòû¿ γ, òàê ÷òî
îïðåäåë¼ííûé âûèãðûø â áûñòðîäåéñòâèè äîñòèãàåòñÿ èì öåíîé äîïîëíè-
òåëüíîé îïåðàòèâíîé ïàìÿòè.

2.5 Êðèòåðèè îòáðàêîâêè

Ïîìèìî óòî÷íåíèÿ èíòåðâàëüíîé îöåíêè íà ïåðñïåêòèâíûõ ïîäáðóñàõ, ïîëåç-
íî óìåòü âûäåëÿòü áåñïåðñïåêòèâíûå ïîäáðóñû, òî åñòü òàêèå, äëÿ êîòîðûõ
ìîæåò áûòü äîñòîâåðíî ïîêàçàíî, ÷òî ãëîáàëüíûé îïòèìóì íà íèõ íåäîñòè-
æèì.

Îòáðàêîâêà ïî çíà÷åíèþ

Äîïóñòèì, â ðåçóëüòàòå ðàáîòû àëãîðèòìà îïòèìèçàöèè ó íàñ ïîëó÷èëàñü
êîíôèãóðàöèÿ, ïîäîáíàÿ ïîêàçàííîé íà ðèñ. 2.8.

Ðèñ. 2.8: Ïðèìåð êîíôèãóðàöèè áðóñîâ â ïðîöåññå îïòèìèçàöèè
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Ìîæåì ëè ìû èñõîäÿ èç ýòîé èíôîðìàöèè óêàçàòü, â êàêèõ áðóñàõ òî÷-
íî íå ìîæåò áûòü, ñêàæåì, ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà? Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ
ïîëîæèòåëåí, òàê êàê èíòåðâàëüíîå ðàñøèðåíèå ôóíêöèè ãàðàíòèðóåò, ÷òî
çíà÷åíèÿ ôóíêöèè íà äàííîì èíòåðâàëå íå âûéäóò çà îáîçíà÷åííûå ãðàíèöû.
Òàêèì îáðàçîì, áðóñû ñ íîìåðàìè 1, 3, 7, 8, 9 ãàðàíòèðîâàííî íå ñîäåðæàò
ãëîáàëüíûé ìèíèìóì, ïîñêîëüêó íèæíÿÿ ãðàíü èõ çíà÷åíèé íàõîäèòñÿ âûøå
âåðõíåé ãðàíè îäíîãî èç áðóñîâ. À ýòî çíà÷èò, ÷òî íèæíÿÿ îöåíêà çíà÷åíèé
ôóíêöèè íà ýòèõ áðóñàõ áîëüøå, ÷åì âåðõíÿÿ îöåíêà çíà÷åíèé ôóíêöèè íà
áðóñå íîìåð 5. Òî åñòü, êàêèå áû çíà÷åíèÿ íå ïðèíèìàëà öåëåâàÿ ôóíêöèÿ
âíóòðè áðóñà íîìåð 5, îíà âñ¼ ðàâíî áóäåò ìåíüøå ëþáîãî ñâîåãî çíà÷åíèÿ
íà áðóñàõ 7, 8, 9, 1, 3.

Èñïîëüçîâàíèå â êà÷åñòâå ïîðîãîâîãî çíà÷åíèÿ âåðõíåé ãðàíèöû âåäóùåãî
áðóñà (òî åñòü áðóñà ñ íàèìåíüøåé íèæíåé ãðàíèöåé, òåêóùåãî êàíäèäàòà
íà îïòèìóì), ÿâëÿåòñÿ î÷åâèäíûì, íî äàëåêî íå âñåãäà ëó÷øèì âûáîðîì.
Ïðåèìóùåñòâî òàêîãî âûáîðà ñîñòîèò ëèøü â îòñóòñòâèè êàêèõ-ëèáî äîïîë-
íèòåëüíûõ âû÷èñëåíèé: âåðõíÿÿ ãðàíèöà óæå èçâåñòíà. Äåëî â òîì, ÷òî, êàê
óæå íå ðàç ãîâîðèëîñü, îöåíêà âåðõíåé ãðàíèöû èíòåðâàëüíîãî ðàñøèðåíèÿ
ôóíêöèè ìîæåò áûòü èçáûòî÷íîé. Ïîâûñèòü ýôôåêòèâíîñòü ìåòîäà ìîæíî,
âû÷èñëèâ òî÷íîå çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè, ñêàæåì, â ñåðåäèíå âåäóùåãî
áðóñà.

Ìîæíî ïîïûòàòüñÿ íåñêîëüêî óëó÷øèòü ýòîò ìåòîä. Ïåðâîå ïðåäëîæåíèå,
êîòîðîå áûëî îïðîáîâàíî � èñïîëüçîâàòü íå ñðåäíþþ òî÷êó, à ñëó÷àéíî âû-
áðàííóþ. Íà íàøåì òåñòîâîì ïðèìåðå ýòîìó ìåòîäó óäàëîñü îòáðàêîâàòü 4812
áðóñà, ÷òî îêàçàëîñü íà äåñÿòü áðóñîâ áîëüøå, ÷åì ïðè èñïîëüçîâàíèè ñðåäíåé
òî÷êè. Äëÿ ñðàâíåíèÿ, èñïîëüçîâàíèå âåðõíåé ãðàíèöû âåäóùåãî áðóñà ïîçâî-
ëèëî îòáðîñèòü âñåãî ëèøü 2291 áðóñ. Èñïîëüçîâàíèå äâóõ ñëó÷àéíûõ òî÷åê
íå óëó÷øèëî ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò, è àíàëîãè÷íàÿ ñèòóàöèÿ íàáëþäàëàñü
äëÿ ÷åòûðåõ, âîñüìè, äâàäöàòè è ïÿòèñîò ñëó÷àéíûõ òî÷åê. Òàêèì îáðàçîì,
äàëüíåéøåå óëó÷øåíèå, ïî-âèäèìîìó, ÿâëÿåòñÿ íåâîçìîæíûì, è áûëî ðåøåíî
èñïîëüçîâàòü øåñòèòî÷å÷íûé òåñò. Â í¼ì âûáèðàëîñü ìèíèìàëüíîå (ìàêñè-
ìàëüíîå) çíà÷åíèå èç ÷åòûðåõ òî÷åê ¾â óãëàõ¿ áðóñà è äâóõ âíóòðè. Òàêîé
âûáîð ïîçâîëèë îòñåÿòü 4834 áðóñà. Íî, êàê ñëåäóåò èç ýêñïåðèìåíòîâ ñî ñëó-
÷àéíûìè òî÷êàìè, öåííîñòü âíóòðåííèõ òî÷åê íåâûñîêà. Ýòî ïîäòâåðæäàåò-
ñÿ è ýêñïåðèìåíòîì: êîëè÷åñòâî îòáðàêîâàííûõ áðóñîâ ïðè ÷åòûð¼õòî÷å÷íîì
òåñòå òàêîå æå, êàê ïðè èñïîëüçîâàíèè øåñòè òî÷åê. Èñïîëüçîâàíèå æå êëàñ-
ñè÷åñêèõ ìåòîäîâ ïîèñêà ëîêàëüíîãî îïòèìóìà, òàêèõ êàê ìåòîä ñïóñêà, ïî
íàøåìó ìíåíèþ, íà íåáîëüøèõ áðóñàõ íåîïðàâäàííî. Ðåàëèçàöèÿ èõ íåïðî-
ñòà, à äîïîëíèòåëüíîãî ïðåèìóùåñòâà îíè íå äàþò. Íà áîëüøèõ æå áðóñàõ èõ
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ïðèìåíåíèå ìîæåò çíà÷èòåëüíî óëó÷øèòü çíà÷åíèå îáñóæäàåìîãî êðèòåðèÿ
îòáðàêîâêè.

Îãîâîðèìñÿ, ÷òî íå ñòîèò æäàòü îùóòèìîãî âûèãðûøà â ïðîèçâîäèòåëüíî-
ñòè âñåãî ìåòîäà ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè îò óìåíüøåíèÿ êîëè÷åñòâà âû÷èñ-
ëÿåìûõ òî÷åê, òàê êàê ýòè ðàñ÷åòû çàíèìàþò âåñüìà ìàëóþ ÷àñòü îò îáùåãî
âðåìåíè ðàáîòû ïðîãðàììû.

È åù¼ îäíî çàìå÷àíèå. Âàæíî íå ïðîñòî ñðàâíèâàòü çíà÷åíèå öåëåâîé
ôóíêöèè â âûáðàííûõ òî÷êàõ ìåæäó ñîáîé, íî åù¼ è õðàíèòü èíôîðìàöèþ î
ìèíèìàëüíîì (ìàêñèìàëüíîì) íàéäåííûì òàêèì îáðàçîì çíà÷åíèè ôóíêöèè
r è ñðàâíèâàòü òàêæå è ñ íèì.

Îñòàëñÿ ïîñëåäíèé âîïðîñ � êîãäà ïðèìåíÿòü ýòîò êðèòåðèé. Íà íàø
âçãëÿä, èìååò ñìûñë ýòî äåëàòü âñåãäà, òî åñòü íà êàæäîé èòåðàöèè àëãî-
ðèòìà îïòèìèçàöèè ïðèìåíÿòü ýòîò ìåòîä äëÿ âñåõ ïîëó÷åííûõ ïîäáðóñîâ.
Â ñëó÷àå, åñëè ïðè ýòîì ïðîèçîøëî óòî÷íåíèå ðåêîðäà r, ïðèäåòñÿ ïåðåñìàò-
ðèâàòü âåñü ðàáî÷èé ñïèñîê.

Ìîæíî òàêæå ñëåãêà èçìåíèòü ýòîò ïîäõîä. Ïðè èçìåíåíèè çíà÷åíèÿ ðå-
êîðäà r, ìû ïðîäîëæàåì îáû÷íûå èòåðàöèè àëãîðèòìà, íå ïåðåñìàòðèâàÿ
âåñü ñïèñîê äî òåõ ïîð, ïîêà ìû íå ðåøèì ïî êàêèì-ëèáî ñîîáðàæåíèÿì, ÷òî
ðàçìåð ðàáî÷åãî ñïèñêà ñëèøêîì âåëèê è âðåìÿ, ïîòðà÷åííîå íà åãî ÷èñò-
êó îêóïèòñÿ çà ñ÷åò óìåíüøåíèÿ âðåìåíè ïîñëåäóþùèõ îïåðàöèé ñ íèì (ñì.
�2.3).

Òåñò íà ìîíîòîííîñòü

Â ïðåäûäóùåé ãëàâå íàì óäàëîñü îòñå÷ü ÷àñòü áðóñîâ, îïèðàÿñü íà çíà÷å-
íèå èíòåðâàëüíîãî ðàñøèðåíèÿ ôóíêöèè f(x). Ïîïðîáóåì óëó÷øèòü íàø ðå-
çóëüòàò, èñïîëüçóÿ èíôîðìàöèþ îá èíòåðâàëüíîé îöåíêå ïðîèçâîäíîé f ′(x),
êîòîðóþ ìû ìîæåì ëåãêî ïîëó÷èòü, èñïîëüçóÿ îïèñàííóþ â �1.2 òåõíèêó àâ-
òîìàòè÷åñêîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ.

Â òî÷êå ýêñòðåìóìà ïðîèçâîäíàÿ ïî êàæäîé ïåðåìåííîé äîëæíà îáðà-
ùàòüñÿ â íóëü. Òàêèì îáðàçîì, åñëè íà êàêîì-ëèáî ïîäáðóñå èíòåðâàëüíîå
ðàñøèðåíèå ïåðâîé ïðîèçâîäíîé öåëåâîé ôóíêöèè ïî êàêîé-ëèáî êîîðäèíàòå
íå ñîäåðæèò íóëÿ, òî òàêîé áðóñ ãàðàíòèðîâàííî íå ñîäåðæèò òî÷åê ýêñòðå-
ìóìà, à ñëåäîâàòåëüíî, ìîæåò áûòü áåçáîëåçíåííî óäàëåí èç ðàññìîòðåíèÿ.
Äâóìåðíûé ñëó÷àé ïðîèëëþñòðèðîâàí íà ëèñòèíãå 5. Â n-ìåðíîì ñëó÷àå òðå-
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áóåòñÿ àíàëèçèðîâàòü ãðàäèåíò ôóíêöèè, ðàâíûé

▽f(x) = f ′(x)T =


∂f
∂x1...
∂f
∂xn

 .

Åäèíñòâåííàÿ, íî âàæíàÿ îãîâîðêà ñîñòîèò â òîì, ÷òî òåñò íà ìîíîòîí-
íîñòü íåëüçÿ ïðèìåíÿòü ê ãðàíè÷íûì áðóñàì, òàê êàê îïòèìóì ìîæåò äîñòè-
ãàòüñÿ íà ãðàíèöå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ, è ïðè ýòîì ñîâñåì íå îáÿçàòåëüíî,
÷òîáû ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ öåëåâîé ôóíêöèè çàíóëÿëàñü.

Ëèñòèíã 5. Ñõåìà àëãîðèòìà îòáðàêîâêè

if ( workBox->isBorderOne() )

else if ( ! workBox->dFx()->isItIn(0) || ! workBox->dFy()->isItIn(0) )

_boxQueue.remove(workBox);

Òåñò íà âûïóêëîñòü-âîãíóòîñòü

Äëÿ âûäåëåíèÿ ïîäáðóñîâ, íàâåðíÿêà íå ñîäåðæàùèõ îïòèìóìà, ìû óæå èñ-
ïîëüçîâàëè èíôîðìàöèþ îá èíòåðâàëüíîì ðàñøèðåíèè ñàìîé ôóíêöèè è å¼
ïåðâîé ïðîèçâîäíîé. Êàê èçâåñòíî, âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè ñîäåðæèò
èíôîðìàöèþ î ôîðìå å¼ ãðàôèêà � âûïóêëîñòè èëè âîãíóòîñòè ôóíêöèè
âáëèçè ýòîé òî÷êè, à èíòåðâàëüíîå ðàñøèðåíèå âòîðîé ïðîèçâîäíîé ïîçâîëÿ-
åò óçíàòü âèä ôóíêöèè íà öåëîì áðóñå. Ñîîòâåòñòâåííî, ìû ìîæåì îòñåèâàòü
áðóñû ¾íå òîé¿ êðèâèçíû, òî åñòü âîãíóòûå, åñëè íàñ èíòåðåñóåò ãëîáàëüíûé
ìèíèìóì è âûïóêëûå, åñëè íàøà öåëü � ãëîáàëüíûé ìàêñèìóì.

Äðóãèì îáùåèçâåñòíûì ôàêòîì ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì
ñóùåñòâîâàíèÿ ýêñòðåìóìà ôóíêöèè f â ñòàöèîíàðíîé òî÷êå x (òî÷êå çàíó-
ëåíèÿ ãðàäèåíòà) ÿâëÿåòñÿ çíàêîîïðåäåë¼ííîñòü ãåññèàíà [31].

Èñòîðè÷åñêè òåðìèí ¾ãåññèàí¿ áûë ââåä¼í Ñèëüâåñòåðîì äëÿ îáîçíà÷å-
íèÿ îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû Ãåññå, òî åñòü ìàòðèöû, îáðàçîâàííîé âòîðûìè
÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ôóíêöèè. Ñåé÷àñ ýòèì òåðìèíîì ÷àñòî îáîçíà÷àþò
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ïðîñòî ìàòðèöó âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ

H(f) =



∂2f
∂x2

1

∂2f
∂x1 ∂x2

· · · ∂2f
∂x1 ∂xn

∂2f
∂x2 ∂x1

∂2f
∂x2

2
· · · ∂2f

∂x2 ∂xn

... ... . . . ...

∂2f
∂xn ∂x1

∂2f
∂xn ∂x2

· · · ∂2f
∂x2

n


.

Òîãäà,

� åñëè ãåññèàí ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼í è íåîñîáåí, òî x � òî÷êà ëîêàëü-
íîãî ìèíèìóìà ôóíêöèè f ;

� åñëè ãåññèàí îòðèöàòåëüíî îïðåäåë¼í è íåîñîáåí, òî x � òî÷êà ëîêàëü-
íîãî ìàêñèìóìà ôóíêöèè f ;

� åñëè ãåññèàí ïðèíèìàåò êàê ïîëîæèòåëüíûå, òàê è îòðèöàòåëüíûå çíà-
÷åíèÿ, òî x � ñåäëîâàÿ òî÷êà ôóíêöèè f .

Òàêèì îáðàçîì, ïðè ïîèñêå ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà (ìàêñèìóìà) ìîãóò áûòü
èñêëþ÷åíû áðóñû, íà êîòîðûõ ãåññèàí íå ÿâëÿåòñÿ íåïîëîæèòåëüíî (íåîòðè-
öàòåëüíî) îïðåäåëåííûì.

Èíòåðâàëüíûé ìåòîä Íüþòîíà

Ìåòîä Íüþòîíà � ýòî èòåðàöèîííûé ÷èñëåííûé ìåòîä ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ
óðàâíåíèé, â êîòîðîì ïîèñê ðåøåíèÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ ïóò¼ì ïîñòðîåíèÿ ïî-
ñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé. Ìåòîä îáëàäàåò êâàäðàòè÷íîé ñõîäèìîñòüþ.
Åãî èíòåðâàëüíàÿ âåðñèÿ � èíòåðâàëüíûé ìåòîä Íüþòîíà � ïîçâîëÿåò ëî-
êàëèçîâàòü êîðíè, â òîì ÷èñëå íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Â çàäà÷àõ ãëîáàëüíîé
îïòèìèçàöèè ýòî ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî ïðè èñïîëüçîâàíèè ìåòîäîâ ðàñ-
ïðîñòðàíåíèÿ îãðàíè÷åíèé, à òàêæå ïðè ïðÿìîì ïîèñêå íóëåé ïåðâîé ïðîèç-
âîäíîé öåëåâîé ôóíêöèè. Â òî÷êå ýêñòðåìóìà ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå äîëæíû
îáðàùàòüñÿ â íóëü. Òàêèì îáðàçîì, åñëè íà êàêîì-ëèáî íåãðàíè÷íîì ïîäáðó-
ñå èíòåðâàëüíîå ðàñøèðåíèå ïåðâîé ïðîèçâîäíîé öåëåâîé ôóíêöèè ïî êàêîé-
ëèáî ïåðåìåííîé íå ñîäåðæèò íóëÿ, òî îí ãàðàíòèðîâàííî íå ñîäåðæèò òî÷åê
ýêñòðåìóìà, è, ñëåäîâàòåëüíî, ìîæåò áûòü óäàë¼í èç ðàññìîòðåíèÿ.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé îäíîìåðíîãî óðàâíåíèÿ f(x) = 0. Åñëè ðàçëîæèòü
ôóíêöèþ f ïî ôîðìóëå Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè íåêîòîðîé òî÷êè x0

f(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0) +O(x2) = 0,
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òî
f(x) ≈ f(x0) + f ′(x0)(x− x0) = 0.

Ïðè ðåøåíèè ýòîãî óðàâíåíèÿ ïîëó÷àåì íîâîå ïðèáëèæåíèå x = x0−f(x0)
f ′(x0)

, åñëè
f ′(x0) ̸= 0. Òàêèì îáðàçîì ìîæíî ðåàëèçîâàòü ñëåäóþùèé èòåðàöèîííûé
àëãîðèòì:

0. Âûáèðàåì x(0);
1. Èòåðèðóåì:

x(k+1) = x(k) −
f
(
x(k)
)

f ′
(
x(k)
) , k = 0, 1, 2, . . . .

Îí íàçûâàåòñÿ (îäíîìåðíûì) ìåòîäîì Íüþòîíà. Ñõîäèìîñòü ìåòîäà Íüþ-
òîíà çàâèñèò îò âûáîðà x0, òàê ÷òî ïðè íåóäà÷íîì íà÷àëüíîì çíà÷åíèè äàí-
íûé ìåòîä ìîæåò, âîîáùå ãîâîðÿ, è íå ñîéòèñü. Ïåðåéä¼ì òåïåðü ê èíòåðâàëü-
íîìó ñëó÷àþ è òàêæå íà÷í¼ì ñ îäíîìåðíîé âåðñèè.

Ïóñòü x � èíòåðâàë íà í¼ì ðàññìàòðèâàåì óðàâíåíèå f(x) = 0, ãäå f �
íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ íà x. Åñëè x̃ � íåêîòîðàÿ òî÷êà èç
èíòåðâàëà x, òî â ñèëó òåîðåìû Ëàãðàíæà î ñðåäíåì ïîëó÷àåì:

f(x)− f(x̃) = f ′(ξ)(x− x̃), (2.4)

ãäå ξ ∈ x. Åñëè æå ïðè x = x∗ ñïðàâåäëèâî f(x∗) = 0, ò. å. x∗ � ðåøåíèå
èñêîìîãî óðàâíåíèÿ, òî ïóò¼ì ïðîñòûõ ïðåîáðàçîâàíèé èç (2.4) ïîëó÷àåì

x = x̃− f(x̃)

f ′(ξ)
. (2.5)

Ïóñòü f ′ � èíòåðâàëüíîå ðàñøèðåíèå äëÿ f ′. Òîãäà, èíòåðâàëèçóÿ ïî ξ ∈ x,
ïîëó÷èì èç (2.5) âêëþ÷åíèå

x ∈ x̃− f(x̃)

f ′(x)

ïðè óñëîâèè, ÷òî äàííîå âûðàæåíèå îïðåäåëåíî.
Îòîáðàæåíèå R × IR → IR, îïðåäåëÿåìîå êàê N (x̃,x) = x̃ − f(x̃)

f ′(x)
äëÿ

çàäàííîé ôóíêöèè f : R→ R ñ èíòåðâàëüíûì ðàñøèðåíèåì å¼ ïåðâîé ïðîèç-
âîäíîé f ′, íàçûâàåòñÿ (îäíîìåðíûì) èíòåðâàëüíûì îïåðàòîðîì Íüþòîíà.

Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî åñëè çàäàíû f,x, òî N (x̃,x) îïðåäåëÿåò íîâûé èíòåðâàë,
ñîäåðæàùèé ðåøåíèå x∗ óðàâíåíèÿ f(x) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, áîëåå òî÷íûå
ãðàíèöû äëÿ x∗ ìîæíî âçÿòü â âèäå x ∩N (x̃,x). Èòåðàöèîííûé ïðîöåññ

x(k+1) = x(k) ∩N (x̃,x(k)), k = 0, 1, 2, . . . ,
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ÿâëÿåòñÿ ïðîñòåéøèì îäíîìåðíûì èíòåðâàëüíûì ìåòîäîì Íüþòîíà. ×àñòî â
êà÷åñòâå x̃ èñïîëüçóþò ñåðåäèíó èíòåðâàëà x.

Ðàáîòàÿ ñ ýòèì ìåòîäîì, ìîæíî ïîëó÷èòü èíòåðâàë âíåøíåé îöåíêè ïðî-
èçâîäíîé, ñîäåðæàùèé íóëü. Â ýòîì ñëó÷àå â îïåðàòîðå Íüþòîíà âîçíèêàåò
äåëåíèå íà íóëü, è ìû ïîëó÷àåì èíòåðâàë îò ìèíóñ áåñêîíå÷íîñòè äî ïëþñ
áåñêîíå÷íîñòè. ×àñòè÷íî èçáåæàòü ýòîãî ïîìîãàåò ïåðåñå÷åíèå íîâîãî èíòåð-
âàëà ñ ïðåäûäóùèì.

Â ðåàëüíûõ çàäà÷àõ î÷åíü ïîïóëÿðåí ìíîãîìåðíûé ìåòîä Íüþòîíà, êîòî-
ðûé ïðèìåíÿåòñÿ ê ñèñòåìàì óðàâíåíèé

f(x) = 0, ãäå f(x) =
(
f1(x), f2(x), . . . , fn(x)

)⊤
.

Àíàëîãè÷íî îäíîìåðíîìó ñëó÷àþ ïîñëå ëèíåàðèçàöèè îòíîñèòåëüíî íåêîòî-
ðîé òî÷êè x0 èç îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå ïðèáëè-
æ¼ííîå óðàâíåíèå

f ′(x0)(x− x0) = −f(x0),
ãäå f ′(x0) � ìàòðèöà ßêîáè. Åñëè îíà íåîñîáåííà, òî ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâ-
íåíèé ðàçðåøèìà è ïóò¼ì ïðîñòûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì íîâîå ïðèáëè-
æåíèå êàê

x = x0 −
(
f ′(x0)

)−1
f(x0).

Èòåðàöèîííûé ïðîöåññ â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå áóäåò âûãëÿäåòü ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

x(k+1) = x(k) −
(
f ′(xk)

)−1
f(xk), k = 0, 1, 2, . . . .

Òåïåðü ìû ìîæåì ïîñòðîèòü èíòåðâàëüíóþ âåðñèþ ìíîãîìåðíîãî ìåòîäà
Íüþòîíà. Ïóñòü x ∈ IRn � ìíîãîìåðíûé èíòåðâàë, íà êîòîðîì èùåì ðå-
øåíèå, è ïóñòü x, x̃ ∈ x. Àíàëîãè÷íî îäíîìåðíîìó èíòåðâàëüíîìó ñëó÷àþ
ïîëó÷èì äëÿ ìíîãîìåðíîé ôóíêöèè f(x), îïðåäåë¼ííîé íà èíòåðâàëå x

f(x)− f(x̃) = f ′(ξ)(x− x̃), ãäå ξ ∈ (x, x̃) â Rn

Âîçüì¼ì x = x∗, ãäå x∗ � ðåøåíèå ñèñòåìû, òàê ÷òî f(x∗) = 0, è ïóñòü
èçâåñòíî èíòåðâàëüíîå ðàñøèðåíèå f ′(x) äëÿ f ′(x) íà èíòåðâàëå x. Òîãäà
ïîëó÷èì:

0 ∈ f(x̃) + f ′(x)(x∗ − x̃).
Âîñïîëüçóåìñÿ èçâåñòíûì ôàêòîì èç òåîðèè èíòåðâàëüíûõ ëèíåéíûõ ñè-

ñòåì óðàâíåíèé, íàçûâàåìûì õàðàêòåðèçàöèåé Áåêà (ñì., ê ïðèìåðó, [72]).
Ïóñòü Ax = b � èíòåðâàëüíàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíå-
íèé (ÈÑËÀÓ), è Ξ(A, b) � å¼ ìíîæåñòâî ðåøåíèé. Òîãäà ïðèíàäëåæíîñòü
x ∈ Ξ(A, b) ðàâíîñèëüíà Ax ∩ b ̸= ∅ èëè æå 0 ∈ Ax− b.
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Èç õàðàêòåðèçàöèè Áåêà ñëåäóåò, ÷òî x∗ − x̃ ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó ðå-
øåíèé èíòåðâàëüíîé ñèñòåìû f ′(x) · y = −F (x̃). Ýòî ñïðàâåäëèâî òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà

x∗ ∈ x̃+
(
ìíîæåñòâî ðåøåíèé ÈÑËÀÓ f ′(x) · y = −F (x̃)

)
.

Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè îáîçíà÷èòü ïîñðåäñòâîì Encl âíåøíþþ èíòåðâàëüíóþ
îöåíêó ìíîæåñòâà ðåøåíèé ÈÑËÀÓ, ïîëó÷åííóþ êàêèì-ëèáî ìåòîäîì, òî

x∗ ∈ x̃+ Encl
(
Ξ
(
f ′(x),−f(x̃)

))
.

Îïåðàòîð Íüþòîíà äëÿ ìíîãîìåðíîé ôóíêöèè f(x) è èíòåðâàëüíîãî ðàñøè-
ðåíèÿ å¼ ïåðâîé ïðîèçâîäíîé f ′(x) îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

N (x̃,x) := x̃− Encl
(
Ξ
(
f ′(x), f(x̃)

))
.

Çäåñü, êàê è â îäíîìåðíîì âàðèàíòå èíòåðâàëüíîãî ìåòîäà Íüþòîíà, N (x̃,x)
îïðåäåëÿåò íîâûé èíòåðâàë, ñîäåðæàùèé ðåøåíèå x∗ óðàâíåíèÿ F (x) = 0.
Òî÷íî òàê æå áîëåå òî÷íûå ãðàíèöû äëÿ x∗ ìîæíî âçÿòü â âèäå x∩N (x̃,x).
Äëÿ äàëüíåéøåãî óòî÷íåíèÿ ðåøåíèÿ ìîæíî çàïóñòèòü èòåðèðîâàíèå. Â öå-
ëîì àëãîðèòì ìíîãîìåðíîãî èíòåðâàëüíîãî ìåòîäà Íüþòîíà òàêîâ:

Ïîëàãàåì x(0) = x.

Äëÿ k = 0, 1, 2, . . . . âû÷èñëÿåì x(k+1) = x(k) ∩N (x̃,x(k)).

Â êà÷åñòâå x̃ ìîæíî âçÿòü âåêòîð ñêàëÿðíóþ ìàòðèöó, ñîñòîÿùóþ èç ñåðåäèí
èíòåðâàëîâ êîìïîíåíò áðóñà x.

Ìíîãîìåðíàÿ âåðñèÿ èíòåðâàëüíîãî ìåòîäà Íüþòîíà èìååò ñâîè íåäîñòàò-
êè. Òàê, ïî õîäó ðàáîòû ñ ýòèì ìåòîäîì ïîñòîÿííî íóæíî ðåøàòü çàäà÷ó
âíåøíåãî îöåíèâàíèÿ ìíîæåñòâà ðåøåíèé èíòåðâàëüíûõ ñèñòåì àëãåáðàè÷å-
ñêèõ óðàâíåíèé. Êðîìå òîãî, èíòåðâàëüíàÿ ëèíåéíàÿ ñèñòåìà, êîòîðóþ íåîá-
õîäèìî ðåøàòü ïðè ðåàëèçàöèè èíòåðâàëüíîãî ìåòîäà Íüþòîíà, ìîæåò èìåòü
îñîáåííóþ ìàòðèöó, è òîãäà å¼ ìíîæåñòâî ðåøåíèé áóäåò íåîãðàíè÷åíî.

Ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå ìîäèôèêàöèè èñõîäíîé ñõåìû èíòåðâàëüíîãî ìå-
òîäà Íüþòîíà, ïðåîäîëåâàþùèå ýòè íåäîñòàòêè. Òàêîâû ìåòîä Êðàâ÷èêà, ìå-
òîä Õàíñåíà-Ñåíãóïòû è äðóãèå. Îïèñàííûå ìåòîäû è èõ ìîäèôèêàöèè ìîãóò
áûòü èñïîëüçîâàíû ïðè ïîèñêå ãëîáàëüíîãî îïòèìóìà ôóíêöèé äëÿ íàõîæäå-
íèÿ íóëåé ãðàäèåíòà. Ýòî, êàê áûëî óêàçàíî âûøå, ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ
äîïîëíèòåëüíîãî ïîâûøåíèÿ ýôôåêòèâíîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è ãëîáàëüíîé îï-
òèìèçàöèè [37].

Ââåäåíèå êðèòåðèåâ îòáðàêîâêè ñóùåñòâåííî óëó÷øàåò àëãîðèòì èíòåð-
âàëüíîé îïòèìèçàöèè. Êàê ìîæíî äîáèòüñÿ äàëüíåéøèõ óëó÷øåíèé?



2.6. ÑÏÎÑÎÁÛ ÄÐÎÁËÅÍÈß ÁÐÓÑÎÂ 95

2.6 Ñïîñîáû äðîáëåíèÿ áðóñîâ

Çàäóìàåìñÿ òåïåðü íàä òåì, êàê äðîáèòü î÷åðåäíîé áðóñ. Î÷åâèäíî, ÷òî ýòî
ìîæíî ñäåëàòü ìíîæåñòâîì ñïîñîáîâ. Ñ îäíîé ñòîðîíû, âûáðàííûé ìåòîä
äîëæåí îáåñïå÷èâàòü ñòðåìëåíèå ðàçìåðîâ âåäóùèõ áðóñîâ ê íóëþ â ïðîöåññå
ðàáîòû àëãîðèòìà, à, ñ äðóãîé ñòîðîíû, íå ïðèâîäèòü ê èçëèøíèì òðóäîçà-
òðàòàì, íàïðèìåð, âûçâàííûì ÷ðåçìåðíûì ¾ðàçäóòèåì¿ ðàáî÷åãî ñïèñêà.

Ïðîñòåéøóþ ïðîöåäóðó äðîáëåíèÿ áðóñîâ îïèñàë Ð.Å. Ìóð â ñâîåé êíèãå
¾Interval Analysis¿ â 1966 ãîäó [106]. Îí óñòàíîâèë òàêæå, ÷òî òî÷íîñòü åñòå-
ñòâåííîãî èíòåðâàëüíîãî ðàñøèðåíèÿ èìååò ïåðâûé ïîðÿäîê â çàâèñèìîñòè
îò øèðèíû áðóñîâ, à ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ å¼ óëó÷øåíèÿ íàäî äåëàòü èíòåðâà-
ëû ìåëü÷å. Íà îñíîâàíèè ýòîãî èì áûë ïðåäëîæåí èòåðàòèâíûé ìåòîä ïîèñêà
ãëîáàëüíîãî îïòèìóìà. Ñóòü ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà ñâîäèëàñü ê òîìó, ÷òî-
áû íà êàæäîé èòåðàöèè äðîáèòü âñå áðóñû ïî âñåì èçìåðåíèÿì. Ïðè ýòîì
àâòîð ïðèçíàâàë ñóùåñòâåííóþ òðóäî¼ìêîñòü òàêîãî ìåòîäà è îãîâàðèâàëñÿ,
÷òî ìåòîä ïðåäñòàâëÿåò ñêîðåå òåîðåòè÷åñêóþ öåííîñòü.

Ëèøü ÷åðåç 8 ëåò äàò÷àíèí Ñ. Ñêåëáîó ïðåäëîæèë ñóùåñòâåííîå óëó÷-
øåíèå ïðè¼ìà Ìóðà � óäà÷íóþ âû÷èñëèòåëüíóþ ñõåìó, ïîäñòðàèâàþùóþñÿ
ïîä çàäà÷ó, è îñíîâàííóþ íà çàèìñòâîâàííîì èç êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè
¾ìåòîäå âåòâåé è ãðàíèö¿. Íîâàÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ ñõåìà ïîçâîëÿëà äðîáèòü
ëèøü îäèí, íàèáîëåå ïåðñïåêòèâíûé íà äàííîì ýòàïå áðóñ, ñóùåñòâåííî ýêî-
íîìÿ òðóäîçàòðàòû.

Ê ñîæàëåíèþ, Ñ. Ñêåëáîó ðàññìîòðåë â ñâîåé ðàáîòå [124] ëèøü îäíîìåð-
íûé ñëó÷àé. Äàëåå Ð.Å. Ìóð â ðÿäå ñòàòåé è êíèãå [107] îáîáùèë ýòîò ïîäõîä
íà ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé è ïðåäëîæèë äðîáèòü áðóñ öèêëè÷åñêè êàæäûé ðàç
ïî ñëåäóþùåé êîîðäèíàòå. Íî îêàçàëîñü, ÷òî ïðè òàêîì ïîäõîäå øèðèíà âå-
äóùåãî áðóñà ìîæåò íå ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ, è, ñëåäîâàòåëüíî, àëãîðèòì ìîæåò
íå ñõîäèòüñÿ. Íà ýòî îáðàòèëè âíèìàíèå Ðà÷åê è Ðîêíå è ïðåäëîæèëè áîëåå
ñîâåðøåííûé ñïîñîá èçìåëü÷åíèÿ áðóñîâ. Áîëåå òîãî, îíè äîêàçàëè [116], ÷òî
ïðè òàêîì äðîáëåíèè àëãîðèòì ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè äåéñòâèòåëüíî ñõî-
äèòñÿ. Ïðåäëîæåííûé èìè ìåòîä çàêëþ÷àåòñÿ â äðîáëåíèè áðóñà âñåãäà ïî
ñàìîé øèðîêîé êîîðäèíàòå.

Äðîáëåíèå á�îëüøåé ñòîðîíû

Çà îäíó èòåðàöèþ àëãîðèòìà âûïîëíÿåòñÿ îäíî äåëåíèå, ïðè ýòîì äåëèòñÿ
íàèáîëåå øèðîêàÿ ñòîðîíà áðóñà. Íå äåëàÿ íèêàêèõ ïðåäïîëîæåíèé î êîí-
ôèãóðàöèè ôóíêöèè, àëãîðèòì ïîñëåäîâàòåëüíî óòî÷íÿåò èíòåðâàëüíîå ðàñ-
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øèðåíèå, äåëÿ íàèáîëüøóþ è, âåðîÿòíî, äàþùóþ íàèìåíåå òî÷íóþ îöåíêó
ñòîðîíó.

Íàïðèìåð, áðóñ, ïîêàçàíûé íà ðèñ. 2.9 à áóäåò ïîäåëåí òàêèì (ðèñ. 2.9 á)
îáðàçîì.

Ðèñ. 2.9: Ðàçëè÷íûå ñïîñîáû äðîáëåíèÿ áðóñîâ

Äðîáëåíèå ñòîðîíû, íà êîòîðîé

ìàêñèìèçèðóåòñÿ îöåíêà èçìåíåíèÿ ôóíêöèè

Â 1992 ãîäó Ñ.Ï. Øàðûì (â ïðèìåíåíèè ê ìåòîäàì äðîáëåíèÿ ïàðàìåòðîâ
äëÿ ðåøåíèÿ èíòåðâàëüíûõ ëèíåéíûõ ñèñòåì) è çàòåì Ä. Ðàòöåì áûëî ïðåä-
ëîæåíî äðîáèòü òó êîìïîíåíòó âåäóùåãî áðóñà, íà êîòîðîé äîñòèãàåòñÿ ìàê-
ñèìóì ïðîèçâåäåíèÿ øèðèíû íà èíòåðâàëüíóþ îöåíêó ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé.
Â ñèëó èçâåñòíîé èç ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà òåîðåìû Ëàãðàíæà î ñðåäíåì
çíà÷åíèè íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî ìû òåì ñàìûì äðîáèì òó êîìïîíåíòó áðó-
ñà, ïî êîòîðîé îæèäàåòñÿ íàèáîëüøåå èçìåíåíèå öåëåâîé ôóíêöèé. Ýòîò ìå-
òîä äðîáëåíèÿ õîðîøî çàðåêîìåíäîâàë ñåáÿ íà ïðàêòèêå, è, êðîìå òîãî, ïðè
íåêîòîðûõ åñòåñòâåííûõ äîïóùåíèÿõ äëÿ íåãî áûëà ïîêàçàíà òåîðåòè÷åñêàÿ
îïòèìàëüíîñòü [119].

Äðîáëåíèå âñåõ ñòîðîí

Áðóñ äðîáèòñÿ ñðàçó ïî âñåì êîîðäèíàòàì. Ê ïðèìåðó, äëÿ ôóíêöèè îò äâóõ
ïåðåìåííûõ çà îäíó èòåðàöèþ àëãîðèòìà áðóñ áóäåò ðàçäåë¼í ñðàçó íà ÷åòûðå
÷àñòè. Èëëþñòðàöèÿ ïîäîáíîãî äðîáëåíèÿ ïî âñåì ñòîðîíàì ïðåäñòàâëåíà íà
ðèñ. 2.9 â) è ã).

Äîñòîèíñòâî ýòîãî ñïîñîáà äðîáëåíèÿ â òîì, ÷òî ìû çà îäíó èòåðàöèþ ñó-
ùåñòâåííî óòî÷íÿåì èíòåðâàëüíîå ðàñøèðåíèå ôóíêöèè íà ïîäîçðèòåëüíîì
áðóñå. Ê ñîæàëåíèþ, çà÷àñòóþ ýòî ìîæåò ïðèâåñòè ê ÷ðåçìåðíîìó óñëîæíå-
íèþ îäíîãî øàãà àëãîðèòìà. Âîçìîæíà íåðàöèîíàëüíàÿ òðàòà âðåìåíè íà ñî-
âåðøåíèå ëèøíèõ äðîáëåíèé, äîïîëíèòåëüíûõ îöåíèâàíèé öåëåâîé ôóíêöèè
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íà ïîëó÷åííûõ ïîäîáëàñòÿõ è ïðèìåíåíèå ïðîöåäóð îòáðàêîâêè. Íàêîíåö,
ïðè ýòîì ðàáî÷èé ñïèñîê ìîæåò ¾çàìóñîðèâàòüñÿ¿ ëèøíèìè ïîäáðóñàìè, êî-
òîðûå íå óòî÷íÿþò çíà÷åíèå ãëîáàëüíîãî ýêñòðåìóìà è êîòîðûõ ìîæíî áûëî
áû èçáåæàòü.

Ïðàâäà, íà áîëåå óçêèõ áðóñàõ ïðîöåäóðû îòáðàêîâêè ðàáîòàþò çà÷àñòóþ
ýôôåêòèâíåå. ×òî æå êàñàåòñÿ ñîáñòâåííî òî÷íîñòè èíòåðâàëüíûõ îöåíîê,
òî ìû ñðàâíèëè, êàê èçìåíÿëàñü òî÷íîñòü èíòåðâàëüíîé îöåíêè îïòèìóìà
ïðè èñïîëüçîâàíèè ýòîãî ìåòîäà äðîáëåíèÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ äðîáëåíèåì òîëü-
êî ëèøü áîëüøåé ñòîðîíû (ñì. ðèñ. 2.10 è 2.11). Ðàçíèöà, íà íàø âçãëÿä,
íåïðèíöèïèàëüíàÿ.

Ðèñ. 2.10: Òî÷íîñòü èíòåðâàëüíîé îöåíêè â çàâèñèìîñòè îò ñïîñîáà äðîáëåíèÿ áðóñîâ

Ýâðèñòè÷åñêîå äðîáëåíèå

Ýòèì ìåòîä ïîõîæ íà àëãîðèòì äåëåíèÿ áîëüøåé ñòîðîíû. Ñóòü ìåòîäà â
òîì, ÷òî ñòîðîíà äëÿ î÷åðåäíîãî äðîáëåíèÿ âûáèðàåòñÿ èñõîäÿ èç ðåçóëüòà-
òèâíîñòè ïðåäûäóùèõ äðîáëåíèé. Êàæäûé ðàç, ïðîèçâîäÿ äåëåíèå î÷åðåäíî-
ãî áðóñà, àëãîðèòì àíàëèçèðóåò, íàñêîëüêî óëó÷øèëàñü èíòåðâàëüíàÿ îöåíêà
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Ðèñ. 2.11: Òî÷íîñòü èíòåðâàëüíîé îöåíêè â çàâèñèìîñòè îò ñïîñîáà äðîáëåíèÿ áðóñîâ

ïðè äåëåíèè èìåííî ïî ýòîé êîîðäèíàòå.
Îñòàëîñü ëè åù¼ ÷òî-òî äëÿ óëó÷øåíèÿ? Ìû ðàññìîòðåëè óæå âñå øàãè

àëãîðèòìà, çà èñêëþ÷åíèåì ïðîöåäóðû âûáîðà âåäóùåãî áðóñà.

2.7 Ïðîöåäóðà âûáîðà âåäóùåãî áðóñà

Íà ïåðâûé âçãëÿä, ÷òî-ëèáî óëó÷øèòü â ñóùåñòâóþùåé ïðîöåäóðå âûáîðà âå-
äóùåãî áðóñà óæå íåëüçÿ. Èíòåðâàëüíîå ðàñøèðåíèå ôóíêöèè äà¼ò íàì îöåí-
êè ìèíèìàëüíîãî è ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè íà èíòåðåñóþ-
ùåì èíòåðâàëå. Áîëåå òîãî, â ñèëó ôóíäàìåíòàëüíûõ ñâîéñòâ èíòåðâàëüíîãî
ðàñøèðåíèÿ ôóíêöèè, ãàðàíòèðóåòñÿ, ÷òî çíà÷åíèÿ ôóíêöèè íå âûéäóò çà
âû÷èñëåííûå ãðàíèöû íà âñ¼ì èíòåðâàëå. Òî åñòü, åñëè ìû íàøëè èíòåðâàëü-
íîå ðàñøèðåíèå f(x) öåëåâîé ôóíêöèè f(x) íà èíòåðåñóþùåé íàñ îáëàñòè x,
òî f(x) � ýòî îöåíêà èñêîìîãî ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà ñíèçó.

Òàêèì îáðàçîì, õîòÿ èíòåðâàëüíîå ðàñøèðåíèå äàåò èçáûòî÷íóþ îöåíêó,
íî, ïåðâîå � ìû óæå çíàåì îöåíêó îïòèìóìà, è, âòîðîå � ìû çíàåì, ÷òî
îíà àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íà. Äàëåå, äðîáÿ èíòåðåñóþùóþ íàñ îáëàñòü íà âñ¼
áîëåå ìåëêèå ïîäîáëàñòè è, ñîîòâåòñòâåííî, âñ¼ óâåëè÷èâàÿ òî÷íîñòü îöåíè-
âàíèÿ, ìû â ïðèíöèïå ìîæåì íàéòè çíà÷åíèå êàê ãëîáàëüíîãî îïòèìóìà, òàê
è àðãóìåíòîâ, åãî äîñòàâëÿþùèõ, ñ ëþáîé íàïåðåä çàäàííîé òî÷íîñòüþ.
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Ðèñ. 2.12: Âèä ãðàôèêà äåñÿòîé ôóíêöèè Ðàñòðèãèíà (R10):
ñïðàâà � êðóïíîìàñøòàáíàÿ ñòðóêòóðà ãðàôèêà,
ñëåâà � óâåëè÷åííàÿ îêðåñòíîñòü ìèíèìóìà
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Íî ãðóáîñòü èíòåðâàëüíîé îöåíêè, à òàêæå âîçìîæíîå å¼ çàñòàèâàíèå, ìî-
ãóò ñóùåñòâåííî óõóäøèòü ïðîèçâîäèòåëüíîñòü íàøåãî ìåòîäà. Íà ãðàôèêå
íà ðèñ. 2.13 ñðàâíèâàåòñÿ ðàáîòà êëàññè÷åñêîãî àëãîðèòìà àäàïòèâíîãî èí-
òåðâàëüíîãî äðîáëåíèÿ íà äâóõ öåëåâûõ ôóíêöèÿõ.

Ðèñ. 2.13: Ãðàôèê çàâèñèìîñòè òî÷íîñòè îöåíêè ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà äâóõ öåëåâûõ
ôóíêöèé îò âðåìåíè äëÿ àëãîðèòìà àäàïòèâíîãî äðîáëåíèÿ. Ïî îáåèì îñÿì ãðàôèêà âçÿò
ëîãàðèôìè÷åñêèé ìàñøòàá. Âðåìÿ ðàáîòû èçìåðÿëîñü ñ òî÷íîñòüþ äî 0.005 ñåêóíäû, ÷òî
îòðàæåíî íà ãðàôèêå â âèäå ïîãðåøíîñòè

Ôóíêöèÿ ¾Ðàñòðèãèí10¿ (R10) [90], ñ å¼ ìíîæåñòâîì ëîêàëüíûõ ìèíèìó-
ìîâ è ìàêñèìóìîâ (âèä ôóíêöèè âáëèçè íà÷àëà êîîðäèíàò ìîæíî íàéòè íà
ðèñ. 2.12) íåîæèäàííî îêàçàëàñü ¾ë¼ãêîé¿ äëÿ àëãîðèòìà � ãëîáàëüíûé ìè-
íèìóì áûë ëîêàëèçîâàí çà äîëè ñåêóíäû, â òî âðåìÿ êàê ôóíêöèÿ ¾Øåñòè-
ãîðáûé âåðáëþä¿ (C10), ñì. ðèñ. 1.6 è 1.7 íà ñòð. 52 îêàçàëàñü äëÿ äàííîãî
àëãîðèòìà ÷ðåçâû÷àéíî ñëîæíîé. Äëÿ íàõîæäåíèÿ ìèíèìóìà ñ âûñîêîé òî÷-
íîñòüþ ïðèøëîñü çàòðàòèòü áîëåå òð¼õñîò ñåêóíä, ÷òî äåëàåò ìåòîä ñîâåð-
øåííî íåïðèåìëåìûì.1

Ïðåæäå ÷åì ìû ñìîæåì óëó÷øèòü ìåòîä, íåîáõîäèìî ïîíÿòü, â ÷¼ì îí
íåóäîâëåòâîðèòåëåí. Ïî÷åìó íà îäíîé öåëåâîé ôóíêöèè àëãîðèòì ðàáîòàåò

1ßñíî, ÷òî àáñîëþòíîå âðåìÿ ðàáîòû ïðîãðàììû çàâèñèò îò èñïîëüçîâàâøåãîñÿ àïïàðàòíîãî îáåñïå÷å-
íèÿ, è ïðèâîäèòñÿ çäåñü ëèøü äëÿ ñðàâíåíèÿ àëãîðèòìîâ ìåæäó ñîáîé.



2.7. ÏÐÎÖÅÄÓÐÀ ÂÛÁÎÐÀ ÂÅÄÓÙÅÃÎ ÁÐÓÑÀ 101

ïðåâîñõîäíî, íî íå ñïðàâëÿåòñÿ ñ äðóãîé?
Íà ñèíåì ãðàôèêå íà ðèñ. 2.13 õîðîøî âèäíû ïðîÿâëåíèÿ ýôôåêòà çà-

ñòàèâàíèÿ èíòåðâàëüíîé îöåíêè, êîãäà çà áîëüøîé ïðîìåæóòîê âðåìåíè (íà
ãðàôèêå ïðèâåäåíû ëîãàðèôìè÷åñêèå øêàëû ïî îáåèì êîîðäèíàòàì) è, ñî-
îòâåòñòâåííî, è çà áîëüø�îå êîëè÷åñòâî äðîáëåíèé, òî÷íîñòü èíòåðâàëüíîé
îöåíêè óëó÷øèëàñü ëèøü íåçíà÷èòåëüíî. Íî ýòî ëèøü îäíà èç ïðè÷èí. Äðó-
ãàÿ ñòàíîâèòñÿ î÷åâèäíîé, åñëè ðàññìîòðåòü ðàáîòó àëãîðèòìà íà ýòîé öåëå-
âîé ôóíêöèè øàã çà øàãîì.

Â ïðîöåññå ðàçðàáîòêè àëãîðèòìîâ ìû âñòðåòèëèñü ñ òåì, ÷òî ïðè ðàáî-
òå íàä äîñòàòî÷íî ñëîæíûìè çàäà÷àìè, çà÷àñòóþ ïðèõîäèòñÿ òðàòèòü ìíîãî
ñèë, ÷òîáû ïîíÿòü, ÷òî ïðîèñõîäèò íà òîé èëè èíîé èòåðàöèè àëãîðèòìà è
îïòèìàëüíî ëè åãî ïîâåäåíèå. Òàêæå áûâàåò ñëîæíî ïîíÿòü ïóòè óëó÷øåíèÿ
àëãîðèòìà, íå ïðåäñòàâëÿÿ âñþ êàðòèíó â öåëîì. Âû÷èñëèòåëüíûå àëãîðèò-
ìû ñîõðàíÿþò ñâîå ñîñòîÿíèå íà êàæäîé èòåðàöèè (ñì. ëèñòèíã 6), íî öåí-
íîñòü ýòîé èíôîðìàöèè ñòðåìèòåëüíî ïàäàåò ñ óâåëè÷åíèåì ðàçìåðà ôàéëà
ñîõðàíÿåìîãî ôàéëà ïðîòîêîëà. Èç-çà äîñòàòî÷íî áîëüøîãî âðåìåíè ðàáî-
òû è íåìàëîãî êîëè÷åñòâà ïîëó÷àþùèõñÿ ïîäáðóñîâ, äåëàòü ýòî íàïðÿìóþ
îêàçàëîñü ñîâåðøåííî íåýôôåêòèâíî, à ïîðîé è íåâîçìîæíî.

Òàê âñòàëà çàäà÷à íàãëÿäíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ðàáîòû àëãîðèòìîâ è äëÿ
ýòèõ öåëåé áûëà ðàçðàáîòàíà ñïåöèàëüíàÿ ïðîãðàììà, ïî ñâîåé ëîãèêå ÿâ-
ëÿþùåéñÿ ðàçâèòèåì ïðåäûäóùåé ðàáîòû àâòîðîâ ¾Ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ
äëÿ ãðàôè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ïðîöåññà è ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû èíòåðâàëü-
íûõ àëãîðèòìîâ¿ [47]. Íî òðåáîâàíèÿ, ïðåäúÿâëÿåìûå ê ïðîãðàììå, ñóùå-
ñòâåííî èçìåíèëèñü, ïîÿâèëèñü íîâûå òåõíîëîãèè. Îïèñûâàåìàÿ ïðîãðàììà
ïðåäñòàâëÿåò ñîâåðøåííî íîâóþ, ñàìîñòîÿòåëüíóþ ðàçðàáîòêó. Ê ñîæàëåíèþ,
îïèñàíèå ýòîé ïðîãðàììû íå óêëàäûâàåòñÿ â ôîðìàò è íàïðàâëåííîñòü íà-
ñòîÿùåãî òåêñòà. Ñêàæåì ëèøü, ÷òî ïðîãðàììà ïîçâîëÿåò íàãëÿäíî äåìîí-
ñòðèðîâàòü ïðîöåññ ðàáîòû èíòåðâàëüíûõ îïòèìèçàöèîííûõ àëãîðèòìîâ äëÿ
öåëåâûõ ôóíêöèé, äåéñòâóþùèõ èç R2 â R, îòîáðàæàÿ âñå èçìåíåíèÿ êîí-
ôèãóðàöèè áðóñîâ â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Åñòü âîçìîæíîñòü âðàùàòü
è ïðèáëèæàòü èçîáðàæåíèå, ñðàâíèâàòü ïîâåäåíèå íåñêîëüêèõ àëãîðèòì îä-
íîâðåìåííî. Ïðîãðàììà íàïèñàíà íà ÿçûêå Ñ++. Â îòëè÷èå îò àëãîðèòìè-
÷åñêîé ÷àñòè, ðåàëèçîâàííîé òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îíà ìîãëà áûòü ñîáðàíà
äëÿ ëþáîé ïëàòôîðìû, ïðîãðàììà-âèçóàëèçàòîð èçíà÷àëüíî ïðåäïîëàãàëàñü
äëÿ ðàáîòû ïîä óïðàâëåíèåì îïåðàöèîííîé ñèñòåìîé Windows. Ïîýòîìó äëÿ
ðàáîòû ñ òðåõìåðíîé ãðàôèêîé âûáðàíà òåõíîëîãèÿ Microsoft DirectX.

Âîçâðàùàÿñü ê ðàññìàòðèâàåìîìó âîïðîñó, îáñóäèì ðèñ. 2.14, ãäå ïðèâåäå-
íû íåñêîëüêî êàäðîâ, ïîêàçûâàþùèõ, êàê ìåíÿëàñü êîíôèãóðàöèÿ ðàáî÷åãî
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Ëèñòèíã 6. Ïðèìåð ñîõðàíåííûõ ñûðûõ äàííûõ àëãîðèòìà

{ [-0.328125, -0.3125], [0.9375, 0.953125], [1.13776, 1.22863] }

{ [0.4375, 0.445313], [0.03125, 0.0390625], [1.1382, 1.18729] }

{ [-0.253906, -0.25], [0.974609, 0.976563], [1.13829, 1.1532] }

{ [0.4375, 0.445313], [0.0390625, 0.0429688], [1.13875, 1.18761] }

{ [-0.257813, -0.25], [0.976563, 0.984375], [1.13904, 1.17678] }

{ [0.4375, 0.445313], [0.0429688, 0.046875], [1.13907, 1.18796] }

{ [-0.3125, -0.28125], [0.96875, 0.984375], [1.13907, 1.28017] }

{ [-0.890625, -0.875], [-0.578125, -0.5625], [1.13927, 1.45658] }

{ [0.4375, 0.439453], [0.046875, 0.0478516], [1.13942, 1.15153] }

{ [0.4375, 0.439453], [0.0478516, 0.0488281], [1.13951, 1.15162] }

{ [-0.257813, -0.253906], [0.972656, 0.976563], [1.13955, 1.15849] }

{ [0.4375, 0.441406], [0.0488281, 0.0507813], [1.13961, 1.16391] }

{ [-0.375, -0.367188], [0.890625, 0.894531], [1.13976, 1.18443] }

{ [0.4375, 0.439453], [0.0507813, 0.0527344], [1.1398, 1.15202] }

{ [0.4375, 0.438477], [0.0527344, 0.0537109], [1.14, 1.14611] }

{ [0.4375, 0.438477], [0.0537109, 0.0546875], [1.14011, 1.14621] }

{ [0.4375, 0.441406], [0.0546875, 0.0585938], [1.14021, 1.16477] }

{ [0.4375, 0.441406], [0.0585938, 0.0625], [1.14066, 1.16524] }

{ [0.4375, 0.5], [-0.125, -0.0625], [1.14113, 1.57813] }

{ [0.4375, 0.46875], [0.0625, 0.09375], [1.14113, 1.34796] }

{ [-0.90625, -0.890625], [-0.570313, -0.5625], [1.14127, 1.45911] }

{ [-0.265625, -0.257813], [0.972656, 0.976563], [1.14138, 1.17233] }

{ [-0.9375, -0.921875], [-0.578125, -0.5625], [1.14217, 1.48849] }

{ [-0.921875, -0.90625], [-0.578125, -0.5625], [1.14224, 1.47872] }

{ [-0.328125, -0.320313], [0.929688, 0.9375], [1.14393, 1.18971] }
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ñïèñêà ïðè ïîèñêå ãëîáàëüíîãî îïòèìóìà äåñÿòîé ôóíêöèè Ðàñòðèãèíà (R10).
Õîðîøî âèäíî, ÷òî àëãîðèòì íè ðàçó ¾íå îøèáñÿ¿ � êàæäîå äðîáëåíèå äåé-

Ðèñ. 2.14: ¾Âèçóàëèçàöèÿ¿ ðàáîòû àëãîðèòìà èíòåðâàëüíîãî
àäàïòèâíîãî äðîáëåíèÿ íà öåëåâîé ôóíêöèè ¾Ðàñòðèãèí10¿ (R10)

ñòâèòåëüíî óòî÷íÿëî îöåíêó ãëîáàëüíîãî îïòèìóìà. Ýòî îò÷åòëèâî âèäíî íà
ïîñëåäíåé èëëþñòðàöèè íà ðèñ. 2.14. Íà íåé ïðèâåäåí ¾âèä ñâåðõó¿ � ïîêà-
çàíî, êàê äðîáèëàñü èñõîäíàÿ îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ.

Íà ðèñ. 2.15 ïðèâåäåíà àíàëîãè÷íàÿ êîíôèãóðàöèÿ äëÿ ôóíêöèè ¾Øåñòè-
ãîðáûé âåðáëþä¿ (C10). Ê ñîæàëåíèþ, èç ñòàòè÷íîé êàðòèíêè òðóäíî ÷òî-òî
ïîíÿòü, òàê ÷òî îáðàòèìñÿ ê äâóõìåðíûì ïðîåêöèÿì, ïðåäñòàâëåííûì íà
ðèñ. 2.16. Íà íåì ïðîèëëþñòðèðîâàíî, êàê äðîáèëàñü èñõîäíàÿ îáëàñòü îïðå-
äåëåíèÿ ïðè ïîèñêå ãëîáàëüíîãî îïòèìóìà ôóíêöèè ¾Øåñòèãîðáûé âåðáëþä¿

(C10).
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Ðèñ. 2.15: Òðåõìåðíàÿ êîíôèãóðàöèÿ áðóñîâ ïðè ïîèñêå ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà
öåëåâîé ôóíêöèè ¾Øåñòèãîðáûé âåðáëþä¿ (C10) àëãîðèòìîì èíòåðâàëüíîãî

àäàïòèâíîãî äðîáëåíèÿ
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Ðèñ. 2.16: Äðîáëåíèå èñõîäíîé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ àëãîðèòìîì
èíòåðâàëüíîãî àäàïòèâíîãî äðîáëåíèÿ ïðè ïîèñêå ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà öåëåâîé

ôóíêöèè ¾Øåñòèãîðáûé âåðáëþä¿ (C10)
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Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî äëÿ áîëüøåé íàãëÿäíîñòè ïðîöåäóðû îòáðàêîâêè áû-
ëè îòêëþ÷åíû.

Íàìè áûë ïðîäåëàí äîñòàòî÷íî ïîäðîáíûé àíàëèç ïîâåäåíèÿ àëãîðèòìà
ïðè îïòèìèçàöèè ðàçëè÷íûõ ôóíêöèé, çäåñü æå ïðèâåäåì ëèøü êðàòêèå âû-
âîäû. Â îòëè÷èè îò ïðîöåññà íà ðèñ. 2.14 ¾âåäóùèé áðóñ¿ ïîñòîÿííî ìåíÿ-
åòñÿ, àëãîðèòì ïîñëåäîâàòåëüíî ìåëü÷èò ñîñåäíèå áðóñû. Ïðè ýòîì òî÷íîñòü
îöåíèâàíèÿ óëó÷øàåòñÿ ëèøü íåçíà÷èòåëüíî � èìååò ìåñòî ýôôåêò ¾çàñòà-
èâàíèÿ èíòåðâàëüíîé îöåíêè¿. Òî åñòü ñèòóàöèÿ, êîãäà äîñòàòî÷íî áîëüøîå
êîëè÷åñòâî ïîñëåäîâàòåëüíûõ äðîáëåíèé íå ïðèâåëî ê çíà÷èìîìó óëó÷øå-
íèþ òî÷íîñòè èíòåðâàëüíîé îöåíêè (ñì. ðèñ. 2.17). Äîïîëíèòåëüíî óñóãóáëÿ-
þò äåëî ¾ëîæíûå îïòèìóìû¿, òî åñòü áðóñû, ïðèçíàâàåìûå âåäóùèìè, õîòÿ
ðåàëüíî è íå ñîäåðæàùèå ãëîáàëüíîãî îïòèìóìà. Âñ¼ ýòî âìåñòå âçÿòîå ïðè-
âîäèò ê ðàçäóòèþ ðàáî÷åãî ñïèñêà. (Åù¼ ðàç íàïîìíèì, ÷òî èëëþñòðàöèè íà
ðèñ. 2.16 äëÿ áîëüøåé íàãëÿäíîñòè ïîëó÷åíû ïðè îòêëþ÷åííûõ ïðîöåäóðàõ
îòáðàêîâêè).

Èòàê, îáîçíà÷èì îñíîâíûå ïðè÷èíû íåóñïåøíîñòè àëãîðèòìà:

� Ïîëó÷àåìûå èíòåðâàëüíûå îöåíêè îáëàñòè çíà÷åíèé ôóíêöèè âåñüìà
èçáûòî÷íû.

� Çà÷àñòóþ ãðàíèöû èíòåðâàëüíûõ îöåíîê öåëåâîé ôóíêöèè íà ïîäáðó-
ñàõ íå êîððåëèðîâàëè ñ äåéñòâèòåëüíûìè îáëàñòÿìè çíà÷åíèé. Òî åñòü,
íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî min

a
f(x) > min

b
f(x), âåëè÷èíà f(a) ÷àñòî îêàçûâà-

ëàñü ìåíüøå, ÷åì f(b), ãäå a è b� äâà êàêèõ-òî ïîäáðóñà, íå âëîæåííûõ
äðóã â äðóãà. (Ñì. ðèñ. 2.17).

� Ýôôåêò çàñòàèâàíèÿ èíòåðâàëüíîé îöåíêè âìåñòå ñ äâóìÿ óêàçàííûìè
âûøå ÿâëåíèÿìè çàñòàâëÿåò àëãîðèòì äåëàòü î÷åíü ìíîãî äðîáëåíèé
âïóñòóþ, ôàêòè÷åñêè íå ïðèáëèæàÿñü ê ãëîáàëüíîìó îïòèìóìó.

� Ðàñòóùèé ðàçìåð ðàáî÷åãî ñïèñêà, â ñâîþ î÷åðåäü (ñì. �2.3), äîïîëíè-
òåëüíî çàìåäëÿë ïðîöåññ îïòèìèçàöèè.

Èç ðèñ. 2.17 äîëæíî áûòü ïîíÿòíî, ÷òî àëãîðèòìû ðàññìàòðèâàåìîãî íà-
ìè òèïà îñíîâàííûå íà àäàïòèâíîì äðîáëåíèè îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ è èíòåð-
âàëüíîì îöåíèâàíèè ïî ïîëó÷àþùèìñÿ ïîäîáëàñòÿì, çàïðîãðàììèðîâàíû íà
íåóäà÷ó â çàäà÷àõ òàêîãî ðîäà. Â ñîîòâåòñòâèè ñî ñâîåé âíóòðåííåé ëîãèêîé
îíè áóäåò ïîñëåäîâàòåëüíî ìåëü÷èòü ëîæíûå âåäóùèå áðóñû, ëèøü íåçíà÷è-
òåëüíî óëó÷øàÿ òî÷íîñòü èíòåðâàëüíîé îöåíêè.

Îäèí èç âîçìîæíûõ âûõîäîâ èç ñîçäàâøåãîñÿ ïîëîæåíèÿ � èçìåíåíèå
ïðîöåäóðû âûáîðà áðóñà äëÿ äðîáëåíèÿ. Åñòåñòâåííûì, õîòÿ è íåñêîëüêî
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Ðèñ. 2.17: Äåòåðìèíèñòñêèé àëãîðèòì ïîñëåäîâàòåëüíî äðîáèò
îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ íà âñ¼ áîëåå ìåëêèå ïîäáðóñû, ïðè ýòîì
ïðàêòè÷åñêè íå óòî÷íÿÿ ãðàíèöû ãëîáàëüíîãî îïòèìóìà
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íåîáû÷íûì øàãîì ÿâëÿåòñÿ ââåäåíèå ñëó÷àéíîñòè (ðàíäîìèçàöèè) â ýòîò
ïðîöåññ. Âïåðâûå ïîäîáíàÿ èäåÿ � îòêàçàòüñÿ îò æ¼ñòêîãî äåòåðìèíèçìà
êëàññè÷åñêèõ ìåòîäîâ èíòåðâàëüíîé îïòèìèçàöèè ñ öåëüþ ïîëó÷åíèÿ ïðèí-
öèïèàëüíî íîâûõ àëãîðèòìîâ � áûëà ïðåäëîæåíà Ñ.Ï.Øàðûì â ïóáëèêàöè-
ÿõ [70, 71].

Ïåðâûì íà ýòîì ïóòè ïîëó÷àåòñÿ àëãîðèòì ¾ñëó÷àéíîãî èíòåðâàëüíîãî
äðîáëåíèÿ¿ [70, 71], áëîê-ñõåìà êîòîðîãî èçîáðàæåíà íà ðèñ. 3.1.

Èòîãè ãëàâû 2

Îñíîâíîé èòîã ãëàâû 2 äèññåðòàöèè � òùàòåëüíûé êðèòè÷åñêèé àíàëèç âû-
÷èñëèòåëüíîé ñõåìû òðàäèöèîííûõ èíòåðâàëüíûõ ìåòîäîâ ãëîáàëüíîé îïòè-
ìèçàöèè, ïîçâîëèâøèé ïîíÿòü èõ óçêèå ìåñòà è íàìåòèòü ïóòè èõ ïðåîäîëå-
íèÿ. Íîâûìè ÿâëÿþòñÿ òàêæå âûâîäû î ñðàâíèòåëüíîé ýôôåêòèâíîñòè ðàç-
ëè÷íûõ ìîäèôèêàöèé èíòåðâàëüíûõ ìåòîäîâ ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè, ïðî-
öåäóð îòáðàêîâêè è ò. ä. Ïðèâåäåíû ðåêîìåíäàöèè ïî íàèáîëåå îïòèìàëüíîé
ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè ñîîòâåòñòâóþùèõ àëãîðèòìîâ íà ðàçëè÷íûõ âû÷èñ-
ëèòåëüíûõ ñèñòåìàõ.

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ âûïîëíåíèÿ ýòîé ðàáîòû ïîòðåáîâàëîñü ñîçäàòü ñïåöè-
àëüíûé ïðîãðàììíûé èíñòðóìåíò âèçóàëèçàöèè, êîòîðûé â íàãëÿäíîé ôîðìå
ïðåäñòàâëÿåò ïðîöåññ ðàáîòû èíòåðâàëüíûõ ìåòîäîâ ãëîáàëüíîé îïòèìèçà-
öèè è ïîçâîëÿåò àíàëèçèðîâàòü èõ ïðîèçâîäèòåëüíîñòü â ðåàëüíîì âðåìåíè.



Ãëàâà 3

Ñòîõàñòè÷åñêèå èíòåðâàëüíûå

ìåòîäû ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè

Ýòà ãëàâà ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëüíîé â íàøåé ðàáîòå è ïîñâÿùåíà ðàçðàáîòêå, ðåà-
ëèçàöèè, òåñòèðîâàíèþ è ñðàâíèòåëüíîìó àíàëèçó èíòåðâàëüíûõ àëãîðèòìîâ
ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè, îñíîâàííûõ íà èñïîëüçóþùèõ ñòîõàñòèêè è ðàíäî-
ìèçàöèè. Ìû ðàññìàòðèâàåì è àíàëèçèðóåì ðÿä ñóùåñòâóþùèõ àëãîðèòìîâ
ýòîãî òèïà, ïðåäëîæåííûõ Ñ.Ï. Øàðûì, ïðåäëàãàåì èõ âîçìîæíûå ìîäè-
ôèêàöèè, à òàêæå ðàçâèâàåì íà ýòîì ïóòè íîâûå ïîäõîäû � èíòåðâàëüíûé
ãåíåòè÷åñêèé àëãîðèòì è ìóëüòèìåòîäíûé àëãîðèòì, ñî÷åòàþùèé â ñåáå ïî-
ëîæèòåëüíûå ñòîðîíû áîëüøèíñòâà èç ñîñòàâëÿþùèõ åãî âû÷èñëèòåëüíûõ
ñõåì.

3.1 Ñëó÷àéíîå èíòåðâàëüíîå äðîáëåíèå

Àëãîðèòì ñëó÷àéíîãî èíòåðâàëüíîãî äðîáëåíèÿ, áëîê-ñõåìà êîòîðîãî ïðåä-
ñòàâëåíà íà ðèñ. 3.1, ÿâëÿåòñÿ ïðîñòåéøèì èç ìåòîäîâ, ñî÷åòàþùèõ èíòåð-
âàëüíóþ òåõíèêó îöåíèâàíèÿ çíà÷åíèé ôóíêöèé ñî ñòîõàñòè÷åñêèì óïðàâëå-
íèåì. Îí áûë ïðåäëîæåí â ðàáîòàõ [70, 71], â êîòîðûõ òàêæå îáîñíîâûâà-
ëàñü íåîáõîäèìîñòü èìåííî òàêîãî ñïîñîáà ðàáîòû ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ
� äðîáëåíèÿ âêóïå ñ îðãàíèçàöèåé ñïèñêà, åñëè äëÿ ïîëó÷åíèÿ èíôîðìàöèè
î öåëåâîé ôóíêöèè èñïîëüçóþòñÿ å¼ èíòåðâàëüíûå ðàñøèðåíèÿ. Ïðè ýòîì
âåðîÿòíîñòè èçâëå÷åíèÿ áðóñîâ èç ðàáî÷åãî ñïèñêà ïîëàãàþòñÿ ðàâíûìè.

Ìû ïðèìåíèëè àëãîðèòì ñëó÷àéíîãî èíòåðâàëüíîãî äðîáëåíèÿ äëÿ íàõîæ-
äåíèÿ ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà ôóíêöèè (1.15):

z(x, y) = x4 + 4x3 + 4x2 + y2

íà íà÷àëüíîì áðóñå [−1, 1]× [−1, 1].
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Ðèñ. 3.1: Áëîê-ñõåìà ñëó÷àéíîãî èíòåðâàëüíîãî äðîáëåíèÿ

×åðåç 0.01 ñåêóíäû ìèíèìóì áûë ëîêàëèçîâàí êàê íàõîäÿùèéñÿ íà áðóñå
[−1, 0]× [−0.125, 0], à ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè � â èíòåð-
âàëå [−1.4, 3.3]. Ïðè ýòîì ñïèñîê áðóñîâ èìåë âèä, ïîêàçàííûé íà äèàãðàììå
íà ðèñ. 3.3.

Ïðàêòè÷åñêè â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèìè ñâîéñòâàìè ðàñïðåäåëÿëàñü è òî÷-
íîñòü èíòåðâàëüíîé îöåíêè ôóíêöèè.

Áóêâîé ¾D¿ íà äèàãðàììàõ îáîçíà÷åíà øèðèíà áðóñîâ. Âèäíî, ÷òî îñíîâ-
íîé ïðîöåíò ñîñòàâëÿþò äîñòàòî÷íî ìåëêèå áðóñû, íî åñòü è íåñêîëüêî êðóï-
íûõ. Íåñìîòðÿ íà äîñòàòî÷íî õîðîøåå ðàñïðåäåëåíèå, ýòè íåñêîëüêî íåðàç-
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Ðèñ. 3.2: Âèä ôóíêöèè z(x, y) = x4 + 4x3 + 4x2 + y2 (Tre4) âáëèçè íà÷àëà êîîðäèíàò
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Ðèñ. 3.3: Ðàñïðåäåëåíèå øèðèíû áðóñîâ â ðàáî÷åì ñïèñêå
àëãîðèòìà ¾ñëó÷àéíîå èíòåðâàëüíîå äðîáëåíèå¿

÷åðåç 0.01 ñåêóíäû ïîñëå ñòàðòà



3.1. ÑËÓ×ÀÉÍÎÅ ÈÍÒÅÐÂÀËÜÍÎÅ ÄÐÎÁËÅÍÈÅ 113

Ðèñ. 3.4: Ðàñïðåäåëåíèå øèðèíû èíòåðâàëüíîé îöåíêè öåëåâîé ôóíêöèè
â ðàáî÷åì ñïèñêå àëãîðèòìà ¾ñëó÷àéíîå èíòåðâàëüíîå äðîáëåíèå¿

÷åðåç 0.01 ñåêóíäû ïîñëå ñòàðòà
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äðîáëåííûõ áðóñîâ è ïîðòÿò âñþ êàðòèíó. Ñ óâåëè÷åíèåì êîëè÷åñòâà èòåðà-
öèé ñêîëüêî-ëèáî çíà÷èìîãî óëó÷øåíèÿ çíà÷åíèÿ îïòèìóìà íå ïðîèñõîäèò
�� âåäü ñ êàæäûì äðîáëåíèåì êîëè÷åñòâî áðóñîâ ñòàíîâèòñÿ áîëüøå, à âå-
ðîÿòíîñòü âûáðàòü ñàìûé øèðîêèé áðóñ �� ìåíüøå. Â ÷àñòíîñòè, â íàøåì
ýêñïåðèìåíòå ñ ôóíêöèåé (1.15) îöåíêà îïòèìóìà íå áûëà ñóùåñòâåííî óëó÷-
øåíà äàæå çà òûñÿ÷ó ñåêóíä.

Ãðàôèêè íà ðèñ. 3.5 ïîêàçûâàþò óñðåäí¼ííûå ïî ñòà (äëÿ êàæäîé èç ðàç-
ìåðíîñòåé) ýêñïåðèìåíòàì ðàçìåðû ìàêñèìàëüíîé ñòîðîíû â ðàáî÷åì ñïèñêå
â çàâèñèìîñòè îò êîëè÷åñòâà èòåðàöèé, ñîâåðø¼ííûõ ìåòîäîì èíòåðâàëüíî-
ãî ñëó÷àéíîãî ïîèñêà. Îáðàòèòå âíèìàíèå íà ëîãàðèôìè÷åñêèé ìàñøòàá ïî
âðåìåíè.

Ðèñ. 3.5: ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ñõîäèìîñòè ìåòîäà ñëó÷àéíîãî äðîáëåíèÿ äëÿ ôóíêöèé
ìàëûõ ðàçìåðíîñòåé

Åñëè â êà÷åñòâå ìåðû áðóñà îïèðàòüñÿ íå ìàêñèìàëüíûé ðàçìåð, à, ñêàæåì,
íà ñðåäíèé, òî ñèòóàöèÿ (ñì. ðèñ. 3.6) ïðèíöèïèàëüíî íå èçìåíèòñÿ.

Òàêæå õî÷åòñÿ îòìåòèòü åù¼ îäíó îñîáåííîñòü ìåòîäà. Áåç ïðîöåäóð îò-
áðàêîâêè íà êàæäîé ñëåäóþùåé èòåðàöèè ðàçìåð ðàáî÷åãî ñïèñêà óâåëè÷è-
âàåòñÿ. Ïðè ýòîì âûáîð áðóñà ïðîèñõîäèò èç âñåãî ñïèñêà. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
ðàíî èëè ïîçäíî îáú¼ì îáðàáàòûâàåìûõ äàííûõ ïðåâûñèò ðàçìåð ëþáîãî êý-
øà. Ïîñëå ÷åãî äàííûå áóäóò âûòåñíÿòüñÿ â ïàìÿòü è ñêîðîñòü âûáîðêè áóäåò
ñóùåñòâåííî çàìåäëÿòüñÿ. Ýòî èëëþñòðèðóåò ðèñ. 3.7, íà êîòîðîì ïðèâåäå-
íà çàâèñèìîñòü âðåìåíè îäíîé èòåðàöèè (â íåêîòîðûõ óñëîâíûõ âíóòðåííèõ
åäèíèöàõ èçìåðåíèÿ) â çàâèñèìîñòè îò êîëè÷åñòâà èòåðàöèé. Ïîäðîáíåå ñì.
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Ðèñ. 3.6: ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ñõîäèìîñòè ìåòîäà ñëó÷àéíîãî äðîáëåíèÿ äëÿ ôóíêöèé
ìàëûõ ðàçìåðíîñòåé

ðàçäåë 2.3. Ñðàâíèòåëüíàÿ ìåäëåííîñòü ïåðâûõ ïÿòè èòåðàöèé îáúÿñíÿåòñÿ
òåì, ÷òî Java-ìàøèíà åù¼ íå âñ¼ ñêîìïèëèðîâàëà.

Ðèñ. 3.7: Óñðåäí¼ííîå âðåìÿ îäíîé èòåðàöèè èíòåðâàëüíîãî ñëó÷àéíîãî äðîáëåíèÿ

Òàêèì îáðàçîì, íàøè âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû ïîêà ïîêàçûâàþò,
÷òî òî÷íîñòü îöåíêè ãëîáàëüíîãî îïòèìóìà ðàññìàòðèâàåìûì ìåòîäîì äî-
âîëüíî áûñòðî âûõîäèò íà àñèìïòîòó è ïðè äàëüíåéøèõ èòåðàöèÿõ çíà÷è-
òåëüíî íå óëó÷øàåòñÿ. Àëãîðèòì ñëó÷àéíîãî èíòåðâàëüíîãî äðîáëåíèÿ íå
òðàòèò âðåìÿ íà òàêèå âòîðîñòåïåííûå çàäà÷è, êàê óïîðÿäî÷èâàíèå ðàáî÷åãî
ñïèñêà èëè ïîèñê íàèáîëåå ïåðñïåêòèâíîãî áðóñà, à ëèøü äðîáèò è äðîáèò.
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Êàê ñëåäñòâèå îòñóòñòâèÿ óïðàâëÿþùåé ëîãèêè, îí òàê æå áûñòðî ¾ïîãðÿ-
çàåò¿ â ïîðîæäåííîì ìíîæåñòâå ïîäáðóñîâ. Ìîæíî ëè ïîìî÷ü ïðîñòåéøåìó
ñòîõàñòè÷åñêîìó àëãîðèòìó èíòåðâàëüíîé ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè íå ¾çà-
õëåáíóòüñÿ¿ ðåçóëüòàòàìè ñâîåãî òðóäà? Äîïîëíåíèå åãî ïðîöåäóðàìè îòáðà-
êîâêè ïîçâîëèëî îòñåèâàòü áîëåå ïîëîâèíû áðóñîâ è ëîêàëèçîâàòü ìèíèìóì
ñ àáñîëþòíî òî÷íîñòüþ 10−4 çà 0.38 ñåêóíäû. Ïðàâäà, ÷òîáû ïîâûñèòü òî÷-
íîñòü äî 10−5 ïðèøëîñü ïîòðàòèòü åù¼ äâå ñåêóíäû. Âàæíî ïîíèìàòü, ÷òî
èñïîëüçîâàíèå ïðîöåäóð îòáðàêîâêè ïîçâîëèò ëîêàëèçîâàòü îïòèìóì ìåòî-
äîì ñëó÷àéíîãî äðîáëåíèÿ äàëåêî íå íà ëþáîé öåëåâîé ôóíêöèè.

Â îòñóòñòâèè îñìûñëåííîé ëîãèêè âûáîðà âåäóùåãî áðóñà ëþáîé ñïîñîá
îòáðàñûâàíèÿ áåñïåðñïåêòèâíûõ áðóñîâ ñïîñîáñòâóåò ¾öåëåóñòðåìëåííîñòè¿
àëãîðèòìà. Â öåëîì, ñ îäíîé ñòîðîíû ìû èìååì æ¼ñòêî äåòåðìèíèðîâàííóþ
àëãîðèòìèêó êëàññè÷åñêîãî ìåòîäà ¾âåòâåé è ãðàíèö¿, à ñ äðóãîé, ñëèøêîì
ñâîáîäíóþ âû÷èñëèòåëüíóþ ñõåìó ¾ñëó÷àéíîãî èíòåðâàëüíîãî äðîáëåíèÿ¿.
Ïðîáëåìû îáîèõ î÷åâèäíû. C îäíîé ñòîðîíû, ýòî çàñòàèâàíèå èíòåðâàëüíîé
îöåíêè è ëîæíûå îïòèìóìû äëÿ êëàññè÷åñêîãî àäàïòèâíîãî èíòåðâàëüíîãî
äðîáëåíèÿ è íåàäàïòèâíîñòü äëÿ ¾ñëó÷àéíîãî èíòåðâàëüíîãî äðîáëåíèÿ¿, ñ
äðóãîé.

Ïîïðîáóåì ýòî èñïðàâèòü è ìîäèôèöèðóåì ïðîöåäóðó âûáîðà âåäóùåãî
áðóñà òàê, ÷òîáû áîëåå øèðîêèå áðóñû âûáèðàëèñü ñ áîëüøåé âåðîÿòíîñòüþ.

3.2 Ñëó÷àéíîå èíòåðâàëüíîå äðîáëåíèå ñ ïðèîðèòåòîì

Ìåòîä, êîòîðûé ìû íàçâàëè ¾ñëó÷àéíûé èíòåðâàëüíîå äðîáëåíèå ñ ïðèîðè-
òåòîì¿ ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì ðàçâèòèåì àëãîðèòìà ¾ñëó÷àéíîãî èíòåðâàëü-
íîãî äðîáëåíèÿ¿, îïèñàííîãî â ïðåäûäóùåì ïóíêòå. Åäèíñòâåííîå, íî âåñüìà
ñóùåñòâåííîå îòëè÷èå � ìû ìîäèôèöèðîâàëè ïðîöåäóðó âûáîðà î÷åðåäíîãî
êàíäèäàòà íà äðîáëåíèå. Âûáîð ïî-ïðåæíåìó ïðîèñõîäèò ñëó÷àéíî, íî áîëåå
øèðîêèå áðóñû èìåþò á�îëüøóþ âåðîÿòíîñòü áûòü ðàçäðîáëåííûìè.

Òåõíè÷åñêè ýòî ìîæíî ðåàëèçîâàòü íåñêîëüêèìè ñïîñîáàìè.
Íàïðèìåð, åñòåñòâåííî ïîääåðæèâàòü ðàáî÷èé ñïèñîê îòñîðòèðîâàííûì

ïî ðàçìåðó áðóñîâ è èñïîëüçîâàòü ãåíåðàòîð ñëó÷àéíûõ ÷èñåë ñ íåðàâíîìåð-
íîé ïëîòíîñòüþ âåðîÿòíîñòè (â ýòîì ñëó÷àå äîáàâëÿþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå
ðàñõîäû íà âñòàâêó ïîäáðóñîâ â óïîðÿäî÷åííûé ñïèñîê).

Àëüòåðíàòèâíûé îáðàç äåéñòâèé ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû îòñëåæèâàòü è ïîì-
íèòü ðàçìåð íàèáîëåå øèðîêîãî (øèðîêèõ) áðóñà (áðóñîâ) è äðîáèòü òîëüêî
òå áðóñû, êîòîðûå ¾íå ñëèøêîì ìåíüøå¿ ýòèõ ñàìûõ øèðîêèõ. Äëÿ íàãëÿä-
íîñòè ýòîò ìåòîä ïðîèëëþñòðèðîâàí ïñåâäîêîäîì íà ëèñòèíãå 7. Îñíîâíàÿ
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ñëîæíîñòü è, ñëåäîâàòåëüíî, äîïîëíèòåëüíûå ðàñõîäû ïðè òàêîì ïîäõîäå âû-
ïàäàþò íà îòñëåæèâàíèå íàèáîëåå øèðîêèõ áðóñîâ è èõ êîëè÷åñòâà. Êðîìå
òîãî, íåäîñòàòêîì ÿâëÿåòñÿ òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî ñ óâåëè÷åíèåì ðàçìåðà
ðàáî÷åãî ñïèñêà (à ýòî íåèçáåæíî ïðîèñõîäèò ïðè îïòèìèçàöèè äîñòàòî÷íî
ñëîæíîé öåëåâîé ôóíêöèè), êîëè÷åñòâî íåóñïåøíûõ ïîïûòîê íàéòè äîñòà-
òî÷íî øèðîêèé áðóñ áóäåò âñ¼ áîëüøå. Ñîîòâåòñòâåííî, óâåëè÷èòñÿ è äëè-
òåëüíîñòü êàæäîé èòåðàöèè. Êðîìå òîãî, áîëåå ýôôåêòèâíûì ïðåäñòàâëÿåò-
ñÿ îðãàíèçîâàòü ïðèîðèòåò áðóñîâ ïî øèðèíå èíòåðâàëüíîé îöåíêè èëè ïî
êîìáèíàöèè íèæíåé ãðàíèöû, øèðèíû îöåíêè è îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ.

Äëÿ íà÷àëà áóäåì ïðåäïî÷òèòåëüíî äðîáèòü áðóñû ñ áîëåå øèðîêîé èíòåð-
âàëüíîé îöåíêîé öåëåâîé ôóíêöèè, ÷òîáû ïðåîäîëåòü îñíîâíîé íåäîñòàòîê
àëãîðèòìà ñëó÷àéíîãî äðîáëåíèÿ. Ðåàëèçîâàòü òàêîé ïîäõîä òàêæå ìîæíî
íåñêîëüêèìè ñïîñîáàìè.

Â ðåàëèçîâàííîé è èññëåäîâàííîé íàìè âåðñèè ìû õðàíèì â ðàáî÷åì ñïèñ-
êå âñå áðóñû îòñîðòèðîâàííûìè ïî øèðèíå èíòåðâàëüíîé îöåíêè, äåë¼ííîé
íà øèðèíó íà÷àëüíîé îöåíêè îáëàñòè çíà÷åíèé â ñî÷åòàíèè ñî çíà÷åíèåì
íèæíåé ãðàíèöû èíòåðâàëüíîé îöåíêè, äåë¼ííîé íà çíà÷åíèå íèæíåé ãðàíè-
öû íà÷àëüíîé îöåíêè. Êðîìå òîãî, ïðèìåíÿëñÿ ãåíåðàòîð ñëó÷àéíûõ ÷èñåë ñ
êóñî÷íî-ðàâíîìåðíûì ðàñïðåäåëåíèåì âåðîÿòíîñòè:

P =
M∑
i=1

1

ki
· 1
ni

= 1

Èíûìè ñëîâàìè, íà êàæäîé èòåðàöèè ñ âåðîÿòíîñòüþ 1
k1
âûáèðàëñÿ îäèí èç

ïåðâûõ n1 áðóñîâ â ðàáî÷åì ñïèñêå, ñ âåðîÿòíîñòüþ 1
k2
� áðóñ ñ íîìåðîì îò

n1 äî n2. Ïðè÷¼ì 1
k1
> 1

k2
è ò. ä. Òèïè÷íûå çíà÷åíèÿ, èñïîëüçóåìûå íàìè â

âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòàõ ïðè ðàçìåðå ðàáî÷åãî ñïèñêà áîëåå 1000 áðó-
ñîâ áûëè ñëåäóþùèìè: M = 5, n1 = 20, n2 = 100, n3 = 300, n4 � ïîëîâèíà n5,
n5 � êîëè÷åñòâî âñåõ áðóñîâ. Ðåàëèçîâàíî ýòî ñëåäóþùèì îáðàçîì: ñíà÷à-
ëà ñëó÷àéíûì îáðàçîì âûáèðàëñÿ äèàïàçîí, ãäå áóäåò ïðîèçâîäèòüñÿ ïîèñê,
à çàòåì óæå èç ýòîãî äèàïàçîíà âûáèðàëñÿ áðóñ äëÿ äðîáëåíèÿ ñëó÷àéíûì
îáðàçîì.

Ïðè òàêîé ðåàëèçàöèè äîáàâëÿþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå ðàñõîäû íà äîáàâ-
ëåíèå ïîäáðóñîâ â óïîðÿäî÷åííûé ñïèñîê. Çàòî ìû ïîâûøàåì ëîêàëüíîñòü
äàííûõ, ÷òî ïîëîæèòåëüíî ñêàçûâàåòñÿ íà ïðîèçâîäèòåëüíîñòè àëãîðèòìà.
Íàïîìíèì, ÷òî â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ñëó÷àéíûé âûáîð
áðóñà èç äîñòàòî÷íî îáúåìíîãî ðàáî÷åãî ñïèñêà � âåñüìà ìåäëåííàÿ ïðîöå-
äóðà, ãîðàçäî ïðåäïî÷òèòåëüíåå êàê ìîæíî áîëüøå ðàáîòàòü ñ ëîêàëüíûìè,
ðàñïîëîæåííûìè â ïàìÿòè êîìïàêòíî, äàííûìè.
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Ëèñòèíã 7. Âàðèàíò àëãîðèòìà ¾Ñëó÷àéíîãî èíòåðâàëüíîãî äðîáëåíèÿ ñ ïðèîðèòåòîì¿

. . .

// Èñõîäíûé áðóñ ïîìåùàåì â ðàáî÷èé ñïèñîê.

m_boxQueue.add(X);

// m_widthMap - ýòî îáúåêò, ñ÷èòàþùèé ñêîëüêî áðóñîâ èìåþò òîò

// èëè èíîé ðàçìåð.

// Ðåãèñòðèðóåì èñõîäíûé áðóñ.

m_widthMap.add(X->size());

// Ïàðàìåòðû àëãîðèòìà:

aspect = 10; // âî ñêîëüêî ðàç ìåíüøå íàèáîëåå øèðîêîãî

// ìîæåò áûòü áðóñ, ÷òîáû åãî åù¼ ìîæíî

// áûëî ðàçäðîáèòü.

attempts = 500; // ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ïîïûòîê íàéòè

// <<äîñòàòî÷íî øèðîêèé>> áðóñ

. . .

// îñíîâíîé öèêë

do {

// Óâåëè÷èâàåì ñ÷¼ò÷èê ïîïûòîê.

i++;

// Èçâëåêàåì ñëó÷àéíûé áðóñ èç ðàáî÷åãî ñïèñêà.

Box* workBox = m_boxQueue.getRandom();

// Â ñëó÷àå, åñëè ýòîò áðóñ ñëèøêîì ìàë, ïðåäïðèíèìàåì

// ñëåäóþùóþ ïîïûòêó, åñëè åù¼ íå èñ÷åðïàí ëèìèò ïîïûòîê

if (i < attempts && workBox->size() < m_widthMap.maxWide()/aspect )

continue;

// Áðóñ ïðèíÿò, îáíóëÿåì ñ÷åò÷èê ïîïûòîê.

i = 0;

// Íà îäèí áðóñ ñ òàêèì ðàçìåðîì ñòàíåò ìåíüøå.

m_widthMap.del( workBox->size() );

// Äðîáèì áðóñ êàêèì-ëèáî ñïîñîáîì.

_temporaryLine = algorithm->splitBox(workBox);
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// Ïðîáåãàåì ïî ïîëó÷èâøèìñÿ ïîäáðóñàì

// è ðåãèñòðèðóåì èõ ðàçìåð â m_widthMap

for (SomeIterator it = _temporaryLine.begin();

it < _temporaryLine.end(); ++it)

{

m_widthMap.add( (*it)->size() );

}

// Äîáàâëÿåì íîâûå áðóñû â ðàáî÷èé ñïèñîê

m_boxQueue.merge(_temporaryLine);

// Öèêë ïîâòîðÿåòñÿ.

} while ( ++step_counter < max_step )

// äëÿ ïðîñòîòû ïðèâîäèòñÿ ëèøü îäèí êðèòåðèé îñòàíîâà:

// óòî÷íåíèå îïòèìóìà áóäåò ïðîäîëæàòüñÿ max_step èòåðàöèé.

. . .

Äîêàæåì, ÷òî ìåòîä ñëó÷àéíîãî èíòåðâàëüíîãî äðîáëåíèÿ ñ ïðèîðèòåòîì
ñõîäèòñÿ ê ãëîáàëüíîìó îïòèìóìó ïî÷òè âñåãäà (ïî÷òè âñþäó).

Îïðåäåëåíèå 3.1 Ãîâîðÿò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

{ξn} ñõîäèòñÿ ïî÷òè âñåãäà ê ξ ïðè n → ∞, è ïèøóò: ξn
ï.â.−−−→ ξ, åñëè

P{ω : ξn(ω)→ ξ(ω) ïðè n→∞} = 1. Èëè æå åñëè ξn(ω)→ ξ(ω) ïðè n→∞
äëÿ âñåõ ω ∈ Ω, êðîìå, âîçìîæíî, ω ∈ A, ãäå A � ìíîæåñòâî ìåðû íóëü
[69].

Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè ìû õîòèì äîêàçàòü, ÷òî îïèñûâàåìûé ìåòîä ñõî-
äèòñÿ ïî÷òè âñåãäà, íàì íåîáõîäèìî äîêàçàòü, ÷òî ìåðà ìíîæåñòâà âñåõ èñõî-
äîâ, ïðè êîòîðûõ àëãîðèòì íå ñîø¼ëñÿ ê ãëîáàëüíîìó îïòèìóìó ðàâíà íóëþ.

Òåîðåìà 3.1 Ìåòîä ñëó÷àéíîãî èíòåðâàëüíîãî äðîáëåíèÿ ñ ïðèîðèòåòîì
ñõîäèòñÿ ê ãëîáàëüíîìó îïòèìóìó ïî÷òè âñåãäà (ïî÷òè âñþäó).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f(x) � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà áðóñå x = {a 6
x 6 b} ⊇ Rn, f(x) � å¼ èíòåðâàëüíîå ðàñøèðåíèå, Qk � ðàçáèåíèå x íà íåïå-
ðåñåêàþùèåñÿ ïîäáðóñû, ïîëó÷àåìîå íà k øàãå àëãîðèòìà. Ïðè ýòîì âåðíî,
÷òî

|Qk+1| − |Qk| 6 1, (3.1)
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ãäå ïîñðåäñòâîì | · | îáîçíà÷åíî êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà. Åñëè ðàñ-
ñìàòðèâàòü âàðèàíò ìåòîäà íå èñïîëüçóþùèé ïðîöåäóð îòáðàêîâêè è äðîáÿ-
ùèé áðóñû íàäâîå, òî äëÿ (3.1) ñïðàâåäëèâî ñòðîãîå ðàâåíñòâî

|Qk+1| − |Qk| = 1. (3.2)

Ïðè ýòîì, ïî ïîñòðîåíèþ ìåòîäà, íà êàæäîì øàãå k ñóùåñòâóåò òàêîå ìíî-
æåñòâî ïîäáðóñîâ N ⊂ Qk, |N | > 0, ÷òî äëÿ êàæäîãî ïîäáðóñà n ∈ N è
ëþáîãî ïîäáðóñà m èç Qk−1 ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå âåêòîðíîå ïîêîìïîíåíò-
íîå íåðàâåíñòâî

wid n < wid m.

Îòìåòèì, ÷òî ñèòóàöèÿ, êîãäà |N | = 0 ìîæåò äîñòèãàòüñÿ ëèøü ïðè ðàáîòàþ-
ùèõ ïðîöåäóðàõ îòáðàêîâêè, ïðè÷¼ì åñëè |N | = 0, òî |Qk+1| < |Qk|, òàê êàê
êàêîé-òî áðóñ áûë ðàçäðîáëåí, íî âñå ïîëó÷èâøèåñÿ ïîäáðóñû óäîâëåòâîðèëè
êðèòåðèÿì îòáðàêîâêè è áûëè èçúÿòû èç ðàáî÷åãî ñïèñêà.

Îïðåäåëèì ñðåäíþþ øèðèíó áðóñîâ íà k-îì øàãå êàê âåêòîð

Sk =

∑
Qk∈Qk

wid Qk

|Qk|
, (3.3)

ãäå Qi
k � i-ûé ïîäáðóñ èç ðàçáèåíèÿ Qk. Òàêèì îáðàçîì, ñ ó÷¼òîì (3.1) ÷èñ-

ëèòåëü Sk èç (3.3)

k∑
i=1

wid Qi
k 6

k−1∑
i=1

wid Qi
k−1 6 wid x,

(ñòðîãîå ðàâåíñòâî
∑k

i=1wid Qi
k ≡ const äîñòèãàåòñÿ â ñëó÷àå, åñëè ïðîöå-

äóðû îòáðàêîâêè íå ðàáîòàþò èëè íåýôôåêòèâíû). Â òî æå âðåìÿ, çíàìåíà-
òåëü ðàññìàòðèâàåìîãî âûðàæåíèÿ � íåóáûâàþùàÿ ïî k ôóíêöèÿ, òàê êàê
|Qk| 6 |Qk+1|, è ñòðîãîå ðàâåíñòâî |Qk| = |Qk+1| äîñòèæèìî ëèøü íà îòäåëü-
íûõ øàãàõ àëãîðèòìà è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà ïðîöåäóðû îòáðàêîâêè
ðàáîòàþò è âåñüìà ýôôåêòèâíû.

Ñîîòâåòñòâåííî, êàæäàÿ êîìïîíåíòà âåêòîðà Sk èç (3.3) ÿâëÿåòñÿ íåâîç-
ðàñòàþùåé ôóíêöèåé îò k, áîëåå òîãî,

Sk =

∑k
i=1wid Qi

k

|Qk|
→ 0 ïðè k →∞. (3.4)

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîêàçàëè, ÷òî ñðåäíèé ðàçìåð áðóñîâ â ïðîöåññå ðàáîòû
àëãîðèòìà óìåíüøàåòñÿ. Òåïåðü ðàññìîòðèì, êàê âåä¼ò ñåáÿ ìàêñèìàëüíûé
ðàçìåð áðóñà.
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Èíòåðâàëüíûé àëãîðèòì ïîèñêà ñ ïðèîðèòåòîì íà êàæäîé èòåðàöèè âû-
áèðàåò äëÿ äðîáëåíèÿ è óòî÷íåíèÿ èíòåðâàëüíîé îöåíêè ñëó÷àéíûé áðóñ.
Ïîýòîìó äàæå åñëè áðóñ èìååò î÷åíü áîëüøèå ðàçìåðû, íå ãàðàíòèðóåòñÿ,
÷òî îí áóäåò îáÿçàòåëüíî ðàçäðîáëåí. Íî èñïîëüçóåìûé ïðèîðèòåò äðîáëå-
íèÿ ïîçâîëÿåò óòâåðæäàòü, ÷òî âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îí íå áóäåò ðàçäðîáëåí
ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Èíûìè ñëîâàìè, ìåðà âñåõ òàêèõ èñõîäîâ àëãîðèòìà, êîãäà
â ðàáî÷åì ñïèñêå ìîæíî íàéòè áðóñ ðàçìåðîì áîëåå ϵ, ðàâíà íóëþ.

Äðóãèìè ñëîâàìè äëÿ ëþáîãî ϵ > 0

P{wid xn > ϵ} → 0 ïðè n→∞. (3.5)

Êàê ìû óæå ãîâîðèëè, ðàçìåð áðóñà ñâÿçàí ñ òî÷íîñòüþ èíòåðâàëüíîé
îöåíêè öåëåâîé ôóíêöèè íà í¼ì. Òàêèì îáðàçîì, ïðè ëþáîé îðãàíèçàöèè
ïðèîðèòåòà (ïî øèðèíå áðóñà èëè æå ïî øèðèíå èíòåðâàëüíîé îöåíêè íà í¼ì,
è ò. ï.) âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî òî÷íîñòü èíòåðâàëüíîé îöåíêè ïðè áåñêîíå÷íîì
êîëè÷åñòâå øàãîâ îêàæåòñÿ íåäîñòàòî÷íîé, ðàâíà íóëþ: äëÿ ëþáîãî δ > 0

P{wid f ∗n > δ} → 0 ïðè n→∞.

Êàê ñëåäñòâèå, ìåðà ìíîæåñòâà âñåõ òàêèõ èñõîäîâ ðàáîòû àëãîðèòìà, êîãäà
òî÷íîñòü èíòåðâàëüíîé îöåíêè îêàæåòñÿ áîëüøåé íàïåð¼ä çàäàííîé êîíñòàí-
òû δ, ðàâíà íóëþ. Ñ ó÷¼òîì îïðåäåëåíèÿ 3.1 ýòî ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî àë-
ãîðèòì ñõîäèòñÿ íà âñ¼ì ïðîñòðàíñòâå âîçìîæíûõ èñõîäîâ çà èñêëþ÷åíèåì
ìíîæåñòâà èñõîäîâ ìåðû íóëü.

Ýâðèñòè÷åñêîå äðîáëåíèå ñî ñëó÷àéíûì âûáîðîì

è äðîáëåíèå â ñëó÷àéíîé ïðîïîðöèè

Îäíà èç ïåðâûõ èäåé, êîòîðàÿ áûëà îïðîáîâàíà ïðè ðàáîòå íàä óëó÷øåíè-
åì ýôôåêòèâíîñòè ïîèñêà ãëîáàëüíîãî îïòèìóìà èíòåðâàëüíûìè ìåòîäàìè,
áûëà èäåÿ íåðàâíîìåðíîãî äðîáëåíèÿ.

Ôàêòè÷åñêè, ýòî íå ÷òî èíîå, êàê ðàçâèòèå ìåòîäà ¾ýâðèñòè÷åñêîãî äðîá-
ëåíèÿ¿. Ìåòîä, îïèñàííûé â �2.6, ïðåêðàñíî çàðåêîìåíäîâàë ñåáÿ íà öåëåâûõ
ôóíêöèÿ äëÿ êîòîðûõ ñìåíà íàïðàâëåíèÿ äðîáëåíèÿ ïðîèñõîäèò íå ñëèøêîì
÷àñòî. Íàïðèìåð, ýòî ñïðàâåäëèâî äëÿ ñëó÷àÿ, ïîêàçàííîãî íà ðèñ. 2.14 íà
ñòð. 103). Ïðè ÷àñòîé ñìåíå íàïðàâëåíèÿ äðîáëåíèÿ àëãîðèòì ïðàêòè÷åñêè íå
îòëè÷àåòñÿ îò ïîñòîÿííîãî äðîáëåíèÿ îäíîé òîëüêî áîëüøåé ñòîðîíû. Õóä-
øèé âàðèàíò � ïîñòîÿííûå ïåðåêëþ÷åíèÿ, íî äîñòàòî÷íî ðåäêèå äëÿ òîãî,
÷òî áû ýâðèñòèêè íàïðàâëåííîãî äðîáëåíèÿ óæå óñïåëè ñðàáîòàòü.
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Ðèñ. 3.8: Èëëþñòðàöèÿ ê ìåòîäó òðèñåêöèè
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Äëÿ áîðüáû ñ ïîäîáíûìè ñèòóàöèÿìè ìû, âî-ïåðâûõ, äîáàâèëè ïðîöåäó-
ðó ïîäñ÷¼òà ïåðåêëþ÷åíèé, è, âî-âòîðûõ, ðàçíîîáðàçèëè àëãîðèòì âîçìîæ-
íîñòüþ ñëó÷àéíîãî âûáîðà ñòîðîíû äëÿ äðîáëåíèÿ òîãäà, êîãäà ýâðèñòèêà
íåóñòîé÷èâà. Ðàçâèâàÿ ýòîò ïîäõîä äàëåå, ìû ïåðåøëè ê íåðàâíîìåðíîìó
äðîáëåíèþ, ò. å. ðàññå÷åíèþ âåäóùåãî áðóñà íà äâå íåðàâíûå ÷àñòè, êîíêðåò-
íûé ðàçìåð êîòîðûõ çàâèñèò îò ïðåäûñòîðèè.

Òðèñåêöèÿ

Â àëãîðèòìàõ ïîèñêà, îñíîâàííûõ íà ñòðàòåãèè âåòâåé è ãðàíèö, òðèñåêöèÿ
òðàäèöèîííî èìååò îïðåäåë¼ííûå ïðåèìóùåñòâà ïåðåä áèñåêöèåé, ò. å. ïðî-
ñòûì áèíàðíûì ïîèñêîì. Ïðèìåíèòåëüíî ê íàøåé çàäà÷å òðèñåêöèþ ìîæíî
îðãàíèçîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Çàïîìíèì ãðàíèöû èíòåðâàëüíîé îöåíêè
íà î÷åðåäíîì áðóñå, à çàòåì ðàçäðîáèì åãî íå íà äâà, à íà òðè ïîäáðóñà. Íî
âû÷èñëèì èíòåðâàëüíîå ðàñøèðåíèå öåëåâîé ôóíêöèè ëèøü íà äâóõ èç íèõ.
Çàòåì ñðàâíèì èõ ñ ñîõðàí¼ííîé îöåíêîé íà÷àëüíîãî ïîäáðóñà. Òóò âîçìîæ-
íû ñëåäóþùèå âàðèàíòû (ñì. ðèñ. 3.8).

Åñëè íà îäíîì èç íîâûõ ïîäáðóñîâ äîñòèãàþòñÿ ïðåäûäóùèå ãðàíèöû èí-
òåðâàëüíîãî ðàñøèðåíèÿ, òî ýêñòðåìóì ôóíêöèè, ñêîðåå âñåãî, íàõîäèòñÿ
òàì, è ýòîò áðóñ è áóäåò ðàçäðîáëåí íà ñëåäóþùåì øàãå. Èíà÷å ðàçóìíî ïðåä-
ïîëîæèòü, ÷òî îïòèìóì ëåæèò â òðåòüåì ïîäáðóñå, íà êîòîðîì èíòåðâàëüíàÿ
îöåíêà íå âû÷èñëÿëàñü, è äàëåå íàäî äðîáèòü èìåííî åãî.

Ê ñîæàëåíèþ, â èíòåðâàëüíîì àíàëèçå íå âñ¼ òàê ïðîñòî. Âûøåîïèñàí-
íûé ñïîñîá ðàáîòàë áû ïðåêðàñíî, åñëè áû ãðàíèöû èíòåðâàëüíîãî ðàñøèðå-
íèÿ ôóíêöèè âñåãäà áûëè áû òî÷íû. Ïðèìåíåíèå ýòîãî ïðè¼ìà îïðàâäàíî íà
çàâåðøàþùèõ ýòàïàõ ðàáîòû àëãîðèòìîâ, êîãäà áðóñû äîñòàòî÷íî ìàëû, è,
ñëåäîâàòåëüíî, îöåíêè öåëåâîé ôóíêöèè ïî íèì âåñüìà òî÷íû.

Âñëåäñòâèå óïîìÿíóòîé èçáûòî÷íîñòè èíòåðâàëüíîãî ðàñøèðåíèÿ, ðàññìîò-
ðåííûé âûøå ñïîñîá äðîáëåíèÿ è âûáîðà âåäóùåãî áðóñà ìîæíî èñïîëüçîâàòü
â êà÷åñòâå ñðåäñòâà ðàíäîìèçàöèè êëàññè÷åñêîé äåòåðìèíèñòñêîé ñõåìû íà
ðàííèõ ýòàïàõ ðàáîòû àëãîðèòìà îïòèìèçàöèè. Â ýòîì ñëó÷àå èìååò ñìûñë
ñðàâíèâàòü ãðàíèöû èíòåðâàëüíûõ ðàñøèðåíèé íà ðàâåíñòâî ñ íåêîòîðûì
äîïóñêîì, êîòîðûé ìîæåò áûòü íåêîåé ýâðèñòè÷åñêîé êîíñòàíòîé, ëèáî æå
àâòîìàòè÷åñêè ïîäáèðàòüñÿ â ïðîöåññå ðàáîòû àëãîðèòìà.
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3.3 Èíòåðâàëüíûé àëãîðèòì èìèòàöèè îòæèãà

Ôàêòè÷åñêè, ñ èíòåðâàëüíîãî àëãîðèòìà èìèòàöèè îòæèãà è íà÷àëîñü ðàçâè-
òèå èíòåðâàëüíûõ ñòîõàñòè÷åñêèõ (ðàíäîìèçèðîâàííûõ) ìåòîäîâ ãëîáàëüíîé
îïòèìèçàöèè. Âïåðâûå èäåÿ îòêàçàòüñÿ îò æåñòêîãî äåòåðìèíèçìà êëàññè÷å-
ñêèõ ìåòîäîâ èíòåðâàëüíîé îïòèìèçàöèè ñ öåëüþ ïîëó÷åíèÿ ïðèíöèïèàëüíî
íîâûõ àëãîðèòìîâ áûëà ïðåäëîæåíà Ñ.Ï. Øàðûì è â 2005 ãîäó ïðåäñòàâëåíà
íà XII Áàéêàëüñêîé ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ¾Ìåòîäû îïòèìèçàöèè è
èõ ïðèëîæåíèÿ¿ íà ïðèìåðå èíòåðâàëüíîé âåðñèè àëãîðèòìà èìèòàöèè îò-
æèãà [70].

Çà îñíîâó âçÿò äîñòàòî÷íî ïîïóëÿðíûé êëàññè÷åñêèé (òî÷å÷íûé) ìåòîä
(èçâåñòíûé òàêæå êàê àëãîðèòì Ìåòðîïîëèñà [1, 21, 102]), ìîäåëèðóþùèé
ôèçè÷åñêèå ïðîöåññû îòæèãà èëè êðèñòàëëèçàöèè è õîðîøî çàðåêîìåíäîâàâ-
øèé ñåáÿ äëÿ ìíîãîýêñòðåìàëüíûõ ïðîáëåì ñ áîëüøèì êîëè÷åñòâîì âîçìîæ-
íûõ ðåøåíèé [21, 104]. Óïðîù¼ííûé ïñåâäîêîä ýòîãî àëãîðèòìà ïðèâåäåí â
òàáë. 3.1.

Ðèñ. 3.9: Ãðàôèêè ôóíêöèé PT (y,z) äëÿ ðàçëè÷íûõ òåìïåðàòóð T .

Àëãîðèòì îïåðèðóåò òàêèì ïîíÿòèåì êàê ¾òåìïåðàòóðà¿. ×åì îíà âûøå,
òåì áîëüøå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íà îïðåäåë¼ííîì øàãå áóäåò âûáðàí áðóñ,
íå äîñòàâëÿþùèé ðåêîðäíóþ íà äàííûé ìîìåíò îöåíêó îïòèìóìà, òî åñòü,
òåì áîëüøå ¾ðûñêàíüå¿ àëãîðèòìà ïî îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ. Ïî ìåðå ðàáîòû
àëãîðèòìà òåìïåðàòóðà ïîíèæàåòñÿ è ¾øàòàíèÿ¿ ïðåêðàùàþòñÿ.

Â ïðîöåññå ðàáîòû àëãîðèòìà âåëè÷èíà T ïîñòåïåííî óìåíüøàåòñÿ îò íåêî-
òîðîãî íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ T0 äî êîíå÷íîãî Tfin. Ìîæíî äëÿ îïðåäåë¼ííî-
ñòè ñ÷èòàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíà÷åíèé T ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèåé ñ
íåêîòîðûì çíàìåíàòåëåì α, 0 < α < 1, õîòÿ â îáùåì ñëó÷àå âûáîð ñòðàòåãèè
óìåíüøåíèÿ T , îáåñïå÷èâàþùåé ñõîäèìîñòü ìåòîäà ê ãëîáàëüíîìó îïòèìóìó,
ÿâëÿåòñÿ, ñòðîãî ãîâîðÿ, íå ñòîëü ïðîñòûì [1]. Ïðè ýòîì âåðîÿòíîñòü äðîáëå-
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íèÿ âûáðàííîãî áðóñà z, àíàëîãè÷íàÿ ¾ïðèíÿòèþ¿ î÷åðåäíîãî ïðèáëèæåíèÿ
â êëàññè÷åñêîì ìåòîäå ¾èìèòàöèè îòæèãà¿, çàäà¼òñÿ ôîðìóëîé

PT (y,z) =


1, åñëè ∆f 6 0,

exp

(
−∆f

kT

)
, åñëè ∆f > 0,

(3.6)

ãäå ∆f = f(z)− f(y) � ïðèðàùåíèå îöåíêè îïòèìóìà, îáåñïå÷èâàåìîå áðó-
ñîì íîâîãî ïðèáëèæåíèÿ. Ñåìåéñòâî ãðàôèêîâ ýòîé ôóíêöèè äëÿ ðàçëè÷íûõ
òåìïåðàòóð T ïðèâåäåíî íà ðèñ. 3.9.

Ïðàâèëî S(y) â àëãîðèòìå òàáë. 3.1 � ýòî ñëó÷àéíûé âûáîð áðóñà z èç
ðàáî÷åãî ñïèñêà. Îíî çàâèñèò îò âåäóùåãî áðóñà y (à òàêæå âåäóùåé îöåí-
êè), è ìîæåò áûòü îðãàíèçîâàíî ñàìûì ðàçëè÷íûì îáðàçîì â çàâèñèìîñòè îò
íàëè÷èÿ àïðèîðíîé èíôîðìàöèè î öåëåâîé ôóíêöèè.

Îòìåòèì, ÷òî ïîìèìî ïðîöåäóðû òàáë. 3.1 èíòåðâàëüíàÿ èìèòàöèÿ îòæè-
ãà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà åù¼ ¾äîêàçàòåëüíûì¿ âàðèàíòîì, â êîòîðîì
ïî õîäó èñïîëíåíèÿ àëãîðèòìà ñîõðàíÿåòñÿ ñâîéñòâî âû÷èñëÿåìîé îöåíêè
íå ïðåâîñõîäèòü ãëîáàëüíûé îïòèìóì. Â ÷¼ì æå ñìûñë ââåäåíèÿ ýëåìåíòîâ
ñòîõàñòèêè â òàêóþ âû÷èñëèòåëüíóþ ñõåìó? Òåì ñàìûì ìû ðàíäîìèçèðóåì
å¼, îáåñïå÷èâàÿ â ñðåäíåì áîëåå ðàâíîìåðíîå ïðèëîæåíèå âû÷èñëèòåëüíûõ
óñèëèé íà ðàííèõ ýòàïàõ ðàáîòû àëãîðèòìà. ×àñòè÷íî ýòî ñïîñîáñòâóåò è
ïðåîäîëåíèþ ýôôåêòà ¾çàñòàèâàíèÿ¿ èíòåðâàëüíîé îöåíêè.

Íà ðèñ. 3.9, èçîáðàæàþùåì ãðàôèêè ôóíêöèé PT (y,z), îáëàñòü îòðèöà-
òåëüíûõ ∆f íåäîñòóïíà äëÿ äîêàçàòåëüíîé âåðñèè ¾èíòåðâàëüíîé èìèòàöèè
îòæèãà¿. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè y � âåäóùèé íà äàííîì øàãå àëãîðèòìà áðóñ,
òî òåïåðü f(y) íå áîëüøå îöåíêè ïî ëþáîìó äðóãîìó áðóñó ñïèñêà, è ∆f
âñåãäà íåîòðèöàòåëüíà.

Èíòåðâàëüíûé àëãîðèòì èìèòàöèè îòæèãà èìååò âàæíîå ïðåèìóùåñòâî
ïåðåä ñâîèì êëàññè÷åñêèì (òî÷å÷íûì) âàðèàíòîì. Â îòëè÷èå îò êëàññè÷å-
ñêîãî àëãîðèòìà ìîäåëèðîâàííîãî îòæèãà, êîòîðûé îáåñïå÷èâàåò íàõîæäå-
íèå ãëîáàëüíîãî îïòèìóìà ëèøü â âåðîÿòíîñòíîì ñìûñëå, ðåçóëüòàòîì ðà-
áîòû íàøåãî èíòåðâàëüíîãî àëãîðèòìà èìèòàöèè îòæèãà áóäåò ãàðàíòèðî-
âàííàÿ îöåíêà ãëîáàëüíîãî îïòèìóìà. Áîëåå òîãî, ýòîò ãëîáàëüíûé îïòèìóì
áóäåò íàéäåí íåçàâèñèìî îò ñïîñîáà èçìåíåíèÿ òåìïåðàòóðû T . Êëàññè÷åñêàÿ
òî÷å÷íàÿ âåðñèÿ, çàïóùåííàÿ äëÿ ôóíêöèè ñ ìíîæåñòâîì ëîêàëüíûõ îïòè-
ìóìîâ, ìîæåò âîçâðàùàòü ðàçëè÷íûå ðåçóëüòàòû â çàâèñèìîñòè îò ñïîñîáà
èçìåíåíèÿ ¾òåìïåðàòóðû¿ [128].

Ñôîðìóëèðóåì ñäåëàííûå óòâåðæäåíèÿ áîëåå ôîðìàëüíî è äîêàæåì èõ.

Óòâåðæäåíèå 3.1. Â ïðîöåññå ðàáîòû èíòåðâàëüíîãî àëãîðèòìà èìèòàöèè
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Òàáëèöà 3.1: Ïðîñòåéøèé èíòåðâàëüíûé àëãîðèòì ¾èìèòàöèè îòæèãà¿

Âõîä

Áðóñ x ⊂ Rn. Íà÷àëüíîå T0 è êîíå÷íîå Tfin çíà÷åíèÿ ¾òåìïåðàòóðû¿.
Èíòåðâàëüíîå ðàñøèðåíèå f : Ix→ IR öåëåâîé ôóíêöèè f .

Âûõîä

Îöåíêà f ∗ ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà ôóíêöèè f íà x.

Àëãîðèòì

ïðèñâàèâàåì y ← x è T ← T0 ;

íàçíà÷àåì öåëî÷èñëåííóþ âåëè÷èíó NT

� ¾êîëè÷åñòâî èñïûòàíèé íà îäèí òåìïåðàòóðíûé óðîâåíü¿ ;

âû÷èñëÿåì f(y) è èíèöèàëèçèðóåì ñïèñîê L çàïèñüþ
{
(y,f(y))

}
;

DO WHILE
(
T > Tfin

)
DO FOR j = 1 TO NT

ñëó÷àéíî âûáèðàåì èç L çàïèñü (z,f(z)) ïî ïðàâèëó S(y) ;

DO
(
ñ âåðîÿòíîñòüþ PT (y,z)

)
ðàññåêàåì z ïî ñàìîé äëèííîé êîìïîíåíòå ïîïîëàì

íà áðóñû-ïîòîìêè z′ è z′′ ;

âû÷èñëÿåì f(z′) è f(z′′) ;

óäàëÿåì çàïèñü (z,f(z)) èç ñïèñêà L ;
ïîìåùàåì çàïèñè (z′,f(z′)) è (z′′,f(z′′)) â ñïèñîê L ;
îáîçíà÷àåì ÷åðåç (y,f(y)) òó èç çàïèñåé (z′,f(z′))

è (z′′,f(z′′)), êîòîðàÿ èìååò ìåíüøåå çíà÷åíèå
âòîðîãî ïîëÿ ;

END DO

END DO

óìåíüøàåì çíà÷åíèå òåìïåðàòóðû T ← αT

END DO

f ∗ ← f(y) ;

îòæèãà èç òàáë. 3.2 ïðè ëþáîì çàêîíå ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà T → 0 ñóùåñòâó-
þò òàêèå íàòóðàëüíûå ÷èñëà imax è n, ÷òî ëþáîé áðóñ x′ èç ðàáî÷åãî ñïèñêà,
óäîâëåòâîðÿþùèé ðàâåíñòâó f(x′) = min1≤i≤S f(xi), íà÷èíàÿ ñ øàãà ñ íîìå-
ðîì imax, ïîäâåðãàåòñÿ äðîáëåíèþ íå ðåæå ÷åì îäíîãî ðàçà â ïðîäîëæåíèå
ëþáûõ n ïîñëåäîâàòåëüíûõ øàãîâ àëãîðèòìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíòåðâàëüíûé àëãîðèòì èìèòàöèè îòæèãà íà êàæäîé èòå-
ðàöèè ðàçáèâàåò î÷åðåäíîé áðóñ x íà áîëåå ìåëêèå ïîäáðóñû x1 è x2, òàêèå
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Òàáëèöà 3.2: Äîêàçàòåëüíàÿ âåðñèÿ èíòåðâàëüíîãî àëãîðèòìà èìèòàöèè îòæèãà

Âõîä

Áðóñ x ⊂ Rn. Çàäàííàÿ òî÷íîñòü ϵ > 0.
Èíòåðâàëüíîå ðàñøèðåíèå f : Ix→ IR öåëåâîé ôóíêöèè f .
Íà÷àëüíîå T0 è êîíå÷íîå Tfin çíà÷åíèÿ ¾òåìïåðàòóðû¿.

Âûõîä

Îöåíêà ñíèçó f ∗ ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà ôóíêöèè f íà x.

Àëãîðèòì

ïðèñâàèâàåì y ← x è T ← T0 ;

íàçíà÷àåì öåëî÷èñëåííóþ âåëè÷èíó NT

� ¾êîëè÷åñòâî èñïûòàíèé íà îäèí òåìïåðàòóðíûé óðîâåíü¿ ;

âû÷èñëÿåì f(y) è èíèöèàëèçèðóåì ñïèñîê L çàïèñüþ
{
(y,f(y))

}
;

DO WHILE
(
T > Tfin è wid (f(y)) ≥ ϵ

)
DO FOR j = 1 TO NT

ñëó÷àéíî âûáèðàåì èç L çàïèñü (z,f(z)) ïî ïðàâèëó S(y) ;

DO
(
ñ âåðîÿòíîñòüþ PT (y, z)

)
ðàññåêàåì z ïî ñàìîé äëèííîé êîìïîíåíòå ïîïîëàì

íà áðóñû z′ è z′′ ;

âû÷èñëÿåì f(z′) è f(z′′) ;

óäàëÿåì çàïèñü (z,f(z)) èç ñïèñêà L ;
ïîìåùàåì çàïèñè (z′,f(z′)) è (z′′,f(z′′)) â ñïèñîê L

â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ âòîðîãî ïîëÿ ;

END DO

îáîçíà÷àåì âåäóùóþ çàïèñü ñïèñêà L ÷åðåç (y,f(y))

END DO

óìåíüøàåì çíà÷åíèå òåìïåðàòóðû T ← αT

END DO

f ∗ ← f(y) ;

÷òî
x = x1 ∪ x2. (3.7)

Ïðè ýòîì èç ñâîéñòâà (2.3) ñëåäóåò, ÷òî

f(x) ⊇ f(x1)

è (3.8)

f(x) ⊇ f(x2).
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Âûáîð áðóñà äëÿ äðîáëåíèÿ èç ðàáî÷åãî ñïèñêà îñóùåñòâëÿåòñÿ ïñåâäî-
ñëó÷àéíûì îáðàçîì. Íî âûáðàííûé áðóñ áóäåò îòâåðãíóò, åñëè îí íå óäîâëå-
òâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ (3.6). Èñõîäÿ èç ýòîãî, âåðîÿòíîñòü ïðèíÿòèÿ êàêîãî-òî
êîíêðåòíîãî áðóñà x ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà êàê ôóíêöèÿ Px(T,f(x)), çà-
âèñÿùàÿ îò ¾òåìïåðàòóðû¿ T è îöåíêè çíà÷åíèé öåëåâîé ôóíêöèè íà ýòîì
áðóñå. Ïðè ýòîì äëÿ T = +∞ àáñîëþòíî ëþáîé áðóñ óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíî-
øåíèþ (3.6) è, ôàêòè÷åñêè, ðàññìàòðèâàåìûé àëãîðèòì ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ðåàëèçàöèþ ìåòîäà ñëó÷àéíîãî èíòåðâàëüíîãî äðîáëåíèÿ, îïèñàííîãî ðàíåå.
Èíûìè ñëîâàìè Px(+∞,f(x)) = 1/n, ãäå n � ðàçìåð ðàáî÷åãî ñïèñêà, è ñî-
âåðøåííî íå çàâèñèò îò f(x). Â òî æå âðåìÿ, äëÿ T = 0 ìîæåò áûòü ðàçäðîá-
ëåí òîëüêî áðóñ, äàþùèé ðåêîðäíóþ íà äàííîì øàãå îöåíêó. Òàêèì îáðàçîì,
â ýòîì ñëó÷àå ðåàëèçóåòñÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ ñõåìà èíòåðâàëüíîãî àäàïòèâíîãî
äðîáëåíèÿ. Åñëè ÷åðåç S îáîçíà÷èòü ðàçìåð ðàáî÷åãî ñïèñêà L, òî âåðîÿò-
íîñòü òîãî, ÷òî èíòåðâàëüíàÿ îöåíêà áóäåò óòî÷íåíà íà áðóñå x, âûãëÿäèò
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Px(0,f(x)) =

{
1, åñëè f(x) = min1≤i≤S f(xi),

0, èíà÷å.

Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ïðè çíà÷åíèè T , ìåíüøåì êàêîãî-òî ïîðîãîâîãî T1 (çàâè-
ñÿùåãî îò ñïîñîáà âû÷èñëåíèÿ èíòåðâàëüíîé îöåíêè è êîíôèãóðàöèè öåëåâîé
ôóíêöèè), èíòåðâàëüíûé àëãîðèòì èìèòàöèè îòæèãà ÿâëÿåòñÿ ðåàëèçàöèåé
àëãîðèòìà ñëó÷àéíîãî èíòåðâàëüíîãî äðîáëåíèÿ ñ ïðèîðèòåòîì (äëÿ êîòî-
ðîãî ðàíåå â òåêñòå äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà î åãî ñõîäèìîñòè ê ãëîáàëüíîìó
îïòèìóìó ïî÷òè âñåãäà). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðè T → 0 íàø àëãîðèòì ñêîëü
óãîäíî ìàëî îòëè÷àåòñÿ îò äåòåðìèíèñòñêîé âû÷èñëèòåëüíîé ñõåìû àäàïòèâ-
íîãî èíòåðâàëüíîãî äðîáëåíèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî åñëè
T → 0, òî ïðè êîëè÷åñòâå èòåðàöèé i, ïðåâûøàþùåì íåêîòîðîå çíà÷åíèå i∗,
çàâèñÿùåå îò öåëåâîé ôóíêöèè, ñïîñîáà âû÷èñëåíèÿ å¼ èíòåðâàëüíîãî ðàñ-
øèðåíèÿ è ò. ï., â ðàáî÷åì ñïèñêå â òå÷åíèè íåñêîëüêèõ èòåðàöèé íå ñìîæåò
íàõîäèòüñÿ òàêîé áðóñ x0, ÷òî f(x0) = min1≤j≤S f(xj) íåðàçäðîáëåííûì.
Èíûìè ñëîâàìè, äëÿ äâóõ øàãîâ àëãîðèòìà i1 è i2, òàêèõ, ÷òî i1 + n = i2,
èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ

min
1≤j≤Si1

f(xj) = f(xi1
0 ) è min

1≤j≤Si2

f(xj) = f(xi2
0 ),

ïðè÷¼ì xi1
0 ̸= xi2

0 ,

ãäå n çàâèñèò îò i1 è ñïîñîáà ñòðåìëåíèÿ T ê íóëþ. Ïðè ýòîì ÷åì áîëüøå
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íîìåð i1, òåì ìåíüøå n, à íà÷èíàÿ ñ êàêîãî-òî øàãà ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî
n = 1.

Òåîðåìà 3.2 Èíòåðâàëüíûé àëãîðèòì èìèòàöèè îòæèãà, ïðåäñòàâëåí-
íûé â òàáë. 3.2, ñõîäèòñÿ ê ãëîáàëüíîìó îïòèìóìó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáûõ øàãîâ àëãîðèòìà q è w, òàêèõ ÷òî q 6 w,

xq
1 + xq

2 + . . .+ xq
n

Sq
> xw

1 + xw
2 + . . .+ xw

m

Sw
, (3.9)

ãäå Sq è Sw � ðàçìåð ðàáî÷åãî ñïèñêà áðóñîâ íà q-îé è w-îé èòåðàöèÿõ ñîîò-
âåòñòâåííî.

Èç ðàíåå äîêàçàííîãî Óòâåðæäåíèÿ 3.1 ñëåäóåò, ÷òî íå ìîæåò ñóùåñòâî-
âàòü áðóñ x0, ÿâëÿþùèéñÿ âåäóùèì, êîòîðûé ïðè ýòîì îñòà¼òñÿ íåðàçäðîá-
ëåííûì âñ¼ âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà. Ñ ó÷¼òîì ýòîãî ôàêòà, à òàêæå èç (3.8)
è (3.9), âûòåêàåò, ÷òî

min
16i6Sq

f(xi) 6 min
16i6Sw

f(xi)

è (3.10)

max
16i6Sq

f(xi) > max
16i6Sw

f(xi).

Êàê ñëåäñòâèå, àëãîðèòì ñõîäèòñÿ èìåííî ê ãëîáàëüíîìó îïòèìóìó.

Íàìè áûë ïðîâåä¼í ðÿä âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ñ èíòåðâàëüíûì
àëãîðèòìîì èìèòàöèè îòæèãà [47, 54]. Òåñòîâûå çàäà÷è áðàëèñü, â îñíîâ-
íîì, èç [90]. Ýêñïåðèìåíòû ïîêàçàëè ïðåèìóùåñòâî íîâîãî ìåòîäà â ñêîðîñòè
íàõîæäåíèÿ ãëîáàëüíîãî îïòèìóìà íàä êëàññè÷åñêèì (äåòåðìèíèðîâàííûì)
àëãîðèòìîì èíòåðâàëüíîé ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè, â ñëó÷àå, åñëè öåëåâàÿ
ôóíêöèÿ f èìåëà ìíîãî ëîêàëüíûõ ýêñòðåìóìîâ è ñëîæíûé ðåëüåô. Åñëè
æå f èìåëà íå î÷åíü ñëîæíóþ ñòðóêòóðó, òî ðàçðàáîòàííûé ìåòîä çàìåòíî
ïðîèãðûâàë äåòåðìèíèñòñêîìó.

Òàê, íà ðèñ. 3.10 ïðîäåìîíñòðèðîâàíî ñðàâíåíèå ðàáîòû èíòåðâàëüíîãî àë-
ãîðèòìà èìèòàöèè îòæèãà ñ ðàáîòîé êëàññè÷åñêîãî àëãîðèòìà èíòåðâàëüíîãî
àäàïòèâíîãî äðîáëåíèÿ íà öåëåâîé ôóíêöèè (1.41) ¾Øåñòèãîðáûé âåðáëþä¿
ïðè îòêëþ÷åííûõ ïðîöåäóðàõ îòáðàêîâêè. Õîðîøî âèäíî, ÷òî ìåòîä èìèòà-
öèè îòæèãà íàø¼ë ãëîáàëüíûé îïòèìóì ñ íåîáõîäèìîé òî÷íîñòüþ íà ïîðÿäîê
áûñòðåå. Â òî æå âðåìÿ, ïðèìåíåíèå ýòîãî ìåòîäà ñ òåìè æå íàñòðîéêàìè, ÷òî
è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, äëÿ ïîèñêà ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà ôóíêöèè Ðàñòðè-
ãèíà (1.42) äàëî ÷ðåçâû÷àéíî ïëîõèå ðåçóëüòàòû (ñì. ðèñ. 3.11).
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Ðèñ. 3.10: Øèðèíà îöåíèâàíèÿ îïòèìóìà èíòåðâàëüíûìè àëãîðèòìàìè
èìèòàöèè îòæèãà è àäàïòèâíîãî äðîáëåíèÿ â çàâèñèìîñòè

îò âðåìåíè ðàáîòû

Îáúÿñíåíèå ÿâëåíèÿ äà¼òñÿ íà ðèñ. 3.12, íà êîòîðîì ïðîèëëþñòðèðîâàí
íåïîñðåäñòâåííî ïðîöåññ äðîáëåíèÿ. Íàïîìíèì, ÷òî ïðè âñåé ìíîãîýêñòðå-
ìàëüíîñòè, íåóäîáíîñòè è ñëîæíîñòè äëÿ ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè ôóíêöèè
Ðàñòðèãèíà 10 (å¼ âèä âáëèçè íà÷àëà êîîðäèíàò ïðèâîäèòñÿ íà ñòð. 99), àäàï-
òèâíîå èíòåðâàëüíîå äðîáëåíèå ñïðàâëÿåòñÿ ñ íåé îòëè÷íî. Ìîæíî âåðíóòüñÿ
ê ðèñ. 2.14 íà ñòð. 103, íà êîòîðîì ïîêàçàíî, êàê, íè ðàçó íå îøèáàÿñü, ìå-
òîä àäàïòèâíîãî èíòåðâàëüíîãî äðîáëåíèÿ äâèãàåòñÿ ê öåëè. ×òî êàñàåòñÿ
ìåòîäà ¾èìèòàöèè îòæèãà¿, òî â í¼ì çàëîæåíî ðûñêàíüå ïî îáëàñòè îïðåäå-
ëåíèÿ, ÷òî âìåñòå ñ íåîïòèìàëüíûìè íàñòðîéêàìè ïðèâîäèò ê ìåòàíèÿì è
ìíîãî÷èñëåííûì áåññìûñëåííûì äðîáëåíèÿì (ñì. ðèñ. 3.12).

Ìû ïðèâåëè ýòîò ïðèìåð, ÷òîáû åù¼ ðàç ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ïîâåäåíèå àëãî-
ðèòìà ñóùåñòâåííûì îáðàçîì çàâèñèò îò ïàðàìåòðà T � òåìïåðàòóðû, ïðè-
÷¼ì êàê îò íà÷àëüíîãî åãî çíà÷åíèÿ, òàê è ñïîñîáà åãî èçìåíåíèÿ ñî âðåìå-
íåì. Â êëàññè÷åñêîì (òî÷å÷íîì) âàðèàíòå íåäîñòàòî÷íî âûñîêàÿ íà÷àëüíàÿ
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Ðèñ. 3.11: Øèðèíà èíòåðâàëüíîé îöåíêè íà âåäóùåì áðóñå
â çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè äëÿ àëãîðèòìà èìèòàöèè îòæèãà

ñ íåóäà÷íûìè íàñòðîéêàìè è êëàññè÷åñêîé èíòåðâàëüíîé áèñåêöèè
ïðè ïîèñêå îïòèìóìà äåñÿòîé ôóíêöèè Ðàñòðèãèíà

òåìïåðàòóðà èëè ñëèøêîì áûñòðîå îõëàæäåíèå ïîâûøàþò âåðîÿòíîñòü òîãî,
÷òî àëãîðèòì ñìîæåò íàéòè ëèøü ëîêàëüíûé îïòèìóì. Â èíòåðâàëüíîì ñëó-
÷àå âñ¼ íåñêîëüêî ëó÷øå. Åñëè ñèñòåìà ¾îõëàæäàåòñÿ¿ î÷åíü áûñòðî, òî ìû
ïîëó÷àåì ïðàêòè÷åñêè îáû÷íûé àëãîðèòì àäàïòèâíîãî èíòåðâàëüíîãî äðîá-
ëåíèÿ. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, åñëè òåìïåðàòóðà âûñîêà è ïî÷òè íå ïîíèæàåòñÿ,
òî ïîëó÷àþùèéñÿ àëãîðèòì ÷ðåçâû÷àéíî ïîõîæ íà àëãîðèòì ñëó÷àéíîãî èí-
òåðâàëüíîãî äðîáëåíèÿ.

Äëÿ ðàçíûõ òèïîâ öåëåâûõ ôóíêöèé ðàçíûå ñòðàòåãèè èçìåíåíèÿ òåì-
ïåðàòóðû äàþò ëó÷øèå ðåçóëüòàòû. Ìû ðàçðàáîòàëè ñòðàòåãèþ óïðàâëåíèÿ
¾òåìïåðàòóðîé¿, äîñòàòî÷íî õîðîøî ñïðàâëÿþùóþñÿ ñ ðàçëè÷íûìè öåëåâû-
ìè ôóíêöèÿìè â îòñóòñòâèå àïðèîðíîé èíôîðìàöèè îá èõ õàðàêòåðå. Ýòîò
ñïîñîá íåïëîõî çàðåêîìåíäîâàë ñåáÿ íà ðàçëè÷íûõ òèïàõ çàäà÷ è ìîæåò èñ-
ïîëüçîâàòüñÿ êàê óíèâåðñàëüíûé.
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Ðèñ. 3.12: Ïðîöåññ ïîèñêà ìèíèìóìà ôóíêöèè ¾R10¿.
Ñëåâà: äðîáëåíèå ìåòîäîì àäàïòèâíîãî èíòåðâàëüíîãî äðîáëåíèÿ.

Ïëàíîìåðíîå è áåçîøèáî÷íîå äâèæåíèå ê öåëè.
Ñïðàâà: íåóäà÷íûå íàñòðîéêè ìåòîäà èìèòàöèè îòæèãà

ïðîâîöèðóþò ìíîæåñòâî ðàçðîçíåííûõ äðîáëåíèé

Âíà÷àëå òåìïåðàòóðà íàçíà÷àåòñÿ âåñüìà âûñîêîé, íî áûñòðî ñíèæàåòñÿ
äî òåõ ïîð, ïîêà äîëÿ îòâåðãíóòûõ íåâåäóùèõ áðóñîâ íå äîñòèãàåò çíà÷åíèÿ
ïðèìåðíî 20 ïðîöåíòîâ. Çàòåì òåìïåðàòóðà äîñòàòî÷íî ïëàâíî ïîíèæàåòñÿ
äî òåõ ïîð, ïîêà íå áóäåò îòâåðãàòüñÿ áîëåå ïîëîâèíû áðóñîâ, ïîñëå ÷åãî ñêî-
ðîñòü îõëàæäåíèÿ îïÿòü óâåëè÷èâàåòñÿ. Åñëè ïîñëå ïîíèæåíèÿ òåìïåðàòóðû
äî íóëÿ îòâåò íå áûë ïîëó÷åí àëãîðèòìîì çà êàêîå-òî ðàçóìíîå âðåìÿ, ìû
ðåêîìåíäóåì çàíîâî ¾ïîäîãðåòü¿ ñèñòåìó.

3.4 Èíòåðâàëüíûé ãåíåòè÷åñêèé àëãîðèòì

Ñëåäóþùèì ýòàïîì íàøåé ðàáîòû ñòàëî îáîáùåíèå äëÿ èíòåðâàëüíîãî ñëó-
÷àÿ àëãîðèòìîâ ¾áèîëîãè÷åñêîãî¿ òèïà, åù¼ íàçûâàåìûõ èíîãäà ¾áèîíè÷å-
ñêèìè¿. Ýòî ýâðèñòè÷åñêèå àëãîðèòìû ïîèñêà, òàê èëè èíà÷å èñïîëüçóþùèå
äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòèìèçàöèè ñëó÷àéíûé ïîäáîð, êîìáèíèðîâàíèå è âà-
ðèàöèè âõîäíûõ ïàðàìåòðîâ íà îñíîâå ìåõàíèçìîâ, íàïîìèíàþùèõ áèîëîãè-
÷åñêóþ ýâîëþöèþ. Èäåè ïðèìåíèòü áèîëîãè÷åñêèå ìåõàíèçìû èëè, ñêîðåå,
ïðèíöèïû èõ ôóíêöèîíèðîâàíèÿ äëÿ ñîçäàíèÿ íîâûõ àëãîðèòìîâ âîçíèê-
ëè ñ íåáîëüøèìè âàðèàöèÿìè ïðàêòè÷åñêè îäíîâðåìåííî ó íåñêîëüêèõ àâòî-
ðîâ. Â 1966 ãîäó Ë. Ôîãåëü, À. Îóýíñ, Ì. Óîëø ïðåäëîæèëè ñõåìó ýâîëþöèè



3.4. ÈÍÒÅÐÂÀËÜÍÛÉ ÃÅÍÅÒÈ×ÅÑÊÈÉ ÀËÃÎÐÈÒÌ 133

ëîãè÷åñêèõ àâòîìàòîâ, ðåøàþùèõ çàäà÷è ïðîãíîçà [68]. Â 1975 ãîäó âûøëà
îñíîâîïîëàãàþùàÿ êíèãà Äæ. Õîëëàíäà ¾Àäàïòàöèÿ â åñòåñòâåííûõ è èñ-
êóññòâåííûõ ñèñòåìàõ¿ [95], â êîòîðîé áûë ïðåäëîæåí çàêîí÷åííûé âàðèàíò
ãåíåòè÷åñêîãî àëãîðèòìà. Ïðèìåðíî â ýòî æå âðåìÿ íåìåöêèå ó÷åíûå Ðåõåí-
áåðã è Øâåôåëü íà÷àëè ðàçðàáîòêó òàê íàçûâàåìîé ýâîëþöèîííîé ñòðàòåãèè
[120, 122]. Ýòè ðàáîòû çàëîæèëè îñíîâû ïðèêëàäíîãî ýâîëþöèîííîãî ìîäå-
ëèðîâàíèÿ èëè ýâîëþöèîííûõ àëãîðèòìîâ.

Óæå ïåðâûå ðàáîòû ïîêàçàëè, ÷òî èäåÿ èñïîëüçîâàòü ïðèíöèïû áèîëî-
ãè÷åñêîé ýâîëþöèè îêàçàëàñü ïëîäîòâîðíîé. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ìíîæåñòâî
ðàçíîâèäíîñòåé áèîëîãè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ èñïîëüçóþòñÿ â òîì ÷èñëå è äëÿ
ðåøåíèÿ çàäà÷è ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè [13, 99].

Àëãîðèòìû äàííîãî òèïà ìîæíî óñëîâíî ðàçäåëèòü íà

◦ ýâîëþöèîííûå,
◦ ïîâåäåí÷åñêèå,
◦ è ãåíåòè÷åñêèå1.

Â ýòîé êëàññèôèêàöèè äëÿ ãåíåòè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ õàðàêòåðíî ñëåäóþ-
ùåå. Âûäåëÿþòñÿ êëþ÷åâûå äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ñâîéñòâà îáúåêòîâ, èõ ïðè-
çíàêè êîäèðóþòñÿ â ¾ãåíû¿, êîòîðûå, â ñâîþ î÷åðåäü, îáúåäèíÿþòñÿ â ¾ãå-
íîòèï¿. Îäèí èç ñàìûõ ïðîñòûõ âàðèàíòîâ ôîðìèðîâàíèÿ ãåíîòèïà � êîäè-
ðîâàíèå êëþ÷åâûõ ïðèçíàêîâ â âèäå íàáîðà áèòîâûõ ìàññèâîâ, äîñòàòî÷íîé
äëèíû äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ âñåãî íàáîðà âîçìîæíûõ çíà÷åíèé êàæäîãî ïðè-
çíàêà. Çàòåì, èçìåíÿÿ ïî îäíîìó áèòó (ïî îäíîé ¾õðîìîñîìå¿), îöåíèâàòü
êàê ïîäîáíûå èçìåíåíèÿ ñêàçûâàþòñÿ íà ïðèçíàêàõ îáúåêòà â öåëîì è ñåëåê-
òèðîâàòü ëó÷øèå îñîáè.

Ïîâåäåí÷åñêèå àëãîðèòìû ñëó÷àéíîãî ïîèñêà ìîäåëèðóþò ïîâåäåíèå æè-
âûõ îðãàíèçìîâ â íåèçâåñòíîé ñðåäå, êîãäà èìèòèðóåòñÿ ïðèñóùàÿ æèâûì
îðãàíèçìàì ñïîñîáíîñòü ñòðåìèòüñÿ ê êîìôîðòíûì óñëîâèÿì è óêëîíÿòüñÿ
îò íåêîìôîðòíûõ. Äëÿ öåëåé èíòåðâàëüíîé ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè íàì ïî-
êàçàëñÿ íàèáîëåå óäîáíûì ýâîëþöèîííûé ïîäõîä. Îïèøåì åãî ïîäðîáíåå.

Îáùåå îïèñàíèå àëãîðèòìà

Êàêèì-ëèáî îáðàçîì, ÷àùå âñåãî ñëó÷àéíî, çàäàåòñÿ íà÷àëüíàÿ ¾ïîïóëÿöèÿ¿
� íåêîå ìíîæåñòâî îáúåêòîâ. Îíè îöåíèâàþòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ¾ôóíê-
öèè ïðèñïîñîáëåííîñòè¿, â ðåçóëüòàòå ÷åãî êàæäîìó îáúåêòó ïðèñâàèâàåò-

1×àñòî ñëîâî ¾ãåíåòè÷åñêèé¿ èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ëþáîãî àëãîðèòìà áèîëîãè÷åñêîãî òèïà
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ñÿ îïðåäåë¼ííîå çíà÷åíèå (ïðèñïîñîáëåííîñòü), êîòîðîå îïðåäåëÿåò âåðîÿò-
íîñòü âûæèâàíèÿ îðãàíèçìà, ïðåäñòàâëåííîãî äàííûì îáúåêòîì. Ïîñëå ýòî-
ãî ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîëó÷åííûõ çíà÷åíèé ïðèñïîñîáëåííîñòè âûáèðàþòñÿ
îáúåêòû, äîïóùåííûå ê ¾ðàçìíîæåíèþ¿ (ïðîèçâîäèòñÿ ñåëåêöèÿ). Âîîáùå
ãîâîðÿ, ê îáúåêòàì ìîãóò ïðèìåíÿòüñÿ è ¾ãåíåòè÷åñêèå îïåðàòîðû¿ (â áîëü-
øèíñòâå ñëó÷àåâ ýòî ¾ñêðåùèâàíèå¿ � crossover è ¾ìóòàöèÿ¿ � mutation).
Òàê èëè èíà÷å, êàêèì-òî îáðàçîì ñîçäà¼òñÿ ñëåäóþùåå ¾ïîêîëåíèå¿, îñîáè êî-
òîðîãî òàêæå îöåíèâàþòñÿ, çàòåì ñíîâà ïðîèçâîäèòñÿ ñåëåêöèÿ, ôîðìèðóåòñÿ
ñëåäóþùåå ïîêîëåíèå è ò. ä. Îïèñàííûì îáðàçîì ìîäåëèðóåòñÿ ¾ýâîëþöèîí-
íûé ïðîöåññ¿, ïðîäîëæàþùèéñÿ íåñêîëüêî æèçíåííûõ öèêëîâ (ïîêîëåíèé)
äî òåõ ïîð, ïîêà íå áóäåò âûïîëíåí êðèòåðèé îñòàíîâà àëãîðèòìà. Òàêèì
êðèòåðèåì ìîæåò áûòü 1) èñ÷åðïàíèå êîëè÷åñòâà ïîêîëåíèé, îòïóùåííûõ íà
ýâîëþöèþ, 2) èñ÷åðïàíèå âðåìåíè, îòïóùåííîãî íà ýâîëþöèþ, 3) äîñòèæåíèå
ìèíèìàëüíîãî ðàçìåðà âåäóùåãî áðóñà (ñóãóáî èíòåðâàëüíûé êðèòåðèé).

Íà Ëèñòèíã 8 ïðèâåäåíû îñíîâíûå ýòàïû ýâîëþöèîííîãî àëãîðèòìà.

Ëèñòèíã 8. Ýâîëþöèîííûé àëãîðèòì.

1. Ñîçäàíèå íà÷àëüíîé ïîïóëÿöèè

2. Âû÷èñëåíèå ôóíêöèé ïðèñïîñîáëåííîñòè äëÿ îñîáåé ïîïóëÿöèè (îöåíèâàíèå)

(Íà÷àëî öèêëà)

(a) Âûáîð èíäèâèäîâ èç òåêóùåé ïîïóëÿöèè (ñåëåêöèÿ)

(b) Ôîðìèðîâàíèå íîâîãî ïîêîëåíèÿ

(c) Ðàçíîîáðàçèå ïîêîëåíèÿ çà ñ÷¼ò ìóòàöèé

(d) Âû÷èñëåíèå ôóíêöèé ïîëåçíîñòè äëÿ âñåõ îñîáåé

(e) Åñëè äîñòèãíóòî óñëîâèå îñòàíîâà, òî ðåøåíèå íàéäåíî (êîíåö öèêëà),
åñëè íåò, òî öèêë ïîâòîðÿåòñÿ.

(Êîíåö öèêëà)

Ðàññìîòðèì òåïåðü îòäåëüíûå ýòàïû àëãîðèòìà ïîäðîáíåå.

Îòáîð

Íà ñòàäèè îòáîðà íóæíî èç âñåé ïîïóëÿöèè âûáðàòü îïðåäåë¼ííóþ å¼ äî-
ëþ, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ¾äîìèíàíòîé¿ íà ýòîì ýòàïå ýâîëþöèè. Åñòü ðàçíûå
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ñïîñîáû ïðîâîäèòü îòáîð, íî â ëþáîì ñëó÷àå âåðîÿòíîñòü âûæèâàíèÿ îñîáè
h äîëæíà çàâèñåòü îò çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ïðèñïîñîáëåííîñòè. Ïðè ýòîì êî-
ëè÷åñòâî (äîëÿ) íàèáîëåå ïðèñïîñîáëåííûõ s îáû÷íî ÿâëÿåòñÿ ïàðàìåòðîì
àëãîðèòìà. Â êëàññè÷åñêèõ (òî÷å÷íûõ) ðåàëèçàöèÿõ ÷àñòî áîëüøèíñòâî èç
îñîáåé íå ïðîøåäøèõ îòáîð (èíûìè ñëîâàìè � íåäîñòàòî÷íî ïðèñïîñîáëåí-
íûõ) ãèáíóò, ò. å. èñêëþ÷àþòñÿ èç ïîïóëÿöèè íà ñëåäóþùåì øàãå. Ïî èòîãàì
îòáîðà èç N îñîáåé ïîïóëÿöèè H äîëæíû áûòü îòîáðàíû sN îñîáåé, êîòîðûå
âûæèâóò è äàäóò ïîòîìñòâî â ñëåäóþùóþ ïîïóëÿöèþ H ′.

Ðàçìíîæåíèå

Ðàçìíîæåíèå â ðàçíûõ àëãîðèòìàõ îïðåäåëÿåòñÿ ïî-ðàçíîìó. Êàê ïðàâèëî, â
ñîâðåìåííûõ òî÷å÷íûõ ãåíåòè÷åñêèõ àëãîðèòìàõ ïðåîáëàäàåò ¾ïîëîâîå ðàç-
ìíîæåíèå¿: ÷òîáû ïðîèçâåñòè ïîòîìêà, íóæíû íåñêîëüêî ðîäèòåëåé (êàê
ïðàâèëî äâà). Ãëàâíîå òðåáîâàíèå ê ðàçìíîæåíèþ � ïîòîìîê èëè ïîòîì-
êè äîëæíû èìåòü âîçìîæíîñòü óíàñëåäîâàòü ÷åðòû ðîäèòåëåé, ¾ñìåøàâ¿ èõ
êàêèì-ëèáî äîñòàòî÷íî ðàçóìíûì ñïîñîáîì. Âîîáùå ãîâîðÿ, äëÿ òîãî, ÷òî-
áû ïðîâåñòè òàêóþ îïåðàöèþ ðàçìíîæåíèÿ, íóæíî âûáðàòü (1 − s)p/2 ïàð
îñîáåé èç H è ïðîâåñòè ñ íèìè ðàçìíîæåíèå, ïîëó÷èâ ïî äâà ïîòîìêà îò êàæ-
äîé ïàðû (åñëè ðàçìíîæåíèå îïðåäåëåíî òàê, ÷òîáû äàâàòü îäíîãî ïîòîìêà,
íóæíî âûáðàòü (1 − s)p ïàð), è äîáàâèòü ýòèõ ïîòîìêîâ â H ′. Â ðåçóëüòà-
òå H ′ áóäåò ñîñòîÿòü èç N îñîáåé. Â êëàññè÷åñêèõ (òî÷å÷íûõ) ðåàëèçàöèÿõ
îáû÷íî îñîáè äëÿ ðàçìíîæåíèÿ âûáèðàþòñÿ èç âñåé ïîïóëÿöèè H, à íå èç
äîìèíàíò, õîòÿ ïîñëåäíèé âàðèàíò òîæå èìååò ïðàâî íà ñóùåñòâîâàíèå. Ýòî
äåëàåòñÿ äëÿ òîãî, ÷òî áû ïðåäîòâðàòèòü íåäîñòàòîê ðàçíîîáðàçèÿ â îñîáÿõ.
Èíà÷å, äîñòàòî÷íî áûñòðî âûäåëÿåòñÿ îäèí ãåíîòèï, êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé ëîêàëüíûé ìàêñèìóì, à çàòåì âñå ýëåìåíòû ïîïóëÿöèè ïðîèãðûâàþò
åìó îòáîð, è âñÿ ïîïóëÿöèÿ íàïîëíÿåòñÿ êîïèÿìè ýòîé îñîáè. Åñòü ðàçíûå
ñïîñîáû áîðüáû ñ ýòèì íåæåëàòåëüíûì ýôôåêòîì. Îäèí èç íèõ � âûáîð äëÿ
ðàçìíîæåíèÿ íå ñàìûõ ïðèñïîñîáëåííûõ, íî âîîáùå âñåõ îñîáåé. Ïðåäëàãà-
åìàÿ èíòåðâàëüíàÿ âåðñèÿ ëèøåíà ýòîãî íåäîñòàòêà (ò. å. âñåãäà íàõîäÿòñÿ
äâóñòîðîííèå îöåíêè èìåííî ãëîáàëüíîãî îïòèìóìà), òåì íå ìåíåå àëãîðèòì
ïðåäóñìàòðèâàåò âîçìîæíîñòü ðàçìíîæåíèÿ è íåñêîëüêèõ îñîáåé, ïðèçíàí-
íûõ ¾íåïðèñïîñîáëåííûìè¿.

Ìóòàöèè

Äëÿ ýòàïà ¾ìóòàöèé¿ êëàññè÷åñêîãî ãåíåòè÷åñêîãî àëãîðèòìà ñïðàâåäëèâî
ìíîãîå èç óæå îïèñàííîãî äëÿ øàãà ¾ðàçìíîæåíèÿ¿. Ñóùåñòâóåò íåêîòîðàÿ
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äîëÿ ìóòàíòîâ m, ÿâëÿþùàÿñÿ ïàðàìåòðîì àëãîðèòìà, è øàãå ìóòàöèé íóæ-
íî âûáðàòü m ·N îñîáåé, à çàòåì èçìåíèòü èõ â ñîîòâåòñòâèè ñ çàðàíåå îïðå-
äåëåííûìè îïåðàöèÿìè ìóòàöèè. Çàìåòèì, ÷òî ïðåäëàãàåìûé íàìè èíòåð-
âàëüíûé àëãîðèòì íå ïðîèçâîäèò ìóòàöèé.

Â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè âñåãî âûøåñêàçàííîãî, íà ëèñòèíãå 9 ïðèâåäåí
ïðèìåð ïðîñòîãî âàðèàíòà àëãîðèòìà ãåíåòè÷åñêîãî ïîèñêà.

Ëèñòèíã 9. Ïðèìåð òðèâèàëüíîãî ãåíåòè÷åñêîãî àëãîðèòìà ñî ñìåíîé ïîêîëåíèé íî áåç
ñêðåùèâàíèÿ. Äëÿ íàãëÿäíîñòè â êà÷åñòâå ìåðû ïðèñïîñîáëåííîñòè âûáðàíî ÷èñëîâîå
çíà÷åíèå, õðàíèìîå êàæäîé ¾îñîáüþ¿.

int a[N];

...

for (;;)

{

// ìóòàöèÿ â ñëó÷àéíóþ ñòîðîíó êàæäîãî äåñÿòîãî ýëåìåíòà:

for (int i = 0; i < N; i+=10)

if (rand()%2 == 1)

a[i] += 1;

else

a[i] -= 1;

// ñîðòèðóåì ïîïóëÿöèþ ïî âîçðàñòàíèþ.

sort(a, a+N);

// òàêèì îáðàçîì, ñàìûå ïðèñïîñîáëåííûå îêàçûâàþòñÿ

// â êîíöå ìàññèâà.

// ñêîïèðóåì ëó÷øèõ â ïåðâóþ ïîëîâèíó

copy(a+N/2, a+N, a);

// èíûìè ñëîâàìè íåïðèñïîñîáëåííûå îñîáè ïîãèáëè,

// íà èõ ìåñòî ïðèøëî ïîòîìñòâî ëó÷øèõ îñîáåé

// ïîñìîòðèì ñðåäíåå ñîñòîÿíèå ïîïóëÿöèè:

cout << accumulate(a, a+N, 0) / N << endl;

// ñ êàæäîé èòåðàöèåé îíî âñ¼ ëó÷øå.

}

Äëÿ öåëåé äîêàçàòåëüíîé (ãàðàíòèðîâàííîé) ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè ñ
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èñïîëüçîâàíèåì èíñòðóìåíòàðèÿ èíòåðâàëüíîãî àíàëèçà äîñòàòî÷íî ëèøü íå-
ìíîãî èçìåíèòü îïèñàííóþ ñõåìó (ñì. Ëèñòèíã 10).

Â ïðåäëàãàåìîì èíòåðâàëüíîì ýâîëþöèîííîì àëãîðèòìå èñõîäíàÿ îáëàñòü
ïîèñêà ïî-ïðåæíåìó ðàçáèâàåòñÿ íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîäîáëàñòè � áðóñû.
Äëÿ îáåñïå÷åíèÿ ãàðàíòèðîâàííîñòè ðåçóëüòàòîâ ìû íå îòáðàñûâàåì èç ðàñ-
ñìîòðåíèÿ íèêàêóþ ïîäîáëàñòü îáëàñòè ïîèñêà, ïîêà íå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî
îíà ãàðàíòèðîâàííî íå ìîæåò ñîäåðæàòü îïòèìóì. ×òî îçíà÷àåò, ÷òî â îòëè-
÷èè îò áîëüøèíñòâà òî÷å÷íûõ ðåàëèçàöèé, â ïðåäëàãàåìîì àëãîðèòìå â ïî-
ïóëÿöèè ïðèñóòñòâóþò êàê ìîëîäîå ïîòîìñòâî, òàê è âñå íåïðèñïîñîáëåííûå
îñîáè ïðåäûäóùåãî ïîêîëåíèÿ. Èñêëþ÷åíèå îñîáè èç ðàññìîòðåíèÿ (ãèáåëü, â
òåðìèíàõ ãåíåòè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ) ïðîèñõîäèò ëèøü â äâóõ ñëó÷àÿõ: îñîáü
ëèáî ðîæäàþòñÿ íåæèçíåñïîñîáíîé (íå âûäåðæèâàåò èíòåðâàëüíûõ êðèòå-
ðèåâ îòáðàêîâêè, ïðèìåíÿåìûõ ñðàçó ïîñëå äðîáëåíèÿ) èëè îñîáü ïîãèáàåò
â ðåçóëüòàòå ¾ýïèäåìèè¿ � ñðàáàòûâàíèÿ óòî÷íåííîãî êðèòåðèÿ îòáðàêîâêè
ïî çíà÷åíèþ ïðè äàëüíåéøåì èñïîëíåíèè àëãîðèòìà.

Â êà÷åñòâå ìåðû ïðèñïîñîáëåííîñòè îñîáè ìîæíî âûáðàòü íèæíþþ ãðàíè-
öó (äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè ðàññìàòðèâàåì ïîèñê ìèíèìóìà) èíòåðâàëüíîé îöåí-
êè öåëåâîé ôóíêöèè íà ñîîòâåòñòâóþùåì áðóñå. ×åì ëó÷øå ìåðà ïðèñïîñîá-
ëåííîñòè (÷åì ìåíüøå íèæíÿÿ ãðàíèöà â ïðèâû÷íûõ òåðìèíàõ), òåì áîëüøå
øàíñîâ ó äàííîé îñîáè ðàçìíîæèòüñÿ (äàííîìó áðóñó áûòü ðàçäðîáëåííûì)
è òåì ìíîãî÷èñëåííåå áóäåò ïîòîìñòâî (áðóñ ìîæåò áûòü ðàçäðîáëåí íà áîëü-
øåå êîëè÷åñòâî ïîäáðóñîâ).
Â íàøåé ðåàëèçàöèè ýòîé ìîäåëè (ñì. Ëèñòèíã 10) åñòü íåñêîëüêî êîýôôè-
öèåíòîâ:

� âåðîÿòíîñòè Pn è Pm;
� ìàêñèìàëüíûå êîëè÷åñòâà ïîòîìêîâ Ln è Lm;
� ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ïîòîìêîâ Un è Um;
� âåëè÷èíà N � ñêîëüêî îáúåêòîâ, íà÷èíàÿ ñ ñàìîãî ïðèñïîñîáëåííîãî

ìîãóò îñòàâèòü ïîòîìñòâî;
� áðóñû äðîáÿòñÿ íà ðàâíûå ÷àñòè, èëè ðàçáèåíèå ïðîèñõîäèò â ñëó÷àéíîé

ïðîïîðöèè, ¾ðàçíîâåñíûå¿ äåòè;
� êîëè÷åñòâî ¾îñîáåé¿ â íà÷àëüíîé ïîïóëÿöèè.

Â êà÷åñòâå äîïîëíèòåëüíîãî ïîÿñíåíèÿ íà ëèñòèíãå 11 ïðèâåä¼í ïñåâäî-
êîä ýòîãî àëãîðèòìà. Êàê ìîæíî âèäåòü èç íåãî, â ìîäåëè åñòü íåñêîëüêî
¾ïîäñòðîå÷íûõ ïàðàìåòðîâ¿:



138 ÑÒÎÕÀÑÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÈÍÒÅÐÂÀËÜÍÛÅ ÌÅÒÎÄÛ

Ëèñòèíã 10. Îñíîâà èíòåðâàëüíîãî ãåíåòè÷åñêîãî àëãîðèòìà.
Ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì çàäà¼òñÿ íà÷àëüíàÿ ïîïóëÿöèÿ

( Êàê è â êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå, ïðè çàïóñêå ðàáîòû àëãîðèòìà êàêèì-
ëèáî ñïîñîáîì òðåáóåòñÿ çàäàòü íà÷àëüíóþ ïîïóëÿöèþ. ×àùå âñåãî
îíà çàäàåòñÿ ñëó÷àéíî, òàê êàê äàæå åñëè ñîçäàííàÿ ïîïóëÿöèÿ îêà-
æåòñÿ ñîâåðøåííî íåêîíêóðåíòîñïîñîáíîé, ãåíåòè÷åñêèé àëãîðèòì
âñ¼ ðàâíî äîñòàòî÷íî áûñòðî ïåðåâåäåò å¼ â æèçíåñïîñîáíóþ ïîïó-
ëÿöèþ. Ýòîò øàã âîîáùå ìîæíî ïðîïóñòèòü, ïðèíÿâ áðóñ èñõîäíîé
îáëàñòè ïîèñêà çà åäèíñòâåííóþ ñóùåñòâóþùóþ îñîáü èëè ïðîèçâå-
ñòè íåñêîëüêî ñëó÷àéíûõ äðîáëåíèé èñõîäíîé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ.
)

Íà÷àëüíàÿ ïîïóëÿöèÿ ïåðåäà¼òñÿ â îñíîâíîé öèêë

Îñíîâíîé öèêë
{

1. Âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ïðèñïîñîáëåííîñòè

íîâîðîæäåííûõ îñîáåé. (Ýòîò øàã âêëþ÷àåò âû÷èñ-
ëåíèå èíòåðâàëüíîãî ðàñøèðåíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè ïî
íîâûì ïîäáðóñàì, êàê íåîáõîäèìûé äëÿ îïðåäåëåíèÿ
ïðèñïîñîáëåííîñòè ïîäáðóñà)

2. N èç íàèáîëåå ïðèñïîñîáëåííûõ áðóñîâ ñ âåðîÿò-

íîñòüþ Pn îñòàâëÿþò îò Ln äî Un ïîòîìêîâ

3. M èç íåïðèñïîñîáëåííûõ áðóñîâ ñ âåðîÿòíîñòüþ

Pm îñòàâÿò îò Lm äî Um ïîòîìêîâ

4. Ïîòîìêè ïðîâåðÿþòñÿ íà æèçíåñïîñîáíîñòü (ïðèìå-
íÿþòñÿ èíòåðâàëüíûå êðèòåðèè îòáðàêîâêè, îïèñàííûå
ðàíåå)

5. Åñëè êðèòåðèé îòáðàêîâêè áûë óëó÷øåí, âîçìîæíî

ñëó÷àåòñÿ ýïèäåìèÿ (óëó÷øåííûå êðèòåðèè ïðèìåíÿ-
þòñÿ êî âñåì îñîáÿì)

}
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Ëèñòèíã 11. Ïñåâäîêîä èíòåðâàëüíîãî ãåíåòè÷åñêîãî àëãîðèòìà (â ñòèëå ÎÎÏ)

class CGeneticAlgorithm : public CAlgorithm {

...

// ïàðàìåòðû àëãîðèòìà

protected:

// êîëè÷åñòâî "îñîáåé" â íà÷àëüíîé ïîïóëÿöèè

unsigned _initialHeadCount;

// ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ïîòîìêîâ

unsigned _maxProlificacy;

// ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ïîòîìêîâ

unsigned _minProlificacy;

// ñêîëüêî áðóñîâ, íà÷èíàÿ ñ ñàìîãî

// ïðèñïîñîáëåííîãî, ìîãóò îñòàâèòü ïîòîìñòâî

unsigned _energyBarrier;

...

// ñîçäàíèå ñëó÷àéíîé ïîïóëÿöèè

// âîîáùå ãîâîðÿ, áåç ýòîãî ìîæíî è îáîéòèñü

virtual void init() throw (CInitException) {

...

CBox *pWorkBox = 0;

// èñõîäíàÿ îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ äðîáèòñÿ íà

// _initialHeadCount áðóñîâ ñëó÷àéíûì îáðàçîì

for (int i = 0; i < _initialHeadCount/2; i++) {

pWorkBox = getRandomBox();

addBox(pWorkBox->split());

}

...

}

// îñíîâíîé öèêë

virtual void iteration() throw (CIterationException) {

...

// èç îáùåé "ïîïóëÿöèè" âûáèðàþòñÿ ëó÷øèå

box_container* pKindergarten = selectBest();
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\small{

// îíè äàþò ïîòîìñòâî

pKindergarten->splitWithProlifacy();

// ïðèìåíåíèå êðèòåðèåâ îòáðàêîâêè:

// ïðîâåðêà "æèçíåñïîñîáíîñòè"

pKindergarten->applayRestrictions();

// "ìîëîäûå" îñîáè ïðèõîäÿò â ïîïóëÿöèþ

addBox(pKindergarten);

...

}

...

};

}

_maxProlificacy; // ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ïîòîìêîâ

_minProlificacy; // ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ïîòîìêîâ

_energyBarrier; // ñêîëüêî îáúåêòîâ, íà÷èíàÿ ñ ñàìîãî

// ïðèñïîñîáëåííîãî ìîãóò îñòàâèòü ïîòîìñòâî

_isKidsEqual; // true = áðóñû ðàçäðàáëèâàþòñÿ íà ðàâíûå ÷àñòè,

// false = ðàçáèåíèå ïðîèñõîäèò â ñëó÷àéíîé

// ïðîïîðöèè, <<ðàçíîâåñíûå>> äåòè

Ïðè ýòîì ïîâåäåíèå àëãîðèòìà è óñïåøíîñòü åãî ðàáîòû çàâèñÿò îò ýòèõ
ïàðàìåòðîâ âåñüìà ñóùåñòâåííî.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè ñêîððåêòèðîâàòü óñëîâèÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïîòîì-
êè áûëè ðàâíîïðàâíû è èõ áûëî îáÿçàòåëüíî äâîå, íî îñòàâèòü ïîòîìñòâî
ìîã ëèøü ¾âîæàê¿, òî åñòü ñàìûé ïðèñïîñîáëåííûé. Â áîëåå ïðèâû÷íûõ òåð-
ìèíàõ ýòî áóäåò çâó÷àòü êàê ¾íà êàæäîé èòåðàöèè äðîáèòñÿ áðóñ ñ íàèìåíü-
øåé íèæíåé îöåíêîé¿. Â ýòîì ñëó÷àå ðåàëèçóåòñÿ äåòåðìèíèñòñêàÿ âû÷èñëè-
òåëüíàÿ ñõåìà êëàññè÷åñêîãî èíòåðâàëüíîãî àäàïòèâíîãî äðîáëåíèÿ, â îñíîâå
êîòîðîé ëåæèò "ìåòîä âåòâåé è ãðàíèö ïðåäëîæåííûé Ìóðîì, äîïîëíåííûé
Ñêåëáîó, îáîãàùåííûé Õàíñåíîì è óæå ìíîãî ðàç îáñóæäàâøèéñÿ â ýòîì òåê-
ñòå.

Â êà÷åñòâå ìåðû ïðèñïîñîáëåííîñòè â àëãîðèòìå ìû èñïîëüçîâàëè íèæ-
íþþ ãðàíèöó èíòåðâàëüíîé îöåíêè ôóíêöèè íà ïîäáðóñå (îöåíêó îïòèìóìà
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íà ïîäáðóñå ñíèçó). Ñ òåì æå óñïåõîì ìîæíî îïèðàòüñÿ è íà øèðèíó èíòåð-
âàëüíîé îöåíêè èëè æå íà ðàçìåð áðóñà.

Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî âñå òðè ìåòîäà î÷åíü ïîõîæè, è êðèòåðèè, êîòîðûìè
îíè ðóêîâîäñòâóþòñÿ, íàïðàâëåíû íà äîñòèæåíèå îäíîé è òîé æå öåëè, ðàáî-
òàþò îíè ïî-ðàçíîìó. Òàêèì îáðàçîì, ñëåäóþùèì ëîãè÷íûì øàãîì äîëæíî
ñòàòü îáúåäèíåíèå ýòèõ ìåòîäîâ â îäèí, èñïîëüçóþùèé ïðåèìóùåñòâà êàæ-
äîãî.

Áëîê-ñõåìà îáúåäèíåííîãî àëãîðèòìà ïîêàçàíà íà ðèñ. 3.13. Ôóíêöèÿ ïðè-
ñïîñîáëåííîñòè áðóñà (ïðè ïîèñêå ìèíèìóìà) ïðèîáðåëà ñëåäóþùèé âèä:

F (b) =
n∑

i=1

(
αi · wid bi

)
+ β · f(b) + γ · wid f(b). (3.11)

Çäåñü
f(b) � èíòåðâàëüíàÿ îöåíêà öåëåâîé ôóíêöèè f íà áðóñå b;
f(b) � íèæíÿÿ ãðàíèöà èíòåðâàëüíîé îöåíêè (îöåíêà ìèíèìóìà ñíèçó);
wid f(b) � øèðèíà (òî÷íîñòü) èíòåðâàëüíîé îöåíêè;
wid bi � øèðèíà i-îé ñòîðîíû áðóñà;
αi, βi, γi � ñîîòâåòñòâóþùèå âåñîâûå êîýôôèöèåíòû.

Íåîáõîäèìî çàìåòèòü, ÷òî ïîâåäåíèå àëãîðèòìà î÷åíü ñèëüíî çàâèñèò îò
âåëè÷èí êîýôôèöèåíòîâ.

Â çàêëþ÷åíèå ñôîðìóëèðóåì è äîêàæåì, ÷òî èíòåðâàëüíûé ãåíåòè÷åñêèé
àëãîðèòì ñõîäèòñÿ ê ãëîáàëüíîìó îïòèìóìó.

Òåîðåìà 3.3 Èíòåðâàëüíûé ãåíåòè÷åñêèé àëãîðèòì ñõîäèòñÿ ê ãëîáàëü-
íîìó îïòèìóìó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ìû ñìîæåì ïîêàçàòü, ÷òî â ïðîöåññå ðàáîòû ðàñ-
ñìàòðèâàåìîãî àëãîðèòìà

1) ãëîáàëüíûé îïòèìóì íå ìîæåò áûòü ïðîïóùåí è
2) ãðàíèöû èíòåðâàëüíîé îöåíêè îïòèìóìà óòî÷íÿþòñÿ,

òî ìû äîêàæåì èñêîìîå óòâåðæäåíèå. Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàòåëüñòâî òåîðå-
ìû 3.3 ðàñïàäàåòñÿ íà äîêàçàòåëüñòâî äâóõ óòâåðæäåíèé.

Óòâåðæäåíèå 3.2. Â õîäå ðàáîòû àëãîðèòìà ãðàíèöû èíòåðâàëüíîé îöåí-
êè îïòèìóìà ìîíîòîííî ñóæàþòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Àëãîðèòì ïðèíèìàåò öåëåâóþ ôóíêöèþ f(x) è îáëàñòü
ïîèñêà x â êà÷åñòâå âõîäíûõ àðãóìåíòîâ. Òàêèì îáðàçîì, èñõîäíûå ãðàíèöû
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Ðèñ. 3.13: Áëîê-ñõåìà èíòåðâàëüíîãî ãåíåòè÷åñêîãî àëãîðèòìà
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îïòèìóìà ýòî [f(x),f(x)] = E(0). Êàê áûëî ïîêàçàíî ðàíåå, ýòè ãðàíèöû
ìîãóò áûòü ñêîëü óãîäíî èçáûòî÷íûìè.

Íà êàæäîé èòåðàöèè àëãîðèòìà äðîáèòñÿ íå ìåíåå îäíîãî áðóñà (íå ìåíåå
÷åì îäíà îñîáü ðîæäàåò ïîòîìñòâî). ×òî îçíà÷àåò, ÷òî ìû ñìîæåì ïðîíóìå-
ðîâàòü âñå áðóñû â ðàáî÷åì ñïèñêå (îñîáè â ïîïóëÿöèè), òàê, ÷òî äëÿ ëþáûõ
äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ øàãîâ àëãîðèòìà n è n + 1 íàéä¼òñÿ êàêîå-òî q è
òàêèå w > 0 è z > 0, ÷òî áóäåò, âî-ïåðâûõ, âåðíî ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå:

f(xn
i ) = f(xn+1

i ), äëÿ 1 6 i 6 q,

ãäå ÷åðåç xn
i è xn+1

i îáîçíà÷åíû ñîîòâåòñòâóþùèå îñîáè n è n+1-ãî øàãà. È,
âî-âòîðûõ, äëÿ êàæäîãî f(xn

i ), ãäå 1 6 i 6 w, íàéä¼òñÿ îò 1 äî z òàêèõ áðóñîâ,
÷òî êàæäûé èç íèõ áóäåì ìåíüøå èñõîäíîãî: ∃i∗ : f(xn

i∗) 6 ∀zi=1f(x
n+1
i ). Ïðè

ýòîì q+w = Sn, è q+z = Sn+1, ãäå ÷åðåç S îáîçíà÷åí ðàçìåð ðàáî÷åãî ñïèñêà
íà ñîîòâåòñòâóþùåé èòåðàöèè.

Îöåíêà ãëîáàëüíîãî îïòèìóìà (äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè ìèíèìóìà áåç îãðàíè-
÷åíèÿ îáùíîñòè) íà n−îé èòåðàöèè àëãîðèòìà ìîæåò áûòü âûðàæåíà ñëåäó-
þùèì îáðàçîì. E(n) = [min1≤i≤Sn

f(xi),min1≤i≤Sn
f(xi)]. Î÷åâèäíî, ÷òî íèæ-

íÿÿ è âåðõíÿÿ ãðàíèöà äîñòèãàþòñÿ íà êàêèõ-òî ïîäáðóñàõ i′ è i′′ (âîçìîæíî
ñîâïàäàþùèõ) èç ðàáî÷åãî ñïèñêà è äëÿ äàëüíåéøåãî óëó÷øåíèÿ îöåíêè ãëî-
áàëüíîãî îïòèìóìàE íåîáõîäèìî èõ (àäàïòèâíîå) äðîáëåíèå íà áîëåå ìåëêèå
ïîäáðóñû.

Áóäåò ðàçäðîáëåí òîò èëè èíîé áðóñ íà î÷åðåäíîì øàãå ðàçðàáîòàííîãî
èíòåðâàëüíîãî ãåíåòè÷åñêîãî àëãîðèòìà, çàâèñèò îò çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ïðè-
ñïîñîáëåííîñòè (3.11). Òàê êàê ïðè å¼ âû÷èñëåíèè ó÷èòûâàåòñÿ çíà÷åíèå èí-
òåðâàëüíîé îöåíêè, à òàêæå å¼ øèðèíà è ðàçìåð áðóñà, òî õîòÿ áû ïðè îäíîì
èç êîýôôèöèåíòîâ αi, βi, γi, îòëè÷íîì îò íóëÿ â ôîðìóëå (3.11), âåäóùèå áðó-
ñû x′ è x′′ îêàæóòñÿ ñðåäè äîìèíàíòíûõ è áóäóò âûáðàíû äëÿ äðîáëåíèÿ.

Èç ñêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî â õîäå ðàáîòû èíòåðâàëüíîãî ãåíåòè÷åñêîãî àë-
ãîðèòìà ãðàíèöû èíòåðâàëüíîé îöåíêè îïòèìóìà äåéñòâèòåëüíî óòî÷íÿþòñÿ
è óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Óòâåðæäåíèå 3.3. Èíòåðâàëüíûé ãåíåòè÷åñêèé àëãîðèòì íå óïóñêàåò èç
ðàññìîòðåíèÿ ãëîáàëüíûå îïòèìóìû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ýòàïû ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà. Íà âõîä àë-
ãîðèòì ïîëó÷àåò èíòåðåñóþùóþ íàñ îáëàñòü ïîèñêà x è öåëåâóþ ôóíêöèþ
f .

Íóëåâûì øàãîì èíòåðâàëüíîãî ãåíåòè÷åñêîãî àëãîðèòìà ÿâëÿåòñÿ ñîçäà-
íèå íà÷àëüíîé ïîïóëÿöèè. Äëÿ ýòîãî èñõîäíàÿ îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè
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(áðóñ) x ðàçáèâàåòñÿ íà n ïîäîáëàñòåé òàê, ÷òî x =
∑n

i=1 x
0
i , ãäå x

0
i � i-àÿ

îñîáü íà÷àëüíîé ïîïóëÿöèè, ñîîòâåòñòâåííî, íà ýòîì øàãå àëãîðèòì íå ìîæåò
óïóñòèòü èç ðàññìîòðåíèÿ îáëàñòü, â êîòîðîé íàõîäèòñÿ ãëîáàëüíûé îïòèìóì.

Äàëåå, â îñíîâíîì öèêëå íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî íàèáîëåå ïðèñïîñîáëåííûõ
îñîáåé è êàêèå-òî èç íåïðèñïîñîáëåííûõ îñîáåé îñòàâëÿþò íåêîòîðîå êîëè÷å-
ñòâî ïîòîìêîâ. Êîíêðåòíîå ïîâåäåíèå çäåñü çàâèñèò îò íàñòðîåê àëãîðèòìà,
íî â ëþáîì ñëó÷àå íà ýòîì ýòàïå àëãîðèòì íå ìîæåò óïóñòèòü èç ðàññìîòðå-
íèÿ îáëàñòè, â êîòîðûõ íàõîäÿòñÿ ãëîáàëüíûå îïòèìóìû.

Ïîñëå ïîòîìêè ïðîâåðÿþòñÿ íà æèçíåñïîñîáíîñòü. Â ýòîò ìîìåíò ïðèìå-
íÿþòñÿ èíòåðâàëüíûå êðèòåðèè îòáðàêîâêè. Èõ ïðèìåíåíèå áåçîïàñíî, òàê
êàê èíòåðâàëüíûå êðèòåðèè èç ðàññìîòðåíèÿ óäàëÿþò ëèøü òå ïîäîáëàñòè
èñõîäíîé îáëàñòè ïîèñêà, äëÿ êîòîðûõ ìîæíî ñòðîãî ïîêàçàòü, ÷òî íà íèõ
ãëîáàëüíûé îïòèìóì íàõîäèòüñÿ íå ìîæåò. Â ñëó÷àå, åñëè êðèòåðèé îòáðà-
êîâêè ïî çíà÷åíèþ áûë óëó÷øåí, íà÷èíàåòñÿ ýïèäåìèÿ, òî åñòü âñå îñîáè
ïðîâåðÿþòñÿ íà ñîîòâåòñòâèå èçìåí¼ííûì êðèòåðèÿì, è íå óäîâëåòâîðÿþùèå
ýòèì êðèòåðèÿì óäàëÿþòñÿ èç ïîïóëÿöèè. Ïðè ýòîì òàêæå ãàðàíòèðóåòñÿ,
÷òî áóäóò îòáðîøåíû ëèøü òå ïîäîáëàñòè, äëÿ êîòîðûõ äîñòîâåðíî èçâåñòíî,
÷òî ãëîáàëüíûé îïòèìóì íå ìîæåò íà íèõ ñîäåðæàòüñÿ.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëîæåíèå è çíà÷åíèå ãëîáàëüíîãî îïòèìóìà íå ìîãóò
áûòü ïðîïóùåíû è óòâåðæäåíèå äîêàçàíî. Ñëåäîâàòåëüíî, äîêàçàíà è òåî-
ðåìà 3.3.
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3.5 Óíèâåðñàëüíûé (ìóëüòèìåòîäíûé) àëãîðèòì

Èòàê, ïîäâåäåì ïðîìåæóòî÷íûé èòîã. Íàìè ðåàëèçîâàíû è èññëåäîâàíû ðàç-
ëè÷íûå ïîäõîäû äëÿ ïîèñêà ãëîáàëüíîãî îïòèìóìà, èñïîëüçóþùèå ñòîõàñòè-
÷åñêèå òåõíèêè íàðÿäó ñ ìåòîäàìè èíòåðâàëüíîãî àíàëèçà:

◦ ñëó÷àéíîå èíòåðâàëüíîå äðîáëåíèå,
◦ ñëó÷àéíîå èíòåðâàëüíîå äðîáëåíèå ñ ïðèîðèòåòîì,
◦ èíòåðâàëüíûé àëãîðèòì èìèòàöèè îòæèãà è
◦ íåñêîëüêî âàðèàíòîâ èíòåðâàëüíîãî áèîëîãè÷åñêîãî àëãîðèòìà
◦ âàðèàíòû äðîáëåíèÿ â ñëó÷àéíîé ïðîïîðöèè è íàïðàâëåíèè,
◦ áèñåêöèÿ ñ ïåðåêðûòèåì.

Äëÿ ðàçíûõ öåëåâûõ ôóíêöèé ýôôåêòèâíûìè îêàçûâàþòñÿ ðàçíûå àëãî-
ðèòìû èç ýòîãî ñïèñêà. Êàêîé àëãîðèòì ñïðàâèòñÿ ëó÷øå ñ êàæäîé êîíêðåò-
íîé ïðîáëåìîé � âîïðîñ ïî-ïðåæíåìó îòêðûòûé. Ìû ïðîâåëè íåêîòîðûå èñ-
ñëåäîâàíèÿ, ÷òîáû îòâåòèòü íà ýòîò âîïðîñ. Îáùèé âûâîä ñëåäóþùèé � ÷åì
ìåíüøå òî÷íîñòü èíòåðâàëüíîé îöåíêè öåëåâîé ôóíêöèè, ÷åì èçáûòî÷íåå èí-
òåðâàëüíîå ðàñøèðåíèå, òåì áîëåå îïðàâäàíî ïðèìåíåíèå ñòîõàñòè÷åñêèõ ìå-
òîäèê. Ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ ïîêàçûâàþò, ÷òî åñëè â àíàëèòè÷åñêîì âû-
ðàæåíèè öåëåâîé ôóíêöèè ïðèñóòñòâóåò âîçâåäåíèå àðãóìåíòîâ áîëåå ÷åì â
÷åòâ¼ðòóþ-ïÿòóþ ñòåïåíü èëè åñëè êîëè÷åñòâî âõîæäåíèé êàêîé-ëèáî ïåðå-
ìåííîé áîëåå òð¼õ-÷åòûðåõ ðàç, òî ðàíäîìèçèðîâàííûé ïîäõîä, êàê ïðàâèëî,
ñïðàâëÿåòñÿ ñ òàêîé çàäà÷åé áûñòðåå.

Èäåÿ ñ ïðåäâàðèòåëüíûìè òåñòàìè õîðîøà, íî íà íèõ òðàòèòñÿ âðåìÿ, ÷òî
ñîîòâåòñòâåííî óâåëè÷èâàåò ñóììàðíîå âðåìÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è. Åñòåñòâåííûé
âûõîä èç ñëîæèâøåãîñÿ çàòðóäíåíèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû âîîáùå îòêàçàòüñÿ
îò ïðåäâàðèòåëüíîãî òåñòèðîâàíèÿ è äåëàòü äèíàìè÷åñêèé âûáîð òîãî èëè
èíîãî ìåòîäà íà îñíîâàíèè èñòîðèè èõ ðàáîòû ñ èíòåðåñóþùåé íàñ çàäà÷åé,
ò. å. òåñòèðîâàíèå ïðîâîäèòü ïàðàëëåëüíî ñ ðåøåíèåì è íà åãî îñíîâå.

Êîíêðåòèçàöèÿ ýòîé èäåè ìîæåò áûòü ñëåäóþùåé. Çàïóñêàåì êàêîé-òî
(ëþáîé) àëãîðèòì ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè. ×åðåç êîðîòêèé ïðîìåæóòîê âðå-
ìåíè îñòàíàâëèâàåì åãî è íà ñóùåñòâóþùåì ðàáî÷åì ñïèñêå áðóñîâ äà¼ì
ïîðàáîòàòü äðóãîìó àëãîðèòìó, ò. å., ôàêòè÷åñêè, íà õîäó ïîäìåíÿåì àëãî-
ðèòìû îïòèìèçàöèè. Ïðè ýòîì îòñëåæèâàåì îòíîñèòåëüíóþ ýôôåêòèâíîñòü
êàæäîãî èç àëãîðèòìîâ � ñêîëüêî èòåðàöèé áûëî ñäåëàíî, íàñêîëüêî óëó÷-
øèëàñü îöåíêà îïòèìóìà, êàê èçìåíèëñÿ ðàçìåð ðàáî÷åãî ñïèñêà è ò. ï. Èìååò
ñìûñë ïî êàæäîìó ìåòîäó îòñëåæèâàòü êàê ãëîáàëüíóþ ñòàòèñòèêó, òî åñòü
ðåçóëüòàòû çà âñ¼ âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà, òàê è ëîêàëüíóþ � ðåçóëüòàòû
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êàæäîãî êîíêðåòíîãî ñåàíñà ðàáîòû. Ñðàâíèâàÿ óñïåøíîñòü ìåòîäîâ, ìîæ-
íî äèíàìè÷åñêè ðåãóëèðîâàòü êâàíò âðåìåíè, âûäåëÿåìûé êàæäîìó èç àëãî-
ðèòìîâ, îáåñïå÷èâàÿ îïòèìàëüíîñòü ïðèìåíåíèÿ ìåòîäîâ. Òàêèì îáðàçîì, íà-
ìè ðåàëèçóåòñÿ ¾ìåòà-àëãîðèòì¿, àäàïòèâíûé àëãîðèòì âòîðîãî ïîðÿäêà (ïî
àíàëîãèè ñ òåðìèíîëîãèåé, ïðèíÿòîé â ôóíêöèîíàëüíûõ ÿçûêàõ äëÿ ôóíê-
öèé, îïåðèðóþùèõ ôóíêöèÿìè) èëè ìóëüòèìåòîäíûé ïîäõîä, êàê â ðàáîòàõ
Òÿòþøêèíà è Ãîðíîâà [14, 15].

Ðèñ. 3.14: Ïðèìåð ïåðåêëþ÷åíèÿ ìåæäó àëãîðèòìàìè

Íà ðèñ. 3.14 ïîêàçàí ïðèìåð ðàáîòû òàêîãî àëãîðèòìà äëÿ ñëó÷àÿ òð¼õ
ìåòîäîâ ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè. Äëÿ ïðîñòîòû ïîêàçàíà ñõåìà, â êîòîðîé
ðåøåíèå, êàêîé ìåòîä áóäåò ïðèçíàí ïåðñïåêòèâíûì äëÿ ñëåäóþùåãî øàãà,
ïðèíèìàåòñÿ òîëüêî íà îñíîâå èíôîðìàöèè c ïðåäûäóùåãî øàãà. Òî åñòü,
àíàëèç ñóììàðíîé óñïåøíîñòè ìåòîäîâ çà âñ¼ âðåìÿ ðàáîòû íå ïðîâîäèòñÿ.
Ðàçëè÷íûå ìåòîäû íà ãðàôèêàõ ïîìå÷åíû ðàçëè÷íûìè öâåòàìè. Íà íà÷àëü-
íîì ýòàïå (ñòàäèÿ ïðîãðåâà) àëãîðèòìàì ïðåäîñòàâëÿåòñÿ íåêîòîðîå, îäèíà-
êîâîå äëÿ âñåõ, âðåìÿ ðàáîòû. Ïî ðåçóëüòàòàì âûáèðàåòñÿ íàèáîëåå óñïåø-
íûé, òî åñòü òîò, êîòîðîìó óäàëîñü óëó÷øèòü îöåíêó îïòèìóìà áîëåå äðóãèõ.
Íà ñëåäóþùåé èòåðàöèè åìó áóäåò âûäåëåíî áîëüøå âðåìåíè äëÿ ðàáîòû.
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Â ïîêàçàííîé ðåàëèçàöèè âñåì îñòàëüíûì àëãîðèòìàì áóäåò ïðåäîñòàâëåíî
îäèíàêîâîå íåáîëüøîå âðåìÿ äëÿ ðàáîòû. Íà ñëåäóþùåì øàãå îòíîñèòåëüíàÿ
óñïåøíîñòü àëãîðèòìîâ ñíîâà ñðàâíèâàåòñÿ è âûäåëÿåìîå âðåìÿ êîððåêòèðó-
åòñÿ.

Ýôôåêòèâíîñòü òàêîãî àëãîðèòìà ìîæíî îöåíèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Ïóñòü íàø ìåòà-ìåòîä îáúåäèíÿåò â ñåáå n ìåòîäîâ ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè.
Âðåìÿ ðàáîòû êàæäîãî îòäåëüíîãî ìåòîäà íà i-òîé èòåðàöèè ìåòà-ìåòîäà áó-
äåì îáîçíà÷àòü êàê tji , j ∈ {1 . . . n}. Ïðè÷åì ýòî âðåìÿ ìîæåò áûòü ëèáî tlong,
åñëè àëãîðèòì çàðåêîìåíäîâàë ñåáÿ êàê óñïåøíûé, ëèáî tsmall � â ïðîòèâî-
ïîëîæíîì ñëó÷àå. Òî, íàñêîëüêî j-ìó àëãîðèòìó óäàëîñü óëó÷øèòü òî÷íîñòè
îöåíêè îïòèìóìà íà i-îì øàãå, îáîçíà÷èì êàê dji .

Òîãäà çà m øàãîâ ìû ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ øèðèíó îöåíêè ãëîáàëüíîãî
ýêñòðåìóìà D:

D = D0 −
n−1∑
j=0

dj0 −
m∑
i=1

n−1∑
j=0

dji , (3.12)

ãäå D0 � òî÷íîñòü íà÷àëüíîé îöåíêè, dj0 � óòî÷íåíèÿ, ñäåëàííûå êàæäûì èç
àëãîðèòìîâ íà ñòàäèè ïðîãðåâà. Ñîîòíîøåíèå ìåæäó èòåðàöèÿìè è âðåìåíåì
ðàáîòû t òîæå ïðîñòî:

t = t0 · n+ ( (tsmall · (n− 1) + tlong) + toverhead · n) · iteration, (3.13)

ãäå t0 � âðåìÿ ïåðâîé, ¾ïðîãðåâî÷íîé¿ èòåðàöèè; toverhead � âðåìÿ íà ïîäìåíó
àëãîðèòìîâ, ñáîð è àíàëèç ðåçóëüòàòîâ; iteration � êîëè÷åñòâî èòåðàöèé.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíêè ñíèçó ðàññìîòðèì íàèõóäøèé ñëó÷àé. Ïîëîæèì,
÷òî íà êàæäîì øàãå ëèøü îäèí àëãîðèòì áûë ñóùåñòâåííî ïîëåçåí. Òî åñòü,
ïóñòü íà êàæäîé èòåðàöèè i ñóùåñòâóåò ëèøü îäèí àëãîðèòì j0, òàêîé ÷òî

di ≪ dj0i äëÿ âñåõ j ̸= j0. (3.14)

Áîëåå òîãî, ïóñòü íà êàæäîé èòåðàöèè ýòî áóäåò äðóãîé àëãîðèòì. Òî åñòü íå
ñóùåñòâóåò äâà òàêèõ øàãà ik è ik+1, ÷òî áû ñîîòíîøåíèå (3.14) áûëî âåðíî.
Äëÿ ïðîñòîòû ïðåíåáðåæ¼ì íà÷àëüíîé èòåðàöèåé (ñòàäèåé ïðîãðåâà), áóäåì
ñ÷èòàòü ÷òî âðåìÿ íà ïîäìåíó àëãîðèòìîâ, ñáîð è ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ íè-
÷òîæíî ìàëî ïî ñðàâíåíèþ ñî âðåìåíåì ðàáîòû àëãîðèòìîâ, à òàêæå óïðî-
ñòèì (3.14): ïîëîæèì, ÷òî íà êàæäîì øàãå âñå ìåòîäû, êðîìå îäíîãî âîîáùå
íå óòî÷íÿþò îöåíêó îïòèìóìà. Â ýòîì, íàèõóäøåì äëÿ ñåáÿ âàðèàíòå, íàø
ìóëüòèìåòîäíûé àëãîðèòì áóäåò ìèíèìàëüíî ýôôåêòèâåí (ñì. ðèñ. 3.15).
Ïðè ýòîì íå íàäî çàáûâàòü, ÷òî îí áóäåò ãîðàçäî ýôôåêòèâíåå êàæäîãî îò-
äåëüíîãî ìåòîäà.
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Ðèñ. 3.15: Èëëþñòðàöèÿ íàèõóäøåãî âàðèàíòà ðàáîòû ìóëüòèìåòîäíîãî àëãîðèòìà

Äðóãîé âàðèàíò, êîãäà åñòü îäèí ¾õîðîøèé¿ ìåòîä, îêàçûâàþùèéñÿ óñïåø-
íûì íà êàæäîé èòåðàöèè è ìíîæåñòâî ¾ïëîõèõ¿ ìåòîäîâ, êîòîðûå âîîáùå
(ðàññìîòðèì ìàêñèìàëüíî ïëîõîé ñëó÷àé) íå óëó÷øàþò îöåíêè. Â ýòîì ñëó-
÷àå îïèñàííûé âûøå ìóëüòèìåòîäíûé àëãîðèòì ïîòðàòèò íà

d0 · (n− 1) + tsmall · (n− 1) + toverhead · n (3.15)

âðåìåíè áîëüøå, ÷åì òîò ¾õîðîøèé¿ ìåòîä. Ïðîáëåìà ëèøü â òîì, ÷òî â áîëü-
øèíñòâå ñëó÷àåâ çàðàíåå íå èçâåñòíî, êàêîé ìåòîä áóäåò ¾õîðîøèì¿ äëÿ ïðåä-
ëîæåííîé öåëåâîé ôóíêöèè. Ê òîìó æå ýôôåêòèâíîñòü ìåòà-ìåòîäà ìîæíî
ïîâûñèòü, àíàëèçèðóÿ óñïåøíîñòü àëãîðèòìîâ íå òîëüêî íà ïðåäûäóùåì øà-
ãå, êàê ýòî áûëî èçîáðàæåíî íà ðèñ. 3.14, íî ó÷èòûâàÿ èíôîðìàöèþ î âñåõ
ïðåäûäóùèõ èòåðàöèÿõ è âûäåëÿÿ íå ïîñòîÿííûå ïðîìåæóòêè âðåìåíè tsmall

èëè tlong, à ti, ÿâëÿþùèåñÿ ôóíêöèÿìè îò ëîêàëüíîé è ãëîáàëüíîé óñïåøíî-
ñòè. Ãëàâíîå íå ïåðåóñëîæíèòü ìåõàíèçì àðáèòðàæà íàñòîëüêî, ÷òî óâåëè-
÷èâøååñÿ toverhead ñâåäåò íà íåò âñå äîñòèæåíèÿ.

3.6 Ïàðàëëåëüíûé èíòåðâàëüíûé àëãîðèòì

ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè

Â 1965 ãîäó Ãîðäîí Ìóð, îäèí èç îñíîâàòåëåé êîìïàíèè Intel, îïóáëèêîâàë
â æóðíàëå ¾Electronics¿ ñòàòüþ, âïîñëåäñòâèè ñòàâøóþ âåñüìà öèòèðóåìîé,
à ñäåëàííîå â íåé ïðåäïîëîæåíèå ïîëó÷èëî íàçâàíèå ¾çàêîíà Ìóðà¿ [109].
Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî çàêîí Ìóðà ÿâëÿåòñÿ íàáëþäåíèåì-ýêñòðàïîëÿöèåé,
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òî åñòü êîãäà-òî îí ìîæåò ïåðåñòàòü âûïîëíÿòüñÿ. Íî âîò óæå áîëåå ñîðî-
êà ëåò òåõíîëîãèè ðàçâèâàþòñÿ, òåõíè÷åñêèå ïðîöåññû ñîâåðøåíñòâóþòñÿ è
èíæåíåðû-ôèçèêè óñïåøíî ñëåäóþò åìó, êàæäûå äâà ãîäà óâåëè÷èâàÿ ïðè-
ìåðíî âäâîå ÷èñëî òðàíçèñòîðîâ íà åäèíèöå ïëîùàäè êðèñòàëëà.

Ðèñ. 3.16: Çàêîí Ãîðäîíà Ìóðà.
Ñëåâà: Îðèãèíàëüíàÿ ñõåìà, íàðèñîâàííàÿ Ãîðäîíîì Ìóðîì â 1965 ãîäó.
Ñïðàâà: Óâåëè÷åíèå êîëè÷åñòâà òðàíçèñòîðîâ â ïðîöåññîðå íà ïðèìåðå
àðõèòåêòóðû Intel îò âðåìåíè. Ëîãàðèôìè÷åñêàÿ âåðòèêàëüíàÿ øêàëà.

Íî òàêîå ðàçâèòèå íå ìîæåò áûòü áåñêîíå÷íûì. Óæå ñåé÷àñ ïðàêòè÷åñêè
äîñòèãíóò ôóíäàìåíòàëüíûé ïðåäåë. Ïîñëåäóþùåå óìåíüøåíèå ðàçìåðîâ è
óâåëè÷åíèå ïëîòíîñòè ýëåìåíòîâ ïðè òåõ æå ïîäõîäàõ ñòàíåò íåâîçìîæíûì
èç-çà òóííåëüíûõ ýôôåêòîâ, êâàíòîâûõ ýôôåêòîâ äà è òåïëîâûäåëåíèÿ.

Òàêæå íåâîçìîæíî áåñêîíå÷íî óìåíüøàòü òîëùèíó ïðîâîäíèêîâ è êîëè-
÷åñòâî ýëåêòðîíîâ, íåîáõîäèìûõ äëÿ ôèêñèðîâàíèÿ íàëè÷èÿ ñèãíàëà. Îãðà-
íè÷èâàåòñÿ ýòî âîëíîâîé ïðèðîäîé ýëåêòðîíà è êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêîé
êðåìíèÿ, âûáðàííîãî çà îñíîâó âñåõ ïðîöåññîðîâ. Ñîâåðøåíñòâîâàòü ìàòåìà-
òè÷åñêèå ñõåìû âûïîëíåíèÿ îïåðàöèé äëÿ íàèìåíüøåé çàäåðæêè ïðîõîæäå-
íèÿ ñèãíàëà òîæå ìîæíî ëèøü äî îïðåäåëåííîãî ïðåäåëà. Òàê, åñëè ïðåäïî-
ëîæèòü, ÷òî ïðîöåññîð ðàáîòàåò íà ÷àñòîòå 5 ÃÃö, òî ïåðèîä îäíîãî òàêòà
ñîñòàâëÿåò 2 · 10−10 ñåêóíä. Òàê êàê ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ ýëåêòðè÷åñêî-
ãî ïîëÿ ðàâíà ñêîðîñòè ñâåòà, òî çà ýòî âðåìÿ ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå óñïåâàåò
ðàñïðîñòðàíèòüñÿ ëèøü íà 6 ñì. Ó÷èòûâàÿ òàêæå âðåìÿ ñðàáàòûâàíèÿ ëî-
ãè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ, ïîëó÷àåì, ÷òî âðåìåíè îäíîãî òàêòà íåäîñòàòî÷íî äëÿ
ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñèãíàëà ïî ãåîìåòðè÷åñêîé äèàãîíàëè ïðîöåññîðà, äàæå ïðè
íàëè÷èè ïðÿìîãî ïóòè.
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Âîçìîæíîñòè äàëüíåéøåãî óâåëè÷åíèÿ òàêòîâîé ÷àñòîòû ïðîöåññîðîâ òî-
æå íå áåçãðàíè÷íû. Äåëî â òîì, ÷òî îäíîâðåìåííî ñ ÷àñòîòîé ðåçêî âîçðàñòàåò
êîëè÷åñòâî òåïëà, êîòîðîå âûäåëÿåò ðàáîòàþùèé ïðîöåññîð. Òàê, ó ïîñëåäíèõ
ìîäåëåé Pentium 4 òåïëîâûäåëåíèå íå ìåíåå 100 âàòò [34].

Àðõèòåêòîðû-ñõåìîòåõíèêè îòêàçàëèñü îò äàëüíåéøåãî óâåëè÷åíèÿ ÷àñòî-
òû, áóäó÷è íå â ñèëàõ ïîáîðîòü âîçíèêàþùèå ïðè ýòîì âûñîêî÷àñòîòíûå ïî-
ìåõè è âñ¼ òå æå òåïëîâûå ýôôåêòû. Íî íàøëè äðóãîé íå ìåíåå ýôôåê-
òèâíûé ñïîñîá óâåëè÷èâàòü ïðîèçâîäèòåëüíîñòü, ðàçìåùàÿ ñîòíè ïðîñòûõ
ïðîöåññîðîâ-ÿäåð íà îäíîì êðèñòàëëå. Ïðàâäà, ýòîò ñïîñîá äåéñòâèòåëüíî
äðóãîé, íåïðèâû÷íûé äëÿ ïðîãðàììèñòà.

Èçìåíåíèÿ â ¾æåëåçå¿ òðåáóþò ïåðåñìîòðà ïðèâû÷íîé àðõèòåêòóðû ïðî-
ãðàììíûõ ñèñòåì. Åñëè êîä íàïèñàí â ðàñ÷¼òå íà ïîñëåäîâàòåëüíîå èñïîëíå-
íèå, èç âñåõ ÿäåð áóäåò ðàáîòàòü òîëüêî îäíî, ÷òî íå ïðèâåä¼ò íè ê êàêîìó
óâåëè÷åíèþ ïðîèçâîäèòåëüíîñòè.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ íåäîñòàòî÷íî ïðåäëîæèòü àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è.
Íåîáõîäèìî, ÷òîáû àëãîðèòì áûë ïðèñïîñîáëåí äëÿ ýôôåêòèâíîé ïàðàëëåëü-
íîé ðàáîòå â ìíîãîìàøèííîé è ìíîãîïðîöåññîðíîé ñðåäå.

Ìåòà-àëãîðèòì, îïèñàííûé â ïðåäûäóùåé ãëàâå, îòëè÷íî ïîäõîäèò äëÿ
ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ñàìîé ïðîñòîé ðåàëèçàöèè, äîñòà-
òî÷íî ïîäåëèòü ïðîöåññîðû ìåæäó ìåòîäàìè ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè è îò-
êëþ÷èòü ñèñòåìó ðàñïðåäåëåíèÿ âðåìåíè. Ê ñîæàëåíèþ, ýôôåêòèâíîñòü òà-
êîé âåðñèè áóäåò êðàéíå íåâûñîêà.

Ïðè ïàðàëëåëüíîé ðàáîòå íåçàâèñèìûõ àëãîðèòìîâ, îïåðèðóþùèõ îáùåé
ñòðóêòóðîé äàííûõ âåñüìà âåðîÿòåí êîíôëèêò äîñòóïà. Íàïðèìåð, íåñêîëüêî
àëãîðèòìîâ îäíîâðåìåííî ðåøàò ðàçäðîáèòü îäèí è òîò æå áðóñ. Íàèáîëåå
íåïðèÿòíà ïðè ýòîì ñèòóàöèÿ, êîãäà êàêîé-òî àëãîðèòì ñîáðàëñÿ ðàáîòàòü
ñ áðóñîì, à äðóãîé ê ýòîìó âðåìåíè óæå ïîíÿë, ÷òî ýòîò ñàìûé áðóñ áåñ-
ïåðñïåêòèâåí è óäàëÿåò åãî. Àíàëîãè÷íàÿ êîíôëèêòíàÿ ñèòóàöèÿ: îäèí àëãî-
ðèòì åù¼ íå çàêîí÷èë ïðîöåäóðó âñòàâêè íîâîãî ïîäáðóñà â ðàáî÷èé ñïèñîê,
à äðóãîé óæå íà÷àë åãî ïåðåóïîðÿäî÷èâàíèå. Åäèíñòâåííûé ñïîñîá îáåñïå-
÷èòü êîððåêòíóþ ðàáîòó òàêîãî ïàðàëëåëüíîãî àëãîðèòìà � ñèíõðîíèçàöèÿ
àëãîðèòìîâ è îáåñïå÷åíèå àòîìàðíîñòè äîñòóïà ê ðàáî÷åìó ñïèñêó. Ýòî îçíà-
÷àåò, ÷òî ïðåæäå ÷åì íà÷àòü ðàáîòàòü ñ îáùèìè äàííûìè, àëãîðèòì äîëæåí
ïðîâåðèòü � íå ðàáîòàåò ëè óæå ñ íèìè êàêîé-òî äðóãîé ìåòîä. Òîëüêî äî-
æäàâøèñü îñâîáîæäåíèÿ îáùåãî ðåñóðñà, îí ìîæåò íà÷èíàòü îïåðàöèè ÷òå-
íèÿ èëè ìîäèôèêàöèè. Ïîíÿòíî, ÷òî òàêèå áëîêèðîâêè ïðåâðàùàþò àëãîðèòì
â ïîñëåäîâàòåëüíûé è ñâîäÿò íà íåò âñå ïðåèìóùåñòâà ïàðàëëåëüíîé àðõè-
òåêòóðû.
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Íàïðèìåð, åñëè íà ÷åòûðåõïðîöåññîðíîé ïëàòôîðìå Intel Xeon 5100 ¾Wood-
crest¿ ìû ðåøèì äëÿ óñêîðåíèÿ ïîèñêà ãëîáàëüíîãî ýêñòðåìóìà çàïóñòèòü
â ïàðàëëåëü ÷åòûðå îäèíàêîâûõ àëãîðèòìà, íàïðèìåð, ¾èìèòàöèè îòæèãà¿
íàä îáùèì ðàáî÷èì ñïèñêîì, òî ïðèðîñò ñêîðîñòè, âìåñòî îæèäàåìûõ ÷å-
òûðåõ ðàç ïî ñðàâíåíèþ ñ îäíèì àëãîðèòìîì íà îäíîì ïðîöåññîðå, ñîñòàâèò
âñåãî äâàäöàòü ïðîöåíòîâ. Ïîòåðè ýôôåêòèâíîñòè, à ñëåäîâàòåëüíî, è âû÷èñ-
ëèòåëüíîãî âðåìåíè ïðîèñõîäÿò èç-çà ñèíõðîíèçàöèè, êîãäà ïðè îäíîâðåìåí-
íîé ïîïûòêå ðàáîòû ñ ðàçäåëÿåìûì ðåñóðñîì � ðàáî÷èì ñïèñêîì áðóñîâ, âñå
ïîòîêè êðîìå îäíîãî âûíóæäåíû ïðîñòàèâàòü, îæèäàÿ, êîãäà îí îñâîáîäèò
äîñòóï.

Ïîâûñèòü ñêîðîñòü ðàáîòû ïðîãðàììû ìîæíî ïóò¼ì óëó÷øåíèÿ ñïîñîáà
äîñòóïà ê ðàçäåëÿåìûì äàííûì, à ìîæíî âîîáùå îòêàçàòüñÿ îò îáùåãî ðà-
áî÷åãî ñïèñêà. Ðàçäåëèì èñõîäíóþ îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè
íà ïîäîáëàñòè ïî ÷èñëó äîñòóïíûõ ïðîöåññîðîâ, ðàçäàäèì êàæäîìó èç íèõ
ñâîé èñõîäíûé áðóñ è çàïóñòèì ïî íåçàâèñèìîìó àëãîðèòìó ãëîáàëüíîé îï-
òèìèçàöèè ñî ñâîåé íà÷àëüíîé îáëàñòüþ íà êàæäîì ïðîöåññîðå. Ïîëåçíî â
òàêîé àëãîðèòì äîáàâèòü ðåãóëÿðíóþ ïðîöåäóðó îáìåíà òåêóùèìè âåðõíèìè
è íèæíèìè îöåíêàìè ãëîáàëüíîãî ýêñòðåìóìà. Ïîíÿòíî, ÷òî äåëàòü ýòî íàäî
ïåðèîäè÷åñêè, íî íå ñëèøêîì ÷àñòî. Íî êàê ðåàëèçîâàòü ýòîò îáìåí íàèáîëåå
ýôôåêòèâíî?

Î÷åâèäíîå ðåøåíèå � ÷åðåç êàêîå-òî íàïåð¼ä çàäàííîå è îäèíàêîâîå äëÿ
âñåõ àëãîðèòìîâ êîëè÷åñòâî èòåðàöèé îíè îáìåíèâàþòñÿ äàííûìè. Íî äëÿ
ýòîãî êàæäûé èç íèõ áóäåò âûíóæäåí íà âðåìÿ ïðåêðàòèòü ñ÷¼ò è æäàòü,
ïîêà âñå îñòàëüíûå òîæå äîñ÷èòàþò äî ýòîé òî÷êè è áóäóò ãîòîâû ê îáìåíó
äàííûìè. Äàæå åñëè ó íàñ â ïàðàëëåëü áóäåò ðàáîòàòü îäèí è òîò æå äå-
òåðìèíèñòñêèé àëãîðèòì, íà ðàçíûõ ïîäîáëàñòÿõ èñõîäíîé îáëàñòè îïðåäå-
ëåíèÿ öåëåâàÿ ôóíêöèÿ âåäåò ñåáÿ ïî-ðàçíîìó, èíòåðâàëüíûå îöåíêè öåëåâîé
ôóíêöèè ïî-ðàçíîìó èçáûòî÷íû, äà è àáñîëþòíûå çíà÷åíèÿ îöåíîê ðàçëè÷-
íû. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðîöåäóðû îòáðàêîâêè, âñòàâêè íîâûõ ïîäáðóñîâ (ëèáî
æå ïîèñê âåäóùåãî áðóñà èëè ïåðèîäè÷åñêàÿ ñîðòèðîâêà ðàáî÷åãî ñïèñêà � â
çàâèñèìîñòè îò àëãîðèòìà) áóäóò âûïîëíÿòüñÿ ðàçíîå âðåìÿ. Êàê ñëåäñòâèå,
â òî÷êå îáìåíà äàííûìè âñå ïàðàëëåëüíûå ïðîöåññû, êðîìå ñàìîãî ìåäëåí-
íîãî, íåèçáåæíî áóäóò ïðîñòàèâàòü.

Îïèñàííàÿ íåñáàëàíñèðîâàííîñòü ëèøü óñèëèòñÿ â ñëó÷àå îäíîâðåìåííîé
ðàáîòû ðàçíîðîäíûõ àëãîðèòìîâ. Îñîáåííî àêòóàëüíî ñäåëàííîå íàáëþäåíèå
â ñëó÷àå ðàçðàáîòàííûõ íàìè èíòåðâàëüíûõ ñòîõàñòè÷åñêèõ ðåàëèçàöèé, äëÿ
êîòîðûõ âðåìÿ ðàáîòû êàæäîé èòåðàöèè çàâèñèò îò óäà÷íîñòè ñëó÷àéíîãî
âûáîðà, è, ñëåäîâàòåëüíî, ìîæåò ñèëüíî âàðüèðîâàòüñÿ. Ýòî íåìèíóåìî ïðè-



152 ÏÀÐÀËËÅËÜÍÛÉ ÈÍÒÅÐÂÀËÜÍÛÉ ÀËÃÎÐÈÒÌ

âåä¼ò ê ïîòåðå îáùåé ýôôåêòèâíîñòè èç-çà óâåëè÷åíèÿ äîëè âûíóæäåííûõ
ïðîñòîåâ. Â ðåçóëüòàòå äèàãðàììà ðàáîòû ïîòîêîâ ìîæåò ïðèîáðåñòè âèä,
ïîêàçàííûé íà ðèñ. 3.17.

Ðèñ. 3.17: Äèàãðàììà ïîòîêîâ íåîïòèìàëüíî ðàñïàðàëëåëåííîé ïðîãðàììû.
Ñèíèì ïîêàçàíî âðåìÿ ðàáîòû íåïîñðåäñòâåííî âû÷èñëèòåëüíîãî êîäà,
êðàñíûì îáîçíà÷åíî âðåìÿ, ïîòðà÷åííîå íà ñèíõðîíèçàöèþ è îáìåí
äàííûìè ìåæäó ïîòîêàìè. Ââåðõó ïðèâåäåí îáùèé âèä, âíèçó �

îòðåçîê äèàãðàììû â óâåëè÷åííîì ìàñøòàáå.

Èçáåæàòü îæèäàíèÿ ñàìîãî ìåäëåííîãî ïðîöåññà ìîæíî ëèøü ïðè àñèí-
õðîííîé ðàáîòå. Ïðè òàêîé ñõåìå âçàèìîäåéñòâèÿ íèêàêîé ìåòîä íå îáìåíè-
âàåòñÿ äàííûìè íè ñ îäíèì äðóãèì íàïðÿìóþ. Åñëè â ñîîòâåòñòâèè ñî ñâîåé
âíóòðåííåé ëîãèêîé êàêîé-òî ìåòîä ðåøàåò, ÷òî ñâîèìè òåêóùèìè ðåçóëüòà-
òàìè ñòîèò îáìåíÿòüñÿ ñ äðóãèìè ìåòîäàìè, îí ïðîñòî äåëàåò ýòè äàííûå ïóá-
ëè÷íûìè. Èíûìè ñëîâàìè, åñòü íåêàÿ îáëàñòü ïàìÿòè, ïðî êîòîðóþ èçâåñòíî
âñåì àëãîðèòìàì. Êàæäûé èç àëãîðèòìîâ ìîæåò ïðî÷èòàòü èç íå¼ òåêóùåå
çíà÷åíèå, è, åñëè åãî îöåíêè ëó÷øå, òî îáíîâèòü ðåêîðä. Èíà÷å ïðî÷èòàííûå
çíà÷åíèÿ èñïîëüçóþòñÿ â êà÷åñòâå ïîðîãîâûõ äëÿ ïðîöåäóð îòáðàêîâêè.

Åäèíñòâåííîå íåîáõîäèìîå óñëîâèå êîððåêòíîé ðàáîòû ñîñòîèò â òîì, ÷òî
âñå îáðàùåíèÿ ê îáùèì äàííûì äîëæíû áûòü àòîìàðíûìè, òî åñòü äîëæíî
ãàðàíòèðîâàòüñÿ, ÷òî íè îäèí ìåòîä íå ñìîæåò ïîëó÷èòü ê äàííûì äîñòóï,
åñëè äðóãîé åù¼ íå çàêîí÷èë ñâîþ ðàáîòó ñ íèìè. Íî ýòî îáÿçàòåëüíîå òðåáî-
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âàíèå íå ïðèâåä¼ò ê ñêîëüêî-íèáóäü ñåðüåçíûì ïîòåðÿì ïðîèçâîäèòåëüíîñòè,
åñëè äîïîëíèòåëüíî ðàññèíõðîíèçîâàòü ìåòîäû, ò. å. ñäåëàòü òàê, ÷òîáû îá-
ìåí ðåêîðäàìè ïðîèñõîäèë â ðàçíîå âðåìÿ.

Àðõèòåêòóðû ñîâðåìåííûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ìàøèí ïðåäïîëàãàþò ìíîãî-
ïðîöåññîðíîñòü è ìíîãîÿäåðíîñòü. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè îáðàùåíèè ê îäíîé
è òîé æå ïåðåìåííîé èç ïîòîêîâ, âûïîëíÿþùèõñÿ íà ðàçíûõ ñîêåòàõ, òðåáó-
åòñÿ àïïàðàòíàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ áûñòðîé ïàìÿòè (êýøåé) îáîèõ ñîêåòîâ. Äëÿ
óñòðàíåíèÿ ýòîãî âìåñòî îáùåé ïåðåìåííîé áûë ñîçäàí ñïåöèàëüíûé ïîòîê,
öèêëè÷åñêè çàáèðàþùèé ðåêîðäû ó âû÷èñëèòåëüíûõ àëãîðèòìîâ[35].

Ïîñëå ïîëó÷åíèÿ î÷åðåäíûõ ãðàíèö ãëîáàëüíîãî îïòèìóìà è èñïîëíåíèÿ
ïðîöåäóð îòáðàêîâêè ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî ðàáî÷èé ñïèñîê ó êàêîãî-òî ïðî-
öåññà ïóñò. Ýòî îçíà÷àåò äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî íà ïîäîáëàñòè, äîñòàâøåé-
ñÿ ýòîìó ïîòîêó, ãëîáàëüíîãî ýêñòðåìóìà áûòü íå ìîæåò. Ñèòóàöèÿ ýòà íå
ðåäêàÿ, è â òàêîì ñëó÷àå öåëåñîîáðàçíî ïîäåëèòü ðàáî÷èé ñïèñîê. Äëÿ ýòîãî
ìîæíî ââåñòè äîïîëíèòåëüíûé èíòåðôåéñ, îñòàíàâëèâàþùèé ïîòîêè è çàïðà-
øèâàþùèé äàííûå. Íî ïî íàøèì îöåíêàì, ýòî íåöåëåñîîáðàçíî. Ðåàëèçîâàí-
íàÿ íàìè àñèíõðîííàÿ ñõåìà ïðè ïðàâèëüíî ïîäîáðàííûõ âðåìåíàõ ñèíõðîíè-
çàöèè äåìîíñòðèðóåò î÷åíü õîðîøóþ ñêîðîñòü. Îáìåí äàííûìè ïðîèñõîäèò
ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïîòîê, ïðî÷èòàâøèé íîâûé ðåêîðä, ïîñëå çàâåðøåíèÿ
ïðîöåäóð îòáðàêîâêè ïðîâåðÿåò ðàçìåð ðàáî÷åãî ñïèñêà. Åñëè ñïèñîê ïóñò,
âûñòàâëÿåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèé ôëàã, êîòîðûé ïðîâåðÿåòñÿ âñåìè àëãîðèò-
ìàìè ïîñëå êàæäîãî ÷òåíèÿ ãëîáàëüíîãî ðåêîðäà. Ïåðâûé îáíàðóæèâøèé
òàêîé çàïðîñ ïðîöåññ ãàñèò ôëàã è äåëèòñÿ ñâîèìè äàííûìè ñ ïðîñòàèâà-
þùèìè ïðîöåññàìè. ×èñëåííûå çàìåðû ïðîèçâîäèòåëüíîñòè ñ ïðèìåíåíèåì
ðàçëè÷íûõ êîìáèíàöèé àëãîðèòìîâ íà ðàçíûõ öåëåâûõ ôóíêöèÿõ ïîêàçàëè,
÷òî íàèáîëåå óäà÷íûì ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèé ñïîñîá ðàçäåëåíèÿ äàííûõ.

Åñëè ðàáî÷èé ñïèñîê äîñòàòî÷íî îáú¼ìíûé, îò íåãî îòùåïëÿåòñÿ ëèøü òà-
êîå êîëè÷åñòâî áðóñîâ, êîòîðûå ïîìåñòÿòñÿ â êýø ïðîöåññîðà (çäåñü íàäî ó÷è-
òûâàòü, ÷òî êýø ïîñëåäíåãî óðîâíÿ äåëèòñÿ ìåæäó ÿäðàìè è ïîìíèòü î âîç-
ìîæíîì ïåðåñå÷åíèè àäðåñîâ è ýôôåêòàõ îò òàê íàçûâàåìîãî ñíóï-ôèëüòðà).
Ïîäðîáíåå îá ýòîì ìîæíî ïðî÷èòàòü, íàïðèìåð â [123]. Åñëè æå êîëè÷åñòâî
áðóñîâ íåâåëèêî, îíè áóäóò åäèíîâðåìåííî ðàçäðîáëåíû äî ïîëó÷åíèÿ ïðè-
ìåðíî íóæíîãî êîëè÷åñòâà.

3.7 Âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû

Ðàçðàáîòàííûé íàìè ïàðàëëåëüíûé ìóëüòèìåòîäíûé àëãîðèòì ïîêàçàë ñâîþ
âûñîêóþ âû÷èñëèòåëüíóþ ñïîñîáíîñòü. Òàê, ãëîáàëüíûé ìèíèìóì ôóíêöèè
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¾Price 5¿ (1.36), ñì. ðèñ. 1.3 è 1.4 íà ñòð. 48, áûë ëîêàëèçîâàí çà 0.42 ñåêóíäû;
ôóíêöèè ¾Griewank 2¿ (1.43) (ñì. ñòð. 53) çà 0.61 ñåêóíäû; ÷åòâåðòîé ôóíêöèè
Ðîçåíáðîêà (1.44) (ñì. ñòð. 56) çà 0.72 ñåêóíäû; ôóíêöèè Òðåêêàíè (1.15), ñì.
ñòð. 33 è 111, çà 0.67 ñåêóíä. Ïðè âûïîëíåíèè çàìåðîâ ïðîèçâîäèòåëüíîñòè
ìåòîäîâ èñïîëüçîâàëàñü îïöèÿ -XXpreOptPro�le ñ óêàçàíèåì ïðåäâàðèòåëüíî
ñîáðàííîãî ïðîôèëÿ äëÿ ýòîé çàäà÷è, áëàãîäàðÿ ÷åìó Java�ìàøèíà, ïðîèç-
âîäèëà âñå íåîáõîäèìûå îïòèìèçàöèè êîäà äî çàïóñêà ïðèëîæåíèÿ.

Ñëåäóþùèå òåñòîâûå ôóíêöèè áûëè âçÿòû èç ðàáîò [90, 92, 105, 115].
Äëÿ ôóíêöèè Øàôåðà

f(x) = 0.5 +
sin2

(√
x21 + x22

)
− 0.5

(1 + 0.001(x21 + x22))
2

(3.16)

îïòèìóì áûë ëîêàëèçîâàí çà 1.98 ñåêóíäû;

äëÿ èçìåí¼ííîé ôóíêöèè Øàôåðà �1

f(x) = 0.5 +
sin2(x21 + x22)− 0.5

(1 + 0.001(x21 + x22))
2

(3.17)

îïòèìóì áûë ëîêàëèçîâàí çà 1.27 ñåêóíäû;

äëÿ èçìåí¼ííîé ôóíêöèè Øàôåðà �2

f(x) = 0.5 +
sin2(x21 − x22)− 0.5

(1 + 0.001(x21 + x22))
2

(3.18)

ãëîáàëüíûé ìèíèìóì áûë íàéäåí çà 0.9 ñåêóíäû,

äëÿ ôóíêöèè ïîä íàçâàíèåì ¾ðåø¼òêà äëÿ ÿèö¿ (Egg holder function)

f(x) = −(x2 + 47) sin
(√
|x2 + x1/2 + 47|

)
+ sin

(√
|x1 − (x2 + 47)|

)
(−x1),

(3.19)
êîòîðàÿ óïîìèíàåòñÿ â ðàáîòå [105] êàê òðóäíàÿ äëÿ îïòèìèçàöèè, ãëîáàëü-
íûé ìèíèìóì áûë íàéäåí çà 29.34 ñåêóíäû,

äëÿ ôóíêöèè ïîä íàçâàíèåì ¾ñèíóñ îáîðà÷èâàþùèé ñèíóñ¿ (Sine envelope sine
wave function)

f(x) =
m−1∑
i=1

(sin2(√x2i+1 + x2i
)
− 0.5(

0.001(x2i+1 + x2i ) + 1
)2 + 0.5

)
(3.20)

ïðè m = 2 ãëîáàëüíûé îïòèìóì áûë íàéäåí çà 36.25 ñåêóíä èç-çà ìíîãîêðàò-
íûõ ïåðåêëþ÷åíèé àëãîðèòìîâ,
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çàòî äëÿ ôóíêöèè ×è÷èíàäçå (Chichinadze)

f(x) = x21−12x1+11+10 cos(πx1/2)+8 sin(5πx1)− (1/5)0.5e−0.5(x2−0.5) (3.21)

ãëîáàëüíûé ìèíèìóì áûë íàéäåí çà 1.3 ñåêóíäû,

äëÿ ôóíêöèè McCormick

f(x) = sin(x1 + x2) + (x1 − x2)2− 1.5x1 + 2.5x2 + 1 (3.22)

ãëîáàëüíûé ìèíèìóì áûë íàéäåí çà 0.28 ñåêóíäû,

äëÿ 13 ôóíêöèè Ëåâè (Levy13)

f(x) = sin2(3πx1)+(x1−1)2
(
1+sin2(3πx2)

)
+(x2−1)2

(
1+sin2(3πx2)

)
(3.23)

îïòèìóì áûë íàéäåí çà 0.81 ñåêóíäû,

äëÿ ôóíêöèè Zettle

f(x) = (x21 + x22 − 2x1)
2 + 0.25x1 (3.24)

îïòèìóì áûë íàéäåí çà 2.06 ñåêóíäû,

äëÿ ôóíêöèè Ñòèáëèíñêîãî-Òàíãà (Styblinski-Tang)

f(x) =
1

2

2∑
i=1

(x4i − 16x2i + 5xi) (3.25)

îïòèìóì áûë íàéäåí çà 1.77 ñåêóíäû,

äëÿ ôóíêöèè Ëåîíà

f(x) = 100(x2 − x21)2 + (1− x1)2 (3.26)

îïòèìóì áûë íàéäåí çà 1.58 ñåêóíäû.
Êðîìå òîãî, ðåàëèçîâàííûé àëãîðèòì áûë îïðîáîâàí â òîì ÷èñëå íà îáîá-

ù¼ííîé ôóíêöèè Ðîçåíáðîêà (3.27) (íàçûâàåìîé òàêæå â îòå÷åñòâåííîé ëè-
òåðàòóðå ¾ôóíêöèåé Ñêîêîâà¿):

f(x) =
n−1∑
i=1

(100 · (xi+1 − x2i )2 + (xi − 1)2). (3.27)

Íèæå ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû íàøåãî ìåòîäà èìåííî äëÿ ýòîé ôóíêöèè,
òàê êàê â ðàáîòå [18] ýòà ôóíêöèÿ óïîìèíàåòñÿ è èñïîëüçóåòñÿ â êà÷åñòâå
¾êëàññè÷åñêîãî òåñòîâîãî ïðèìåðà äëÿ àëãîðèòìîâ îïòèìèçàöèè¿. Òàì æå
[18] ïðèâîäÿòñÿ ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû:
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Òàáëèöà 3.3: Çàâèñèìîñòü âðåìåíè ðàáîòû ïàðàëëåëüíîãî ìåòîäà íåðàâíîìåðíûõ ïîêðû-
òèé ïðåäëîæåííîãî àâòîðàìè [18] è ïðèâîäèìîå â òîé æå ðàáîòå îò ÷èñëà ïðîöåññîðîâ äëÿ
îáîáù¼ííîé ôóíêöèè Ðîçåíáðîêà ñ ÷èñëîì ïåðåìåííûõ 5 è òî÷íîñòüþ 0.001 íà Ñóïåðêîì-
ïüþòåðå ÌÂÑ-6000IM (256 ïðîöåññîðîâ Intel R⃝Itanium R⃝2)

÷èñëî ïðîöåññîðîâ 1 2 4 8 16 32
âðåìÿ ðàáîòû (ñåê.) 28.02 14.23 7.13 3.94 2.51 1.82

Ðåàëèçîâàííûé íàìè àëãîðèòì, ðàáîòàþùèé íà îäíîì êîìïüþòåðå ñåðèè
Intel Xeon X7460 ¾Dunnington¿ 2.6 GHz, ïîêàçàë ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû:

êîëè÷åñòâî ïîòîêîâ 1 8 16
âðåìÿ ðàáîòû (ñåê.) 78.8 2.02 1.52

Ïðè óâåëè÷åíèè ðàçìåðíîñòè âðåìÿ ðàáîòû èçìåíÿëîñü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ðàçìåðíîñòü çàäà÷è 5 10 15 20 25 30 35
âðåìÿ ðàáîòû (ñåê.) 2 7 167 610 1058 3784 18066

÷òî, â îñíîâíîì, âûçâàíî íåýôôåêòèâíîé ðàáîòîé ñ îïåðàòèâíîé ïàìÿòüþ è
íåêîòîðûìè èçáûòî÷íûìè ñèíõðîíèçàöèÿìè è áóäåò èñïðàâëåíî â ñëåäóþ-
ùèõ âåðñèÿõ àëãîðèòìà.

Â äðóãîì âû÷èñëèòåëüíîì ýêñïåðèìåíòå äëÿ öåëåâîé ôóíêöèè Ýêëè

f(x) = 20 · exp

(
1

5
√
n

n∑
i=i

x2i

)
− exp

(
1

n

n∑
i=i

cos(2πxi)

)
+ exp(1)

ïðè n = 35 ãëîáàëüíûé ìèíèìóì áûë íàéäåí ïàðàëëåëüíûì ìóëüòèìåòîäíûì
àëãîðèòìîì âñåãî çà 1.49 ñåê.

Äëÿ öåëåâîé ôóíêöèè äå Éîíãà

f(x) =
n∑

i=1

x2i

è âòîðîé (¾ïîâ¼ðíóòîé¿) ôóíêöèè äå Éîíãà

f(x) =
n∑

i=1

(
i∑

j=1

xj

)2

,

ÿâëÿþùèìèñÿ ïîïóëÿðíûìè òåñòîâûìè çàäà÷àìè ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè
[16], ïðè ðàçìåðíîñòè n = 200 ãëîáàëüíûé îïòèìóì áûë íàéäåí ïàðàëëåëü-
íûì ìóëüòèìåòîäíûì àëãîðèòìîì çà 2.33 è 7.81 ñåêóíä ñîîòâåòñòâåííî. Ãðà-
ôèêè ýòèõ öåëåâûõ ôóíêöèé ìîæíî óâèäåòü íà ðèñ. 3.18.
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Ðèñ. 3.18: Ãðàôèêè ôóíêöèé äå Éîíãà.
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Îòìåòèì, ÷òî â ñèëó âûïóêëîñòè ïîñëåäíèõ ôóíêöèé, èõ îïòèìèçàöèÿ íà
ïðîñòûõ îáëàñòÿõ íèêàêèõ ïðîáëåì íå ïðåäñòàâëÿåò è ìîæåò áûòü âûïîëíå-
íà, ê ïðèìåðó, ãðàäèåíòíûì ñïóñêîì. Íî îíè ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ â êà÷åñòâå
òåñòîâ èìåííî äëÿ íåêëàññè÷åñêèõ ìåòîäîâ îïòèìèçàöèè.

3.8 Ïðàêòè÷åñêîå ïðèìåíåíèå

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû îïèøåì ïðèìåíåíèå ðàçðàáîòàííûõ âûøå â äèññåðòà-
öèè àëãîðèòìîâ îïòèìèçàöèè â ïðîãðàììàõ ïðåäñêàçàíèÿ ïîãîäû è ìîäåëè-
ðîâàíèÿ êëèìàòà.

Ïðåäñêàçàíèå ïîãîäû è ìîäåëèðîâàíèÿ êëèìàòà â íàñòîÿùåå âðåìÿ � âîñ-
òðåáîâàííûå è áóðíî ðàçâèâàþùèåñÿ îáëàñòè íà ñòûêå ôèçèêè, ìàòåìàòèêè
è ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ñîâðåìåííûå ïîãîäíûå è êëèìàòè÷åñêèå ìîäåëè ÿâëÿ-
þòñÿ ðåçóëüòàòàìè ìíîãîëåòíèõ òðóäîâ ñïåöèàëèçèðîâàííûõ èíñòèòóòîâ.

Îñíîâíûå ôèçè÷åñêèå ïðîöåññû, ó÷åò êîòîðûõ îáû÷íî ðåàëèçóåòñÿ â ãèä-
ðîäèíàìè÷åñêèõ ìîäåëÿõ ïðîãíîçà ïîãîäû è îáùåé öèðêóëÿöèè àòìîñôåðû,
ñõåìàòè÷åñêè ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 3.19.

Íåàäèàáàòè÷åñêèå ôèçè÷åñêèå ïðîöåññû, ñâÿçàííûå ñ òóðáóëåíòíûìè è
êîíâåêòèâíûìè äâèæåíèÿìè, ôàçîâûå ïðåâðàùåíèÿ âîäû, ðàäèàöèîííûå è
îáëà÷íûå ýôôåêòû ñóùåñòâåííî âëèÿþò íà ðàçâèòèå àòìîñôåðíîé öèðêó-
ëÿöèè [32]. Ïðè ýòîì ó÷èòûâàåòñÿ íàëè÷èå ìåëêîäèñïåðñíûõ ÷àñòèö, òàêèõ
êàê ïûëü, ïðèíèìàåòñÿ âî âíèìàíèå ãàçîâûé ñîñòàâ àòìîñôåðû, ó÷èòûâàåòñÿ
âëèÿíèå ïðèìåñåé [80].

Âî âñåì ìèðå öåíòðû ïðåäñêàçàíèÿ ïîãîäû � îäíè èç ïîòðåáèòåëåé ñîâðå-
ìåííûõ ñóïåðêîìïüþòåðîâ è âûñîêîïðîèçâîäèòåëüíûõ êîìïüþòåðíûõ êëà-
ñòåðîâ. Âåäü òðåáóåòñÿ îäíîâðåìåííî è áûñòðî ðàññ÷èòûâàòü ïðîãíîçû ïî-
ãîäû ðàçíûõ ñðîêîâ, äëÿ ðàçíûõ òåððèòîðèé ñ ðàçíûì ïðîñòðàíñòâåííî-âðå-
ìåííûì ðàçðåøåíèåì. Ïîñòîÿííî èäåò îáðàáîòêà äàííûõ â ìàñøòàáå êîíòè-
íåíòà, ñòðîèòñÿ îáùèé ôîí. Â ìàñøòàáàõ ñòðàíû ñòðîèòñÿ ãðóáàÿ ìîäåëü.
Âîêðóã ãîðîäîâ íàñ÷èòûâàåòñÿ áîëåå ïîäðîáíàÿ ëîêàëüíàÿ ñõåìà. Òèïè÷íàÿ
çàäà÷à äëÿ àýðîïîðòà � ðàñ÷åò â ðåàëüíîì âðåìåíè âûñîêîíàäåæíîãî ïðîãíî-
çà ìåòåîóñëîâèé, ïóñòü êðàòêîñðî÷íîãî � âñåãî íà íåñêîëüêî áëèæàéøèõ ÷à-
ñîâ, íî ñ âûñîêèì ðàçðåøåíèåì ïî âñåì òðåì êîîðäèíàòàì íà ó÷àñòêå õîòÿ áû
20×10×5 êèëîìåòðîâ. Òóò æå ðàñ÷åòû äëÿ âîåííûõ, îáñëóæèâàíèå ñàìîëåò-
íûõ òðàññ, ñòðàòåãè÷åñêèõ îáúåêòîâ è òàê äàëåå. Òðåáóåòñÿ âûñîêîïðîèçâî-
äèòåëüíûé è äîðîãîñòîÿùèé êëàñòåð íà íåñêîëüêî ñîò, à ïîä÷àñ è òûñÿ÷ ïðî-
öåññîðîâ. Â ñëó÷àå íåîïòèìàëüíîñòè àëãîðèòìà å¼ ïðèäåòñÿ êîìïåíñèðîâàòü
¾æåëåçîì¿ � óñòàíàâëèâàòü áîëüøå âû÷èñëèòåëüíûõ áëîêîâ, à çíà÷èò è ïà-
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Ðèñ. 3.19: Ñõåìàòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå îñíîâíûõ ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ â àòìîñôåðå

ìÿòè, è ñïåöèàëüíîãî âíóòðèêëàñòåðíîãî êîììóíèêàöèîííîãî îáîðóäîâàíèÿ,
à çàòåì è äîïîëíèòåëüíûõ ñèñòåì îõëàæäåíèÿ è ïèòàíèÿ. Íà÷èíàÿ ñ êàêîãî-
òî ìîìåíòà íàðàùèâàíèå âû÷èñëèòåëüíîé ìîùíîñòè êëàñòåðà âåäåò ê ýêñïî-
íåíöèàëüíîìó óäîðîæàíèþ ñèñòåìû. Êðîìå òîãî, òàêæå íåïðîïîðöèîíàëüíî
âîçðàñòàåò ñòîèìîñòü ïîääåðæàíèÿ ðàáîòîñïîñîáíîñòè ñèñòåìû è âîçðàñòà-
åò âåðîÿòíîñòü ñáîÿ. Èñïîëüçîâàíèå íåîïòèìàëüíûõ àëãîðèòìîâ èëè ìîäåëåé
îçíà÷àåò íåäîñ÷èòàííûå èëè ñëèøêîì ãðóáûå ïðîãíîçû, ëèáî æå íåìèíóå-
ìî ïðèâåäåò ê íàðàùèâàíèþ âû÷èñëèòåëüíûõ ìîùíîñòåé. Òàêèì îáðàçîì,
óëó÷øåíèå ñóùåñòâóþùèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, ïîèñê áîëåå ñîâåðøåí-
íûõ àëãîðèòìîâ íàðÿäó ñ îïòèìèçàöèåé ðåàëèçàöèè óæå ñóùåñòâóþùèõ �
íè÷óòü íå ìåíåå âàæíàÿ çàäà÷à, ÷åì ðàçðàáîòêà íîâûõ ïîãîäíûõ ìîäåëåé. À,
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âîçìîæíî, è äàæå áîëåå ïðèîðèòåòíàÿ íà äàííîì ýòàïå.
Ìû ðàáîòàëè ñ íîâîé ìîäåëüþ, íàçûâàåìîé mwf_t1024rlb, ïðåäíàçíà÷åí-

íîé äëÿ ñîñòàâëåíèÿ êðàòêî è ñðåäíå ñðî÷íûõ ïðîãíîçîâ â ëîêàëüíîé îáëàñòè.
Ïåðåä íàìè ñòîÿëà çàäà÷à, ïî-âèäèìîñòè íèêàê íå ñâÿçàííàÿ ñ èíòåðâàëüíûì
àíàëèçîì, à èìåííî � îïòèìèçèðîâàòü àëãîðèòì, óñêîðèòü ðàáîòó ïðîãðàì-
ìû, ðàññ÷èòûâàþùåé ïðîãíîç ïîãîäû ïî ýòîé ìîäåëè.

Ïîëüçóÿñü ñïåöèàëüíûìè ïðîãðàììíûìè èíñòðóìåíòàìè äëÿ àíàëèçà ïðî-
èçâîäèòåëüíîñòè ïðîãðàìì, ìû øàã çà øàãîì, äâèãàÿñü îò ôóíêöèè ê ôóíê-
öèè, ñêðóïóëåçíî èçó÷àëè êîä è îïòèìèçèðîâàëè ïðîãðàììó, äî òåõ ïîð, ïîêà
â îäíîé èç êîìïîíåíòàõ êîäà, îòâåòñòâåííîì çà ðàñ÷¼ò àòìîñôåðû íå îáíà-
ðóæèëîñü ôóíêöèÿ ïîèñêà ìèíèìóìà.

Ïðîãðàììà ïðîåêòèðîâàëàñü è ñîçäàâàëàñü äëÿ ðàáîòû íà áîëüø�èõ ðàñ-
ïðåäåëåííûõ ñèñòåìàõ è, ñîîòâåòñòâåííî, èñïîëüçîâàëà ïàðàëëåëüíóþ ìîäåëü
îáðàáîòêè äàííûõ. Ïðèìåíèòåëüíî ê çàäà÷å ïîèñêà ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà,
ýòî áûëî ðåàëèçîâàíî ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ñíà÷àëà âåñü îáúåì äàííûõ êî-
ïèðîâàëñÿ ïî âû÷èñëèòåëüíûì óçëàì, çàòåì íà êàæäîì èç íèõ çàïóñêàëîñü
íåñêîëüêî íåçàâèñèìûõ ïðîöåäóð ìóëüòèñòàðòà. Ïî îêîí÷àíèè âû÷èñëèòåëü-
íûå óçëû îáìåíèâàëèñü íàéäåííûìè ðåêîðäàìè è óæå èç íèõ âûáèðàëîñü ìè-
íèìàëüíîå çíà÷åíèå. Ýòî âåñüìà ñòðàííàÿ ðåàëèçàöèÿ. Âåäü ñ óâåëè÷åíèåì
êîëè÷åñòâà âû÷èñëèòåëüíûõ óçëîâ âðåìÿ ðàáîòû ôóíêöèè íå óìåíüøàåòñÿ,
íî óâåëè÷èâàåòñÿ. Áîëåå òîãî, ÷åì íà ìåíüøåì êîëè÷åñòâå âû÷èñëèòåëüíûõ
óçëîâ çàïóùåííà ïðîãðàììà, òåì áîëüøå âåðîÿòíîñòü íàéòè ëèøü ëîêàëüíûé
ìèíèìóì.

Äëÿ óëó÷øåíèÿ ïðîèçâîäèòåëüíîñòè äîñòàòî÷íî äîáèòüñÿ ìàñøòàáèðóåìî-
ñòè ôóíêöèè, èíûìè ñëîâàìè, èçìåíèòü ôóíêöèþ òàê, ÷òîáû ïðè ðàáîòå íà
á�îëüøåì êîëè÷åñòâå âû÷èñëèòåëüíûõ óçëîâ âðåìÿ ðàáîòû óìåíüøàëîñü. Ïðè
ýòîì æåëàòåëüíî, ÷òîáû êà÷åñòâî ðåçóëüòàòà íå çàâèñåëî îò òîãî, íà êàêîì
êîëè÷åñòâå âû÷èñëèòåëüíûõ óçëîâ ïðîãðàììà áûëà çàïóùåííà. Â ïðèíöèïå,
äîñòàòî÷íî çàïóñêàòü íà âñåõ âû÷èñëèòåëüíûõ óçëàõ íå îäíî è òî æå ïîñòîÿí-
íîå êîëè÷åñòâî ïðîöåäóð ëîêàëüíîãî ïîèñêà, à âàðüèðîâàòü åãî â çàâèñèìîñòè
îò îáùåãî êîëè÷åñòâà äîñòóïíûõ ïðîöåññîðîâ (ñì. ëèñòèíã 12).

Â ïîðÿäêå ýêñïåðèìåíòà ìû ïåðåïèñàëè ñóùåñòâóþùóþ ôóíêöèîíàëüíîñòü
å¼ èíòåðâàëüíûì àíàëîãîì îñíîâàííûì íà ïðåäñòàâëåííûõ âûøå ðàçðàáîò-
êàõ. Êàê è îæèäàëîñü, ýòî ñðàçó ïåðåìåñòèëî ôóíêöèþ èç ¾ãîðÿ÷èõ¿, òî åñòü
òàêèõ ôóíêöèé, íà èñïîëíåíèå êîòîðûõ òðàòèòñÿ îñíîâíîå âðåìÿ ðàáîòû ïðî-
ãðàììû, ãëóáîêî â êîíåö ñïèñêà ïîòðåáèòåëåé ïðîöåññîðíîãî âðåìåíè è, ñîîò-
âåòñòâåííî, ïðèíåñëî íåñêîëüêî äîïîëíèòåëüíûõ ïðîöåíòîâ ïðîèçâîäèòåëü-
íîñòè. À ýòî, êàê î÷åâèäíî èç ïðåäûäóùåãî àáçàöà, âàæíîå äîñòèæåíèå.
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Ëèñòèíã 12. Áîëåå ïîäõîäÿùèé ñïîñîá ðåàëèçàöèè ïàðàëëåëüíîãî ïîèñêà ãëîáàëüíîãî
îïòèìóìà (íà ÿçûêå Ôîðòðàí).

. . .

!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

! Âíåøíèå ïåðåìåííûå

! Æåëàòåëüíîå êîëè÷åñòâî çàäà÷ ëîêàëüíîé îïòèìèçàöèè,

! êîòîðîå êàæåòñÿ ðàçóìíûì äëÿ äàííîé çàäà÷è.

integer :: opt_tasks

!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

! Âíóòðåííèå ïåðåìåííûå

! Êîëè÷åñòâî ïðîöåññîðîâ â ãðóïïå

integer :: comm_size

! Ïåðåìåííûå MPI: êîììóíèêàòîð è êîä îøèáêè

integer :: comm, ierr

! Òåêóùèé è ãëîáàëüíûé îïòèìóì

real :: opt

real :: g_opt

. . .

do 1, (opt_tasks / com_size) + 1

opt = StartMultiStart(domain)

g_opt = min(opt, g_opt)

end do

! Ñáîð ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà

call MPI_Reduce(g_opt, opt, 1, MPI_REAL, MPI_MIN, 0, comm, ierr)

! Ïîñëå âûçîâà ýòîé ôóíêöèè ó ïðîöåññà ñ ðàíêîì 0

! â ïåðåìåííîé <<opt>> áóäåò ñîõðàíåíî ìèíèìàëüíîå

! èç íàéäåííûõ çíà÷åíèé.
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Ïîä÷åðêíåì, ÷òî îñíîâíîé ïðèðîñò áûë äîñòèãíóò, â ÷àñòíîñòè, èç-çà ïðî-
ñ÷¼òîâ â ðåàëèçàöèè îðèãèíàëüíîé ñõåìû, à èìåííî, èç-çà íåóìåíüøàþùåãî-
ñÿ âðåìåíè ðàáîòû ïîäïðîãðàììû îïòèìèçàöèè ïðè óâåëè÷åíèè êîëè÷åñòâà
ïðîöåññîðîâ. Òåì íå ìåíåå, ïðèìåð äåìîíñòðèðóåò óñïåøíîå ïðèìåíåíèå èí-
òåðâàëüíûõ ìåòîäîâ ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè.

Äëÿ ðåàëèçàöèè óñïåøíîé ïàðàëëåëüíîé ðàáîòû àëãîðèòìà ìû ïîøëè ïî
ïóòè, ÷àñòè÷íî îïèñàííîìó â �3.6. Â í¼ì îïèñûâàëñÿ àëãîðèòì äëÿ ïëàòôîðì
ñ îáùåé ïàìÿòüþ. Ðàññìàòðèâàåìîå ïðèëîæåíèå ïðåäíàçíà÷åíî äëÿ ðàáîòû
îäíîâðåìåííî íà áîëüøîì ÷èñëå âû÷èñëèòåëüíûõ óçëîâ. Êàæäûé óçåë â îò-
äåëüíîñòè ÿâëÿåòñÿ ìíîãîïðîöåññîðíîé ñèñòåìîé ñ îáùåé ïàìÿòüþ è âñå îíè
îáúåäèíåíû â êëàñòåð. Òàêèì îáðàçîì, òåïåðü ó íàñ ïîÿâèëèñü äâà óðîâíÿ
ïàðàëëåëèçàöèè.

Ìû ðàçäåëèëè èñõîäíóþ îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ìåæäó âû÷èñëèòåëüíûìè
óçëàìè, íà êàæäîì èç êîòîðûõ ðàáîòàë ïàðàëëåëüíûé ìåòà-àëãîðèòì. Äî-
ïîëíèòåëüíûé óðîâåíü ïàðàëëåëèçàöèè óâåëè÷èë ñâîáîäó äåéñòâèé. Ìû èñ-
ïîëüçîâàëè ðàçíûå àëãîðèòìû îïòèìèçàöèè íà ðàçíûõ óçëàõ, ïðåäóñìîòðåëè
ñîçäàíèå íà ðàçíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ óçëàõ îäíèõ è òåõ æå àëãîðèòìîâ, íî
èñïîëüçóþùèõ ðàçíûå òèïû èíòåðâàëüíûõ ðàñøèðåíèé. Ïðè ýòîì ìû îòñëå-
æèâàëè óñïåøíîñòü êàæäîãî ìåòîäà, è â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòîé ñòàòèñòèêîé äè-
íàìè÷åñêè óâåëè÷èâàëè êîëè÷åñòâî óñïåøíûõ íà äàííîì ýòàïå àëãîðèòìîâ
â óùåðá ìåíåå óñïåøíûì. Ïðè áîëüøîì êîëè÷åñòâå ïðîöåññîðîâ â êëàñòåðå
òàêàÿ ìåòîäèêà îêàçàëàñü ãîðàçäî óñïåøíåå, ÷åì ïðîñòî ðàçäåëåíèå âõîäíûõ
äàííûõ ìåæäó ýêçåìïëÿðàìè îäíîãî àëãîðèòìà ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè, ðà-
áîòàþùåãî â ïàðàëëåëü íà âñåõ âû÷èñëèòåëüíûõ óçëàõ. Ðåçóëüòàòû ýòîé ðà-
áîòû âîøëè â äîêëàä íà êîíôåðåíöèè ¾Use of High Performance Computing
in Meteorology¿ [112].

Ïîìèìî îïèñàííîãî óñïåøíîãî ïðèìåíåíèÿ ðàçðàáîòàííûõ íàìè íîâûõ
ïîäõîäîâ ê ðåøåíèþ çàäà÷è ïîèñêà ãëîáàëüíîãî îïòèìóìà, ìû ðàáîòàåì íàä
ðåøåíèåì ðÿäà äðóãèõ ïðàêòè÷åñêèõ ïðîáëåì.

Íàïðèìåð, îäíîé èç âàæíûõ çàäà÷ ìîëåêóëÿðíîé áèîëîãèè ÿâëÿåòñÿ ñèí-
òåç íîâûõ âåùåñòâ, â ÷àñòíîñòè áåëêîâûõ ñòðóêòóð, ñ çàäàííûìè ñâîéñòâà-
ìè. Áåëêè èãðàþò î÷åíü âàæíóþ ðîëü ïðàêòè÷åñêè âî âñåõ ïðîöåññàõ æèâîãî
îðãàíèçìà, è òî, ñ êàêèìè ðåöåïòîðàìè è êàê èìåííî áóäåò âçàèìîäåéñòâî-
âàòü òà èëè èíàÿ ìîëåêóëà, âî ìíîãîì îïðåäåëÿåòñÿ å¼ êîíôèãóðàöèåé. Òà-
êèì îáðàçîì, çàäà÷à ïðåäñêàçàíèÿ â êàêóþ ôîðìó ¾ñâåðí¼òñÿ¿ òà èëè èíàÿ
ïîëè-ìîëåêóëà âûõîäèò íà ïåðâûé ïëàí. Ïðîñòðàíñòâåííàÿ êîíôèãóðàöèÿ
ìîëåêóëû îïðåäåëÿåòñÿ ìèíèìóìîì å¼ ýíåðãèè, ñîîòâåòñòâåííî, ïîñòàâëåí-
íàÿ çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ çàäà÷è î ïîèñêà ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà â
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ìíîãîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Ýòî îäíî èç âîçìîæíûõ ïðèìåíåíèé ðàçðàáîòàí-
íûõ íàìè ìåòîäîâ, íî, ïîêà, ìû íå ïðèñòóïèëè ê ðåøåíèþ ýòîé èíòåðåñíîé
çàäà÷è.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ìû ðåøàåì âàðèàíò çàäà÷è ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè,
âîçíèêàþùåé ïðè ëàçåðíîé ýëëèïñîìåòðèè. Ýëëèïñîìåòðè÷åñêèå èçìåðåíèÿ
îòíîñÿòñÿ ê íåðàçðóøàþùèì îïòè÷åñêèì ìåòîäàì èññëåäîâàíèÿ ïîâåðõíîñòè
è ïðèïîâåðõíîñòíûå ñâîéñòâà ñòðóêòóðíî è õèìè÷åñêè íåîäíîðîäíûõ îáúåê-
òîâ. Êðóã çàäà÷ â ýòîì íàïðàâëåíèè íåïðåðûâíî ðàñøèðÿåòñÿ, èçó÷àþòñÿ âñå
áîëåå ñëîæíûå îáúåêòû, èññëåäîâàíèÿ êîòîðûõ òðåáóåò ñîçäàíèÿ âñ¼ áîëåå
ñëîæíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé. Ñóòü ìåòîäà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïî
çíà÷åíèÿì íåêîòîðûõ îïòè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé îáðàçöà, ñíÿòûì â ïðîöåññå
åãî èññëåäîâàíèÿ, ðåøàåòñÿ ¾îáðàòíàÿ çàäà÷à ýëëèïñîìåòðèè¿ � âîññòàíàâ-
ëèâàåòñÿ âèä ôóíêöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòè ñâîéñòâ ìàòåðèàëà îò òîëùèíû.
Ðåøåíèå ýòîé îáðàòíîé çàäà÷è ôàêòè÷åñêè ñâîäèòñÿ ê ìèíèìèçàöèè ôóíê-
öèîíàëà (3.28), ñîäåðæàùåãî íåèçâåñòíûå ïàðàìåòðû ñèñòåìû.

F =
N∑
i=1

(
(
∆c

i −∆m
i

δ∆
)2 − (

ψc
i − ψm

i

δψ
)2
)
, (3.28)

ãäå ∆c
i , ψ

c
i � ðàññ÷èòàííûå íà îñíîâå äàííîé ìîäåëè ýëëèïñîìåòðè÷åñêèå

ïàðàìåòðû; ∆m
i , ψ

m
i � ýëëèïñîìåòðè÷åñêèå ïàðàìåòðû, ïîëó÷åííûå ýêñïå-

ðèìåíòàëüíûì ìåòîäîì, δ∆ è δψ � ýêñïåðèìåíòàëüíûå îøèáêè èçìåðåíèÿ
ñîîòâåòñòâóþùèõ âåëè÷èí. Ïðè ýòîì òèïè÷íûìè çíà÷åíèÿìè äëÿ ðàçìåðíî-
ñòè N ÿâëÿþòñÿ ÷èñëà ïîðÿäêà òûñÿ÷è, èíîãäà äåñÿòêîâ òûñÿ÷.

Èòîãè ãëàâû 3

Îñíîâíûå èòîãè ãëàâû 3 äèññåðòàöèè ñîñòîÿò â ñëåäóþùåì:

1) Ïðîäåìîíñòðèðîâàíà âû÷èñëèòåëüíàÿ ýôôåêòèâíîñòü ñòîõàñòè÷åñêèõ
(ðàíäîìèçèðîâàííûõ) àëãîðèòìîâ èíòåðâàëüíîé ãëîáàëüíîé îïòèìèçà-
öèè â ñðàâíåíèè ñ äåòåðìèíèñòñêèìè àíàëîãàìè íà ðÿäå îáùåóïîòðåáè-
òåëüíûõ òåñòîâûõ çàäà÷.

2) Ìîäèôèöèðîâàíû ñóùåñòâóþùèå ñòîõàñòè÷åñêèå (ðàíäîìèçèðîâàííûå)
àëãîðèòìû èíòåðâàëüíîé ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè, òàêèå êàê ñëó÷àéíîå
èíòåðâàëüíîå äðîáëåíèå (ïðåäëîæåííîå ðàíåå íàó÷íûì ðóêîâîäèòåëåì
ðàáîòû). Ïðåäëîæåíû è èññëåäîâàíû íåêîòîðûå íîâûå ïîäõîäû, â ÷àñò-
íîñòè, èíòåðâàëüíîå äðîáëåíèå â ñëó÷àéíîé ïðîïîðöèè è íàïðàâëåíèè.
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3) Ðàçðàáîòàíû è ýêñïåðèìåíòàëüíî èññëåäîâàíû ðàçëè÷íûå âåðñèè èíòåð-
âàëüíîãî ãåíåòè÷åñêîãî àëãîðèòìà äëÿ ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè ôóíê-
öèé.

4) Äëÿ ïðåäëîæåííûõ àëãîðèòìîâ ñôîðìóëèðîâàí è äîêàçàí ðÿä óòâåðæäå-
íèé è òåîðåì î ñõîäèìîñòè ðàçðàáîòàííûõ ìåòîäîâ. Â ÷àñòíîñòè, äîêàçà-
íî, ÷òî ìåòîä èíòåðâàëüíîãî ñëó÷àéíîãî ïîèñêà ñ ïðèîðèòåòîì ñõîäèòñÿ
ê ãëîáàëüíîìó îïòèìóìó ïî÷òè âñåãäà (Ñõîäèìîñòü ¾ïî÷òè âñåãäà¿ ñèëü-
íåå ¾ñõîäèìîñòè ïî âåðîÿòíîñòè¿); à èíòåðâàëüíûé àëãîðèòì èìèòàöèè
îòæèãà è èíòåðâàëüíûé ãåíåòè÷åñêèé àëãîðèòì ñõîäÿòñÿ ê ãëîáàëüíîìó
îïòèìóìó.

5) Ðàçðàáîòàí è àïðîáèðîâàí ìóëüòèìåòîäíûé àëãîðèòì èíòåðâàëüíîé ãëî-
áàëüíîé îïòèìèçàöèè, ñîçäàííûé íà îñíîâå ñòîõàñòè÷åñêèõ èíòåðâàëü-
íûõ ïîäõîäîâ. Ïðèâåäåíû îöåíêè ýôôåêòèâíîñòè è âðåìåíè ðàáîòû ìå-
òîäà, â òîì ÷èñëå ïðîàíàëèçèðîâàí õóäøèé äëÿ àëãîðèòìà ñëó÷àé. Ñ
ïîìîùüþ ìóëüòèìåòîäíîãî ìåòîäà óñïåøíî ðåøåíà çàäà÷à îïòèìèçàöèè
â ïðîãðàììå ìîäåëèðîâàíèÿ ïîãîäû mwf_t1024rlb.

Êðîìå òîãî, â ãëàâå 3 ïðîðàáàòûâàþòñÿ âîïðîñû ïàðàëëåëèçìà ïðåäëàãà-
åìûõ ìåòîäîâ è èõ ðåàëèçàöèè íà ñîâðåìåííûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåìàõ.

Çàêëþ÷åíèå

Çàäà÷è ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè, â îñîáåííîñòè äîêàçàòåëüíîé ãëîáàëüíîé
îïòèìèçàöèè, ÿâëÿþòñÿ àêòóàëüíûìè è ñëîæíûìè. Èñïîëüçîâàíèå ìåòîäîâ
èíòåðâàëüíîãî àíàëèçà ïîçâîëÿåò êîíñòðóèðîâàòü äëÿ èõ ðåøåíèÿ âû÷èñëè-
òåëüíûå òåõíîëîãèè, óäîâëåòâîðèòåëüíî ñïðàâëÿþùèåñÿ ñî ìíîãèìè ïðàêòè-
÷åñêèì çàäà÷àìè, íî âû÷èñëèòåëüíàÿ ýôôåêòèâíîñòü ïîëó÷àþùèõñÿ àëãî-
ðèòìîâ âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ îñòà¼òñÿ íåäîñòàòî÷íîé.

Â äèññåðòàöèè ïðîàíàëèçèðîâàíà êëàññè÷åñêàÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ ñõåìà èí-
òåðâàëüíûõ äåòåðìèíèñòñêèõ àëãîðèòìîâ ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè, îñíîâàí-
íûõ íà àäàïòèâíîì äðîáëåíèè îáëàñòè ïîèñêà. Â ðåçóëüòàòå áûë âûÿâëåí ðÿä
ïðè÷èí íåäîñòàòî÷íîé âû÷èñëèòåëüíîé ýôôåêòèâíîñòè ñóùåñòâóþùèõ àëãî-
ðèòìîâ, îñíîâàííûõ íà ýòîé ñõåìå. Ïðåäëîæåíû è èññëåäîâàíû ïóòè èõ ïðå-
îäîëåíèÿ, òàêèå êàê óëó÷øåíèå êà÷åñòâà èíòåðâàëüíîãî îöåíèâàíèÿ, ïîâû-
øåíèå ýôôåêòèâíîñòè ïðîöåäóð îòáðàêîâêè, àäàïòàöèÿ ðàçëè÷íûõ ñïîñîáîâ
äðîáëåíèÿ è õðàíåíèÿ áðóñîâ ñ ó÷¼òîì îñîáåííîñòåé àðõèòåêòóðû ñîâðåìåí-
íûõ êîìïüþòåðîâ. Â ðàáîòå ïîëó÷èëà ðàçâèòèå èäåÿ èñïîëüçîâàíèÿ ñòîõàñòè-
÷åñêèõ ïåðåõîäîâ ïðè âûáîðå áðóñà äëÿ óòî÷íåíèÿ îïòèìóìà. Â ÷àñòíîñòè, â
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ðàáîòå ðåàëèçîâàíû è èññëåäîâàíû àëãîðèòìû ñëó÷àéíîãî äðîáëåíèÿ è ñëó-
÷àéíîãî äðîáëåíèÿ ñ ïðèîðèòåòîì, èíòåðâàëüíûé àëãîðèòì èìèòàöèè îòæèãà
è, êðîìå òîãî, ðàçðàáîòàíû èíòåðâàëüíûé ýâîëþöèîííûé è ìóëüòèìåòîäíûé
àëãîðèòìû. Íà èõ îñíîâå ñêîíñòðóèðîâàí ãèáðèäíûé ïàðàëëåëüíûé àëãîðèòì
èíòåðâàëüíîé ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè. Êðîìå òîãî, â ðàáîòå ñôîðìóëèðî-
âàíû è äîêàçàíû ðÿä óòâåðæäåíèé è òåîðåì î ñõîäèìîñòè ðàçðàáîòàííûõ
ìåòîäîâ. Íà øèðîêîì íàáîðå îáùåóïîòðåáèòåëüíûõ òåñòîâûõ çàäà÷ ãëîáàëü-
íîé îïòèìèçàöèè ïðîâåäåíû ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ïî àïðîáàöèè íîâûõ
âû÷èñëèòåëüíûõ àëãîðèòìîâ.

Îáúåäèíåíèå èíòåðâàëüíûõ è ñòîõàñòè÷åñêèõ (ðàíäîìèçèðîâàííûõ) ïîä-
õîäîâ ïîçâîëèëî ñîçäàòü ïðèíöèïèàëüíî íîâûå, ýôôåêòèâíûå àëãîðèòìû äëÿ
ðåøåíèÿ çàäà÷è äîêàçàòåëüíîé ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè � îäíîé èç âîñòðå-
áîâàííûõ ïðîáëåì ñîâðåìåííîé âû÷èñëèòåëüíîé è ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè.
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